Reseni paté pisemky

Prvni dloha

I | Reste rovnici xy’ + y — y* = o s po¢ateéni podminkou (1) = 3. [1 bod]

’v d .
Zapifeme y' = d—i a provedeme separaci takto:
d d dx
xL=y-y — L=
dx Y-y x
v o v . V7 (4 7 . I _ I I 4
Ted uz muzeme integrovat. Vlevo rozlozime v parcialni zlomky: -0 = 71 ¥ Vse se tedy

integruje na néjaky logaritmus a mame
Iny —1) —Iny =Inx+ C.
Odlogaritmujeme a ziskame reseni

y—1 _ g . o
y — ! y_x Y= 1"k«

Nakonec vezmeme v Gvahu poc¢ate¢ni podminku y(1) = 3. Prost¢ dosadime x = 1,y = 3 a obdr-
zime
I 2

— K = —

Proto tedy dostaneme feSeniy = ——.

w1

Druha Gloha

2 | Reste rovnici (x + 1)y’ = —xy s potateéni podminkou y(o) = 1. [1 bod]

Zde se zase hodi separace. Tentokrat ji provedeme takto:

d
e dxz( - —I)dx.
y x4+ 1 x4+ 1

Zase uz mizeme integrovat. Ziskame
Iny =In(x+1) —x+ C.

Pfi x = omabyty = 1. Dosadime to tam a mdmeln1 = In1 — o + C. Proto C = o a po
odlogaritmovani uz snadno dostavaime

y=(x+1)e "
Tteti tloha
. v / Vv v / . ’ x o Vv / . .
3 | Najdéte obecné feseni rovnice xy = y — —. MuZe se Vam hodit substituce y = ux. [1
sin %

bod]



Nejdtiv si pfipravime substituci: pokud y = ux, bude iy’ = u'x + u. Rovnici ted miizeme
vydeélit x:
/ Yy I
Y =

X  sin

7
X

a provést substituci Misto y/x budeme psat prosté u a derivaci nahradime podle vztahu vyse, ¢imz
se obdrzi

du I , dx

—x+u=u—— = sinudu=-——.

dx sin u x
Integrujme obé¢ strany. Ziskame — cosu = —Inx + C, tedy

u = arccos(Inx + C).
Nakonec musime odstranit substituci: mame # = y/x, a tak dostaneme konecné reseni

y = xarccos(lnx + C).

Ctvrta Gloha
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4 | Resterovniciy + 4yx> = x®e” . Asi nejlepsi je né¢im tu rovnici vynésobit, aby se vlevo

objevila Gplna derivace. [1 bod]

’ . . 4 /7 /7 ’
Nasobme celou rovnici e . Tim ziskame
4 4
ey + 45’y =

. Ve v 4 4 / . / . /4 Ve 4 v o
Vlevo si viimneme, ze 4x’¢® = (e* ). Proto je levé strana derivaci soudinu e* y. Obdobné mu-
zeme x” vpravo zapsat jako derivaci x3/3. U¢inime-li to, ziskdme rovnost

(9 =h).
Obsahy obou zavorek se tedy lisi jen o konstantu. Proto je

3 3
ex4y = x? +C = y= x?e_x4 o= Ce ™',

Pata Gloha

§ | Otestoval jsem se 100% spolehlivym testem na covid a byl jsem negativni. Reknéme, ze

po kazdém okamziku d¢, mam pravdépodobnost A dt, Ze se nakazim (zde 1 je kladna konstanta).
Vypoctéte pravdépodobnost, Ze po ¢ase t od testu budu nakazeny. Dale urcete ¢as 7, po kterém bych
se mél jit nejpozdéji otestovat znova, nechci-li, aby pravdépodobnost, Ze jsem nakazeny, byla vétsi
nez P.[2 body]

Reknéme, Ze v Case t je pravdépodobnost, Ze jsem nakazen, rovna P(t), a éas t = o odpovidd
okamziku testu. Jaka bude pravdépodobnost, ze budu nakazen v case t 4 dt? To je snadné: bud
jsem byl nakaZen uz v case ¢ (pravdépodobnost P(t)) a pak se na tom uz nic nezmeni. Nebo jsem
nakazen nebyl (pravdépodobnost 1—P(t)) a nakazil jsem se zrovna béhem toho malého okamziku
dt (to se stane s pravdépodobnosti A df. Celkem tedy dostavame

P(t +dt) = P(t) + [t — P(t)]Adt => P(t + dt) — P(¢) = (1 — P)A dr.
dp




Protoze vlevo stoji pfimo dP, tj. zména pravdépodobnosti P za malicky ¢as df, mame uz diferen-

cialni rovnici pro P. Snadno ji miZeme separovat na % = Adra integrovat:

In(x — P) = —Jt + C.

V okamziku testu (coz byl ¢as t = o) jsem urcité nebyl nakazen (P = o). Dosadime to do rovnice
a dostavame C = o. Zbytek odlogaritmujeme a dostaneme

1—P=e_’1t e P=1—¢e

At

Pokud mame odpovédét na otazku, po jaké dobe bych se mél otestovat, pokud nechci, abych byl
nakazen s pravdépodobnosti vétsi nez P, bude dobfte se vratit k rovnosti In(x — P) = —Ar. Pokud
do ni totiz dosadime P, hned mizeme vypocist hrani¢ni cas ¢, kde pravdépodobnost nakazeni této

hodnoty dosahne. Obdrzime tedy
I I
7T = j ln I — P

Sest4 tiloha

6 | Jednoho dne dopoledne zacalo rovnomérné a husté snézit. V poledne vyjel na silnici snéz-

ny pluh. Ten za prvni hodinu ujel dva kilometry a za dalsi hodinu uz jen jeden. Kdy zacalo snézit?
Predpokladejte, Ze rychlost snézného pluhu je nepfimo imérna vysce snéhu. [2 body]

Reknéme, ze zacalo snéZit v ¢ase t = o a Ze ¢as budeme métit v hodinach. SnéZi rovnomérné,
tedy vyska snéhu je imérna casu a bude platit » = ct, kde ¢ je né¢jaka konstanta. Rychlost pluhu
je zas nepfimo umeérna vysce snéhu, takze bude platit v = d/b = # Obé¢ konstanty ¢ i d se tu
vyskytuji jen v podilu, tak mizeme ten podil oznacit jako d/c = aazistalanam tujedina neznama
konstanta.

ds

Zaroven vime, ze rychlost je zména drahy za ¢as, tj. v = % Proto mame rovnici = 2, kterou

hned mizeme separovat na ds = a%. Ihned lze integrovat:
s(t) = alnt + K,

kde K je néjaka integracni konstanta, kterou nezname.
Jelikoz ¢as t = o oznacuje okamzik, kdy zacalo snézit (a ten okamzik nezname), vlastné nevi-

me, kdy v tomto systému bylo to poledne. Zatim si to tedy ozna¢me néjakym pismenkem, napr.
7. Pak ale budeme védét, ze v poledne (tj. v Case 7) pluh prave vyjel (tj. ujel drahu o), v jednu hodinu
(tj. v ¢ase 7 + 1) ujel dva kilometry a za dalsi hodinu (tj. v ¢ase 7 + 2) ujel uz jen jeden, takze to
celkem déla tfi. Proto mame tfi rovnice:
s(r) = alnr+ K = o,
s(z+1)=aln(r + 1) + K = 2,
s(r4+2)=aln(r +2)+ K =3.
To uz jsou tfi rovnice pro tfi neznamé «, K, 7, z nichz oviem prvni dvé nas viibec nezajimaji.
Nejdriv se zbavime konstanty K tim, Ze ode¢teme prvni rovnici postupné od druhych dvou. Tim
ziskame
alln(z+1)—Inzl=aln(1+777") =2,
aln (1 +2771) = 3.
Jesté musime odstranit «. Vydélime tedy rovnice mezi sebou a po mensich Gpravach dostava-
me 21In(1 + 277 ") = 31ln(1 + 77 ). Odlogaritmujeme; vyjde (1 + 277 ') = (1 + 77 ')}, ¢ili



1+ 47 "+ 477 % = 1+ 377" 4 377> 4+ 7 2. Jedni¢ky odstranime a nidsobime 73; dostane-
me obycejnou kvadratickou rovnici 72 + 7 — 1 = o, jejiz dvé fedeni jsou 3 (435" — 1). Jelikoz jde
oviem o udaj, o kolik hodin po zacatku snézeni nastalo poledne (a to musi byt kladné, protoze
snézit zacalo uz pred polednem), musime kofen s minusem zahodit. Zacalo tedy snézit 3(y5"— 1)
hodiny pfed polednem, coz je asi 37 minut.



