10. DETERMINANTY

Jan Paseka

Ustav matematiky a statistiky
Masarykova univerzita

27. listopadu 2024




Abstrakt
Motivace

Obsah

@ Motivace




Abstrakt
Motivace

Abstrakt

V této kapitole zavedeme determinanty Ctvercovych matic
libovolného rozméru n x n nad pevnym télesem K, fekneme si
jejich zékladni vlastnosti a nau¢ime se je vypocitat vcetné
prikladu jejich aplikace.
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Abstrakt

V této kapitole zavedeme determinanty Ctvercovych matic
libovolného rozméru n x n nad pevnym télesem K, fekneme si
jejich zékladni vlastnosti a nau¢ime se je vypocitat vcetné
prikladu jejich aplikace.

V celé kapitole K oznaCuje pevné téleso, m, n jsou pfirozena
Cisla.
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Motivace

prifadit Ctvercové matici. Lze na néj nahlizet z riznych Ghla
pohledu:
@ geometricky jako na orientovany objem rovnobéznosténu
ur¢eného vektory tvoricimi fadky (nebo sloupce) matice,

@ algebraicky jako na vyraz sestaveny z prvku matice, ktery
se specificky chova pfi fadkovych Gpravéach,

@ jako na nastroj pro feSeni soustav linearnich rovnic
(Cramerovo pravidlo).
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Historie

Pojem determinantu se vyvijel postupné:

@ 2. stoleti pt.n.l. - Cifané fesili soustavy linearnich rovnic
metodami podobnymi Cramerovu pravidlu,

@ 1693 - Gottfried W. Leibniz je povazovan za objevitele
determintd,

@ 1750 - Gabriel Cramer publikoval své pravidlo pro feseni
soustav rovnic (1748 - posmrtné C. Maclaurin),

@ 1812 - Augustin-Louis Cauchy zaved! termin
"determinant"a systematicky studoval jejich vlastnosti,

@ 1864 - K.T. Weierstrass dal determinantim moderni
axiomatickou definici.
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Definice |

Determinant Ctvercové matice A fadu n je Cislo det(A), které
splriuje nasledujici vlastnosti:

(L) Je linearni vzhledem ke kazdému radku matice A, jsou-li
zbyvayjici fadky fixovany.

(S) Jsou-li dva radky matice A stejné, je determinant nulovy.

(N) Determinant jednotkové matice je roven 1.

Nyni stojime pfed tfemi dulezitymi otazkami:
@ Existuje takova funkce det: Mat,y,(K) — K?
@ Je tato funkce jednoznatna?

© Pokud takova funkce existuje, jak vypocitame hodnotu
det A?
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Definice Il

Z praktickych divodl se rozhodneme feSit tyto otazky

v opacném poradi. V této fazi tedy vlastné nevime, zda takova
funkce determinantu existuje. Je stale mozné, ze zadna funkce
determinantu neexistuje, a vSechny nase vysledky by mély
obsahovat pfedpoklad:

"Pokud existuje funkce det splnujici Definici 1, pak ...".

Existence a jednoznacnost funkce determinantu bude
dokazana pozdeji.
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Viditelnost

Obsah a objem

Pro matici fadu 2 je determinant roven obsahu rovnobézniku
uréeného radkovymi vektory matice, s orientaci danou jejich
usporadanim.

Pro matici fadu 3 je determinant roven objemu
rovnobéznosténu urCeného radkovymi vektory, opét s
prisluSnou orientaci.

Konkrétné pro matici A = ( 2 dn > je
a1 do2

det(A) = @118 — @121

coz je zaroven orientovany obsah prislusného rovnobézniku.



Aplik
pikace Obsah a objem Interpretace

Viditelnost

Obsah a objem

Pro matici tfetiho fadu Ize pouzit Sarrusovo pravidlo nebo
rozvoj podle radku:

ayy a2 a3
det | @x1 a@oo @3 | = @11800833 + 812823831 + 813821832
d31 daz2 4as3

— d43822831 — 811823832 — a12821433
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Viditelnost

Zjistovani viditelnosti

V pocitacové grafice Ize determinant vyuzit pro uréeni, zda je
trojuhelnik v roviné orientovan po smeru nebo proti sméru
hodinovych rucicek, nebo zda je trojuhelnik v prostoru viditelny
z daného pohledu. Toto urCeni je zaloZzeno na znaménku
determinantu matice sestavené z vrcholu trojuhelniku.

Pro trojuhelnik s vrcholy A = (x1, 1), B = (X2, ¥2), C = (X3, ¥3)
je orientace dana znaménkem determinantu

det<X2—X1 X3 — X4 >
Y2—=Y1 YVa— N

Kladné znaménko odpovida orientaci proti sméru hodinovych
rucicek.
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Viditelnost

Geometricky vyznam determinantu Ize chapat v nékolika
urovnich:
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Viditelnost

Detailni geometricka interpretace

@ Pro matici 2x2:

e Determinant pfedstavuje orientovanou plochu rovnobézniku

e Kladné znaménko znamena, ze druhy vektor lezi vievo od
prvniho

e Nulovy determinant znaci linearné zavislé vektory
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Viditelnost

Detailni geometricka interpretace

@ Pro matici 2x2:
e Determinant pfedstavuje orientovanou plochu rovnobézniku
e Kladné znaménko znamena, ze druhy vektor lezi vievo od
prvniho
e Nulovy determinant znaci linearné zavislé vektory

© Pro matici 3x3:
e Determinant udava orientovany objem rovnobéznosténu
e Znaménko urCuje orientaci pravotoCivé/levotoCivé baze
e Geometrickd interpretace fadkovych Uprav jako
transformaci prostoru
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e Zakladni vlastnosti
determinantu
@ Determinant soucinu
matic

@ Cramerovo pravidlo
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Vymeéna fadkl a fadkové elementarni matice

PFi vyméné dvou fadki v matici determinant zmeéni znaménko.

Véta 3.2 (Determinanty fadkovych elementarnich matic)

@ Elementarni matice odpovidajici prohozeni dvou radku ma
determinant —1.

@ Elementarni matice odpovidajici vynasobeni néjakého
radku prvkem c € K ma determinant c.

© Elementarni matice odpovidajici pficteni c-ndsobku
néjakého radku k jinému ma determinant 1.

© Pro libovolnou elementarni matici E a libovolnou
Ctvercovou matici B stejného radu plati
det(EB) = det(E) det(B).
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Cauchyho véta o determinantu soucinu matic

JestliZze A je singularni matice, potom det(A) = 0.

(Cauchyho véta o determinantu soucinu matic)
Pro libovolné matice A, B € K™ plati

det(A - B) = det A - det B;
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Cauchyho véta o determinantu soucinu matic

JestliZze A je singularni matice, potom det(A) = 0.

(Cauchyho véta o determinantu soucinu matic)
Pro libovolné matice A, B € K™ plati

det(A - B) = det A - det B;

{j. determinant soucinu matic se rovna soucinu jejich

determinantu.
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Pravidla pro vypocet determinantu |

Pravidla

(0) Determinant trojuhelnikové matice se rovna soucinu jejich
diagonalnich prvkd.
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Pravidla pro vypocet determinantu |

Pravidla

(0) Determinant trojuhelnikové matice se rovna soucinu jejich
diagonalnich prvkd.

(1) Vyménou poradi dvou fadku matice se hodnota jejiho
determinantu zméni na opacnou.
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Pravidla pro vypocet determinantu |

Pravidla

(0) Determinant trojuhelnikové matice se rovna soucinu jejich
diagonalnich prvkd.

(1) Vyménou poradi dvou fadku matice se hodnota jejiho
determinantu zméni na opacnou.

(2) Vynasobenim néjakého fadku matice nenulovym skalarem
¢ € K sa jeji determinant zméni na c-nasobek plvodni
hodnoty.

(3) Pripoc¢tenim skalarniho nasobku néjakého fadku matice
k jejimu jinému fadku se hodnota jejiho determinantu
nezmeni.
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Pravidla pro vypocet determinantu |

Pravidla

(0) Determinant trojuhelnikové matice se rovna soucinu jejich
diagonalnich prvkd.

(1) Vyménou poradi dvou fadku matice se hodnota jejiho
determinantu zméni na opacnou.

(2) Vynasobenim néjakého fadku matice nenulovym skalarem
¢ € K sa jeji determinant zméni na c-nasobek plvodni
hodnoty.

(3) Pripoc¢tenim skalarniho nasobku néjakého fadku matice
k jejimu jinému fadku se hodnota jejiho determinantu
nezmeni.

(4) Pokud matice obsahuje nulovy radek, pfipadné dva stejné
radky, tak jeji determinant je 0.
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Sloupcové elementarni matice

Véta 3.5 (Determinanty sloupcovych elementarnich matic)
@ Elementarni matice odpovidajici prohozeni dvou sloupct
ma determinant —1.
© Elementarni matice odpovidajici vynasobeni néjakého
sloupce prvkem ¢ € K ma determinant c.
© Elementarni matice odpovidajici pricteni c-ndsobku
néjakého sloupce k jinému ma determinant 1.
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Elementarni matice pro sloupcové operace
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Zakladni vlastnosti determinantu |

Determinant transponované matice sa rovna determinantu
puvodni matice, t.j.
det AT = detA

pro libovolnou matici A € K",
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Zakladni vlastnosti determinantu |

Determinant transponované matice sa rovna determinantu
puvodni matice, t.j.
det AT = detA

pro libovolnou matici A € K",

VSechny vysledky o determinantech matic si zachovaji svou
platnost, pokud v nich kazdy vyskyt slova "sloupec" nahradime
slovem "fadek" a naopak.
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Pravidla pro vypocet determinantu Il

Pravidla

(1)7 Vyménou pofadi dvou sloupct matice se hodnota jejiho
determinantu zmeéni na opacnou.
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Pravidla pro vypocet determinantu Il

Pravidla

(1)7 Vyménou pofadi dvou sloupct matice se hodnota jejiho
determinantu zmeéni na opacnou.

(2)7 Vynasobenim né&jakého sloupce matice nenulovym
skalarem c € K sa jeji determinant zmeéni na c-nasobek
puvodni hodnoty.

(3)7 Pripoétenim skalarniho nasobku néjakého sloupce matice

K jejimu jinému sloupci se hodnota jejiho determinantu
nezmeni.
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Pravidla pro vypocet determinantu Il

Pravidla

(1)7 Vyménou pofadi dvou sloupct matice se hodnota jejiho
determinantu zmeéni na opacnou.

(2)7 Vynasobenim né&jakého sloupce matice nenulovym
skalarem c € K sa jeji determinant zmeéni na c-nasobek
puvodni hodnoty.

(3)7 Pripoétenim skalarniho nasobku néjakého sloupce matice
K jejimu jinému sloupci se hodnota jejiho determinantu
nezmeni.

(4)T Pokud matice obsahuje nulovy sloupec, pfipadné dva
stejné sloupce, tak jeji determinant je 0.
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Zakladni vlastnosti determinantu |l

Necht1 < m< naA e K"™" je blokova matice tvaru

(2 9).

kde B € K™m C e Km<(n=m) g p ¢ K(n=mx(n=m)_Potom

det A = det B - det D.

Pokud A+, ..., Ak jsou Ctvercové matice, tak

detdiag(Aq,...,Ax) =detAy -...- det Ag.
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Cramerovo pravidlo

Véta 3.8

(Cramerovo pravidlo)

Necht A € K™" je regularni matice,b € K" apro1 <j<n
necht Ajb oznacuje matici, ktera vznikne z matice A
nahrazenim jejiho j-tého sloupce sloupcovym vektorem b.
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Cramerovo pravidlo

Véta 3.8

(Cramerovo pravidlo)
Necht A € K™" je regularni matice,b € K" apro1 <j<n

necht Ajb oznacuje matici, ktera vznikne z matice A
nahrazenim jejiho j-tého sloupce sloupcovym vektorem b.

Potom soustava A -x = "1, x;s;(A) = b m4 jediné feseni

)
AR |aD||aD)

X = , e :
A[ " ]A] A]
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Aplikace Cramerova pravidla
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Aplikace Cramerova pravidla

Priklad 3.9
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Aplikace Cramerova pravidla

Priklad 3.9

2-x1 + X + 2-Xx3 = 6
2-x1 + 3:-x + x3 = 9
X1 + Xo + X3 = 3
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Aplikace Cramerova pravidla

Priklad 3.9

2-x1 + X + 2-Xx3 = 6
2-X4 + 3:-X + X3 = 9
X1 + Xo + X3 = 3
2 1 2
A= 2 3 1
(1 1 1)
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Aplikace Cramerova pravidla

Priklad 3.9

2-x1 + X + 2-Xx3 = 6
2-X4 + 3:-X + X3 = 9
X1 + Xo + X3 = 3

2 1 2 6

A=| 2 3 1 b=| 9
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Aplikace Cramerova pravidla

Priklad 3.9
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Aplikace Cramerova pravidla

Priklad 3.9
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Aplikace Cramerova pravidla

Priklad 3.9
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Aplikace Cramerova pravidla

Priklad 3.9
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Aplikace Cramerova pravidla

Priklad 3.9
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Aplikace Cramerova pravidla

Priklad 3.9
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