Markovovy fetézce

UvaZujme né&jakou soustavu, kterou sledujeme v diskrétnich ¢asovych okamZicich
t=20,1,2,... a kterd se mlze nachazet v n rGznych stavech, které
reprezentujeme hodnotami 1,2, ..., n. P¥i posunu z jednoho &asového okamZiku
do okamZiku nasledujiciho miZe soustava ptejit ze stavajiciho stavu do jiného
stavu. Pfedpokladejme, Ze pro libovolnd i,j € {1,2,..., n} pravdépodobnost toho,
Ze soustava v jednom kroku ptejde ze stavu i do stavu j, je rovna hodnoté p;. To
znamena, Ze tato pravdépodobnost zavisi pouze na tom, v jakém stavu je
soustava v pfitomném okamZziku, nezdvisi tedy na tom, jakymi stavy soustava
pro$la v minulosti. Tato pravdépodobnost rovnéz nezdvisi na tom, ve kterém
¢asovém okamziku k uvaZovanému pfechodu dochazi. V této situaci mluvime o
homogennim Markovové Yetézci s diskrétnim Casem.

Pro pravdépodobnosti pfechodu p;; homogenniho Markovova Yetézce plati, Ze
0 < pj <1 proviechna i,j € {1,2,...,n} a pj1 + pio + - - + pin = 1 pro kazdé

i€{1,2,...,n}. Tyto pravdépodobnosti miZeme sestavit do &tvercové matice
pi1 P12 ... Pin
P21 P22 ... P2n
P=1. . . (p"f)i,j:1,2,...,n'

Pn1 Pn2 ... Pnn
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Tuto matici nazyvame matici pravdépodobnosti pfechodu. Prvky této matice jsou
nezdpornd &isla a soulet prvkil v kaZdém ¥adku je roven jedné. Matice s touto
vlastnosti nazyvdme stochastické matice.

Necht pro libovolny Zasovy okamZik t = 0,1,2,... a pro libovolny stav
i€{1,2,....n} je pravdépodobnost toho, Ze soustava se v Case t nachazi ve
stavu / dana hodnotou p;(t). Pak ov8em pro vdechna i € {1,2,....n} plati

0 < pi(t) < 1 a také plati pi(t) + p2(t) + - + pa(t) = 1. Tyto pravd&podobnosti
zapisujeme ve tvaru pravdépodobnostiho vektoru

p(t) = (pl(t)7 p2(t)a R pn(t))
Soucet viech sloZek tohoto vektoru je roven jedné.

Zkoumejme nyni, jak se slozky vektoru p(t + 1) vypottou pomoci sloZek vektoru
p(t) a pomoci matice pravd&podobnosti pfechodu P. Pro kazdé j € {1,2,....n}
plati, Ze p;j(t + 1) = p1(t)p1j + p2(t)p2j + - - - + pa(t)pnj. Zapsdno pomoci
nasobeni vektorli a matic to znamend, Ze plati

p(t+1) = p(t) - P.

Tento postup lze iterovat. Analogicky dostavame, Ze plati

p(t) = p(t — 1) - P.
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Odtud a z pfedchoziho vztahu plyne, Ze
p(t+1)=p(t—1)-P-P=p(t—1)- P2

Takto lze pokralovat dale. Nakonec timto zplsobem obdrzime, Ze pro kazdy
Casovy okamzik t =1,2,... plati

p(t) = p(0) - P*.

Abychom tedy mohli urgit slozky vektoru p(t), musime vedle matice
pravdépodobnosti pfechodu P znat také vektor pocate¢nich pravdépodobnosti

p(O) = (pl(o)v P2(O), ceey pn(o))a

tedy pravdépodobnosti toho, v jakém stavu se soustava nachazi v okamZiku O.
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