
Markovovy řetězce

Uvažujme nějakou soustavu, kterou sledujeme v diskrétńıch časových okamžićıch
t = 0, 1, 2, . . . a která se může nacházet v n r̊uzných stavech, které
reprezentujeme hodnotami 1, 2, . . . , n. Při posunu z jednoho časového okamžiku
do okamžiku následuj́ıćıho může soustava p̌rej́ıt ze stávaj́ıćıho stavu do jiného
stavu. Předpokládejme, že pro libovolná i , j ∈ {1, 2, . . . , n} pravděpodobnost toho,
že soustava v jednom kroku p̌rejde ze stavu i do stavu j , je rovna hodnotě pij . To
znamená, že tato pravděpodobnost záviśı pouze na tom, v jakém stavu je
soustava v p̌ŕıtomném okamžiku, nezáviśı tedy na tom, jakými stavy soustava
prošla v minulosti. Tato pravděpodobnost rovněž nezáviśı na tom, ve kterém
časovém okamžiku k uvažovanému p̌rechodu docháźı. V této situaci mluv́ıme o
homogenńım Markovově řetězci s diskrétńım časem.

Pro pravděpodobnosti p̌rechodu pij homogenńıho Markovova řetězce plat́ı, že
0 6 pij 6 1 pro všechna i , j ∈ {1, 2, . . . , n} a pi1 + pi2 + · · ·+ pin = 1 pro každé
i ∈ {1, 2, . . . , n}. Tyto pravděpodobnosti můžeme sestavit do čtvercové matice

P =


p11 p12 . . . p1n
p21 p22 . . . p2n

...
...

...
pn1 pn2 . . . pnn

 =
(
pij
)
i,j=1,2,...,n

.
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Tuto matici nazýváme matićı pravděpodobnost́ı p̌rechodu. Prvky této matice jsou
nezáporná č́ısla a součet prvk̊u v každém řádku je roven jedné. Matice s touto
vlastnost́ı nazýváme stochastické matice.

Necht’ pro libovolný časový okamžik t = 0, 1, 2, . . . a pro libovolný stav
i ∈ {1, 2, . . . .n} je pravděpodobnost toho, že soustava se v čase t nacháźı ve
stavu i dána hodnotou pi (t). Pak ovšem pro všechna i ∈ {1, 2, . . . .n} plat́ı
0 6 pi (t) 6 1 a také plat́ı p1(t) + p2(t) + · · ·+ pn(t) = 1. Tyto pravděpodobnosti
zapisujeme ve tvaru pravděpodobnost́ıho vektoru

p(t) = (p1(t), p2(t), . . . , pn(t)).

Součet všech složek tohoto vektoru je roven jedné.

Zkoumejme nyńı, jak se složky vektoru p(t + 1) vypočtou pomoćı složek vektoru
p(t) a pomoćı matice pravděpodobnost́ı p̌rechodu P. Pro každé j ∈ {1, 2, . . . .n}
plat́ı, že pj(t + 1) = p1(t)p1j + p2(t)p2j + · · ·+ pn(t)pnj . Zapsáno pomoćı
násobeńı vektor̊u a matic to znamená, že plat́ı

p(t + 1) = p(t) · P.

Tento postup lze iterovat. Analogicky dostáváme, že plat́ı

p(t) = p(t − 1) · P.
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Odtud a z p̌redchoźıho vztahu plyne, že

p(t + 1) = p(t − 1) · P · P = p(t − 1) · P2.

Takto lze pokračovat dále. Nakonec t́ımto způsobem obdrž́ıme, že pro každý
časový okamžik t = 1, 2, . . . plat́ı

p(t) = p(0) · P t .

Abychom tedy mohli určit složky vektoru p(t), muśıme vedle matice
pravděpodobnost́ı p̌rechodu P znát také vektor počátečńıch pravděpodobnost́ı

p(0) = (p1(0), p2(0), . . . , pn(0)),

tedy pravděpodobnost́ı toho, v jakém stavu se soustava nacháźı v okamžiku 0.
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