1. cviceni z M1110 — komplexni ¢isla, podzim 2024

Priklad. 1. Ciselné mnoZziny, se kterymi budeme pocitat, jsou prirozena ¢isla N, celd Cisla
Z, raciondlni ¢isla Q a redlna ¢isla R. Strucné si pripomeiite vlastnosti s¢itani a ndsobeni na
jednotlivych mnoZzinach.

Priklad. 2. Zavedeni komplexnich &isel C. Pro kazdé redlné &islo x plati, Ze 22 > 0. Proto
neexistuje realné ¢islo s vlastnosti 22 = —1.

Zéakladni myslenka zavedeni komplexnich ¢isel: Chceme rozs$itit mnoZinu realnych Cisel a
operace sCitdni a ndsobeni tak, aby

(1) rovnice 22 = —1 méla feSen,
(2) scitani a ndsobeni komplexnich ¢isel mélo stejné vlastnosti jako sCitdni a ndsobeni
redlnych Cisel.
To 1ze realizovat takto:

a) K redlnym &islim priddme &islo i, takové Ze i = —1.

b) Ddle pridime vSechny redlné ndsobky Cisla i, to jsou Cisla ai, kde a € R. S nimi
pocitame takto:

0i=0, li=1i, ai+bi=(a+b)i, (ai)-(bi)=abi®= —ab.

c) Déle priddme vSechny moZné soucty redlnych ¢isel a ndsobk Cisla i, to jsou Cisla
a + bi, kde a,b € R. S nimi pocitime podle komutativity a asociativity sCitdni a
ndsobeni a podle distributivity ndsobeni vzhledem ke sCitani takto:

0+0bi=0bi
(a+bi)+ (c+di)=(a+c)+ (b+d)i,
(a+bi)- (c+di) = ac+ adi+bci+bdi* = (ac — bd) + (ad + dc)i.

Priklad. 3. Mnozina komplexnich ¢isel C ma neutrdlni prvek pro séitdni a neutralni prvek
pro ndsobeni stejny jako mnoZina redlnych Cisel.
Pro komplexni ¢islo z = a + bi definujeme komplexni ¢islo sdruzené z = a — bi.

(1) Vypoctéte z + z a z - z. Na zdkladé toho ukaZte, Ze obé tato Cisla jsou redlna. Defi-
nujeme absolutni hodnotu cisla z jako

|zl = V2 -2 =Va®+ b2

(2) Dokazte, Ze pro absolutni hodnoty komplexnich Cisel z a v plati

2+ ol <[zl + o] a [z-vf=]z]-[o].

(3) K nenulovému komplexnimu Cislu z = a + bi vypoctéte jeho prevracené Cislo.
Jednak pomoci z a z, jednak pomoci a a b.

(4) Spoctéte podil dvou komplexnich Cisel, a + bi d€leno ¢ + d i, je-li ¢ + di # 0.

(5) Pro kazdé redlné Cislo a najdéte vSechna komplexni feSeni rovnice

22:&.
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Priklad. 4. Spocitejte
(1) (3 —44)(5+ 617), (74 3i)(4 + 61), (1 + 2¢)(—6 + 114).
2) 3—4i T4+3 142

5+46i" 4+6i —6+11:

Priklad. 5. Uvazujme kvadratickou rovnici s redlnymi koeficienty
ar® +brx+c=0
se zdpornym diskriminantem D = b? — 4ac < 0. Odvod’te, Z¢ v komplexnim oboru ma
reSeni
—b+iv—

T1g—=—"T—.
' 2a

Pomoci toho vyfeste rovnici 322 — 4z + 6 = 0.

Priklad. 6. Goniometricky tvar komplexnich ¢isel. Kazdé komplexni ¢islo z # 0 1ze psat
v tzv. goniometrickém tvaru takto:

c=atib= V@ T ’

a .
+1
va? 4+ b? va? + b?

) = |z|(cos a + isin @)

pro pravé jeden dhel « € [0, 27).

Nakreslete si k tomu obrédzek v roviné s redlnou a imaginédrni osou. Komplexni Cisla cos oo +
icos a vyplni jednotkovou kruznici. Nazyvame je komplexni jednotky. jejich prevracené
¢islo je ¢islo komplexné sdruzené, tedy opét komplexni jednotka.

Napiste nésledujici komplexni ¢isla v goniometrickém tvaru:

8, —6i,3+31,5— 51,14+ 3, -3+ 3.

Priklad.7. Geometricky vyznam nasobeni komplexnich ¢isel. Dokazte, Ze pro soucin
komplexnich ¢isel zapasanych v goniometrickém tvaru plati

r(cosa +isina) - g(cos f +isin B) = r - g(cos(a + ) + isin(a + 3).
Na zédkladé toho indukci dokaZte, Ze pro vSechna prirozena Cisla plati

[r(cos a +isin )] = r"(cos(na) + isin(na)).

Priklad. 8. Zobrazeni v roviné reprezentovana komplexnimi ¢isly. Pfedstavme si rovinu
s pocdtkem. Komplexni &islo z = a + bi ztotoznime s bodem roviny o soufadnicich [a, b].
Nasledudujici zobrazeni f : C — C interpretujte jako zn8m8 geometrickd zobrazeni v
roving:

(1) f(z) = —2,

(2) f(z) =2,

(3) f(2) = z + v, kde v je pevné zvolené komplexni Cislo,
(4) f(z) =tz kdet € R je pevné zvolené Cislo,

(5) f(z) = (cosp +1ising) - z, kde ¢ je pevné zvoleny thel.
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Priklad. 9*. V roviné uvazujme vektory zacinajici v pocatku a koncici v nenulovych kom-
plexnich ¢&islech 2 = a + biav = ¢ + di. Jak spocitdime pomoci operaci s komplexnimi
Cisly cosinus a sinus jejich odchylky?

Ndvod. Ptedstavte si komplexni ¢isla v goniometrrickém tvaru. O

Priklad. 10*. Pomoci zobrazeni f : C — C popiste symetrii v roviné podle osy, kterd svird
s osou x uhel .

Ndvod. Osa symetrie je urCena komplexnim ¢islem cos o + isin ae. VyuZijte toho, Ze umite

popsat symetrii podle osy x a sklddani zobrazeni. Osu symetrie nejdiive otoc¢ime do osy x,
provedeme symetrii podle osy x a vysledek oto¢ime o dhel a. O



