7. BAZE A DIMENZE

Jan Paseka

Ustav matematiky a statistiky
Masarykova univerzita

29. fijna 2024




Abstrakt Baze a dimenze

Obsah

Steinitzova véta Souradnice
Baze a dimenze Kanonicka baze
Jednoznacnost Dimenze souctu

@ Baze a dimenze
@ Steinitzova véta
@ Baze a dimenze
konecné rozmérného

prostoru

@ Jednoznacnost
vyjadreni

@ Souradnicové zobrazeni

@ Kanonicka baze

@ Dimenze souctu




Steinitzova véta Souradnice
Baze a dimenze Kanonicka baze
Jednoznacnost Dimenze souctu

Abstrakt Baze a dimenze

Abstrakt

V této kapitole sa seznamime s pojmem baze vektorového
prostoru.
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V této kapitole sa seznamime s pojmem baze vektorového
prostoru.

To ndm umozni ve vektorovych prostorech zavést souradnice.
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Abstrakt

V této kapitole sa seznamime s pojmem baze vektorového
prostoru.

To ndm umozni ve vektorovych prostorech zavést souradnice.

Dale budeme definovat dimenzi vektorového prostoru a
odvodime si nékteré jeji zakladni vlastnosti.
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Abstrakt

V této kapitole sa seznamime s pojmem baze vektorového
prostoru.

To ndm umozni ve vektorovych prostorech zavést souradnice.

Dale budeme definovat dimenzi vektorového prostoru a
odvodime si nékteré jeji zakladni vlastnosti.

V nésledujici kapitole si potom mimo jiné dokazeme, ze
dimenze je za&kladni strukturni invariant tzv. konecné
rozmérnych vektorovych prostor(.
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Véta 1.1 (Steinitzova véta)

Necht uq,...,Up, Vq,...,Vym € V. Jsou-li vektory uy, ..., Up
linearné nezavislé a vsechny patfi do linearniho obalu
[V1i,...,Vm], pak n < m. Zaroven pfi vhodném usporadani
o' = (Vy,...,vp,) posloupnostioc = (V1,...,Vm) plati, Ze
posloupnost (Uy, ..., Up, Vi 4,...,Vp) generuje [Vq,...,Vm].
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Véta 1.1 (Steinitzova véta)

Necht uq,...,Up, Vq,...,Vym € V. Jsou-li vektory uy, ..., Up
linearné nezavislé a vsechny patfi do linearniho obalu
[V1i,...,Vm], pak n < m. Zaroven pfi vhodném usporadani
o' = (Vy,...,vp,) posloupnostioc = (V1,...,Vm) plati, Ze
posloupnost (Uy, ..., Up, Vi 4,...,Vp) generuje [Vq,...,Vm].

Pro libovolny vektorovy prostor V jsou nasledujici podminky
ekvivalentni:

(i) existuje konecna mnoZina X C V tak, Ze [X] = V;
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Véta 1.1 (Steinitzova véta)

Necht uq,...,Up, Vq,...,Vym € V. Jsou-li vektory uy, ..., Up
linearné nezavislé a vsechny patfi do linearniho obalu
[V1i,...,Vm], pak n < m. Zaroven pfi vhodném usporadani
o' = (Vy,...,vp,) posloupnostioc = (V1,...,Vm) plati, Ze
posloupnost (Uy, ..., Up, Vi 4,...,Vp) generuje [Vq,...,Vm].

Pro libovolny vektorovy prostor V jsou nasledujici podminky
ekvivalentni:

(i) existuje konecna mnoZina X C V tak, Ze [X] = V;
(ii) kazda linearné nezavisla mnoZina 'Y C V je konecna.
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Steinitzova véta Il

Rikame, ze vektorovy prostor V je koneéné rozmérny
(konecné dimenzionalni), pokud spliiuje nékterou (tedy nutné
obé) z ekvivalentnich podminek (i), (ii) pravé dokazaného
tvrzeni.
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Rikame, ze vektorovy prostor V je koneéné rozmérny
(konecné dimenzionalni), pokud spliiuje nékterou (tedy nutné
obé) z ekvivalentnich podminek (i), (ii) pravé dokazaného
tvrzeni.

V opaéném pripadé fikame, ze V je nekonecné rozmérny
(nekonecné dimenzionalni) vektorovy prostor.
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Necht V je kone¢né rozmérny vektorovy prostor.
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Necht V je kone¢né rozmérny vektorovy prostor.

Bazi prostoru V nazyvame kazdou linearné nezavislou
usporadanou n-tici (uy4, ..., u,) vektorl z V, kterd generuje cely
prostor V.
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Necht V je kone¢né rozmérny vektorovy prostor.

Bazi prostoru V nazyvame kazdou linearné nezavislou
usporadanou n-tici (uy4, ..., u,) vektorl z V, kterd generuje cely
prostor V.

Rikame pak, Ze vektory uy, ..., u, tvoFi bazi prostoru V.
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Necht V je kone¢né rozmérny vektorovy prostor.
Bazi prostoru V nazyvame kazdou linearné nezavislou

usporadanou n-tici (uy4, ..., u,) vektorl z V, kterd generuje cely
prostor V.
Rikame pak, Ze vektory uy, ..., u, tvoFi bazi prostoru V.

Necht' V je konecné rozmérny vektorovy prostor. Potom
(a) libovolnou linearné nezavislou usporadanou k-tici

(uq,...,ux) vektord z V-muZeme doplnit do néjaké baze
(Uq,...,Uk,...,Up) prostoru V;

(b) z libovolné generujici usporadané m-tice (V1,...,Vm)
vektoru z V. muZeme vybrat néjakou bazi (v, , ..., V;,)

prostoru V.
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Necht' V je konecné rozmérny vektorovy prostor. Potom
(a) V ma alespori jednu bazi;
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Necht' V je konecné rozmérny vektorovy prostor. Potom
(a) V ma alespori jednu bazi;
(b) libovolné dvé baze prostoru V maji stejny pocet prvkd.
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Necht' V je konecné rozmérny vektorovy prostor. Potom
(a) V ma alespori jednu bazi;
(b) libovolné dvé baze prostoru V maji stejny pocet prvkd.

Pravé dokazana véta nam umoznuje korektné definovat
dimenzi nebo téZ rozmér konetné rozmérného vektorového
prostoru V jako pocCet prvku jeho libovolné baze.
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Necht' V je konecné rozmérny vektorovy prostor. Potom
(a) V ma alespori jednu bazi;
(b) libovolné dvé baze prostoru V maji stejny pocet prvkd.

Pravé dokazana véta nam umoznuje korektné definovat
dimenzi nebo téZ rozmér konetné rozmérného vektorového
prostoru V jako pocCet prvku jeho libovolné baze.

Dimenzi vektorového prostoru V znac¢ime dim V.
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Necht' V je konecné rozmérny vektorovy prostor. Potom
(a) V ma alespori jednu bazi;
(b) libovolné dvé baze prostoru V maji stejny pocet prvkd.

Pravé dokazana véta nam umoznuje korektné definovat
dimenzi nebo téZ rozmér konetné rozmérného vektorového
prostoru V jako pocCet prvku jeho libovolné baze.

Dimenzi vektorového prostoru V znac¢ime dim V.

Pokud dimV = n, fikdme, Zze V je n-rozmérny vektorovy
prostor.
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Necht' V je konecné rozmérny vektorovy prostor. Potom
(a) V ma alespori jednu bazi;
(b) libovolné dvé baze prostoru V maji stejny pocet prvkd.

Pravé dokazana véta nam umoznuje korektné definovat
dimenzi nebo téZ rozmér konetné rozmérného vektorového
prostoru V jako pocCet prvku jeho libovolné baze.

Dimenzi vektorového prostoru V znac¢ime dim V.

Pokud dimV = n, fikdme, Zze V je n-rozmérny vektorovy
prostor.

Pokud V je nekonecné rozmérny prostor, klademe dimV = oc.
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V pripadé, ze bude potfebné zdlraznit ulohu (Ciselného) télesa
K, budeme pouzivat podrobnéjsi oznaceni dimg V.
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V pripadé, ze bude potfebné zdlraznit ulohu (Ciselného) télesa
K, budeme pouzivat podrobnéjsi oznaceni dimg V.

Tedy V je koneéné rozmérny pravé tehdy, kdyz dimV < oc.
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Baze a dimenze |V

V pripadé, ze bude potfebné zdlraznit Glohu (Ciselného) télesa
K, budeme pouzivat podrobnéjsi oznaceni dimg V.

Tedy V je koneéné rozmérny pravé tehdy, kdyz dimV < oc.

Necht dimV = n, v4,...,vy € V. Potom libovolné dvé
z nasledujicich podminek implikuji treti:
(i) vektoryvy,...,Vpy jsou linearné nezavisle;
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Baze a dimenze |V

V pripadé, ze bude potfebné zdlraznit Glohu (Ciselného) télesa
K, budeme pouzivat podrobnéjsi oznaceni dimg V.

Tedy V je koneéné rozmérny pravé tehdy, kdyz dimV < oc.

Necht dimV = n, v4,...,vy € V. Potom libovolné dvé
z nasledujicich podminek implikuji treti:

(i) vektoryvy,...,Vpy jsou linearné nezavisle;

(i) V1, ,Vm] = V;
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V pripadé, ze bude potfebné zdlraznit Glohu (Ciselného) télesa
K, budeme pouzivat podrobnéjsi oznaceni dimg V.

Tedy V je koneéné rozmérny pravé tehdy, kdyz dimV < oc.

Necht dimV = n, v4,...,vy € V. Potom libovolné dvé
z nasledujicich podminek implikuji treti:

(i) vektoryvy,...,Vpy jsou linearné nezavisle;
(i) V1, ,Vm] = V;
(i) m= n.
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V pripadé, ze bude potfebné zdlraznit Glohu (Ciselného) télesa
K, budeme pouzivat podrobnéjsi oznaceni dimg V.

Tedy V je koneéné rozmérny pravé tehdy, kdyz dimV < oc.

Necht dimV = n, v4,...,vy € V. Potom libovolné dvé
z nasledujicich podminek implikuji treti:

(i) vektoryvy,...,Vpy jsou linearné nezavisle;

(i) V1, ,Vm] = V;

(i) m= n.

To kromé jiného znamena, ze na ovéfeni, zda n vektorl
Vi,...,Vp tvofi bazi n-rozmérného vektorového prostoru V,
staci ovérit jen jednu (a to libovolnou) z podminek (i), (ii).



Steinitzova véta Souradnice
Baze a dimenze Kanonicka baze
Jednoznagnost Dimenze souctu

Abstrakt Baze a dimenze

Jednoznacnost vyjadreni vzhledem na danou bazi |

Nasledujici véta je specialnim pfipadem véty z pfedchozi
kapitoly o linearni nezavislosti.
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Nasledujici véta je specialnim pfipadem véty z pfedchozi
kapitoly o linearni nezavislosti.

Vektory uy, ..., u, tvofi bazi vektorového prostoru V pravé
tehdy, kdyz kazZdy vektor x € V miZeme jednoznacné vyjadrit
ve tvaru linearni kombinace X = ciUq + ... + Ccpup.
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Nasledujici véta je specialnim pfipadem véty z pfedchozi
kapitoly o linearni nezavislosti.

Vektory uy, ..., u, tvofi bazi vektorového prostoru V pravé
tehdy, kdyz kazZdy vektor x € V miZeme jednoznacné vyjadrit
ve tvaru linearni kombinace X = ciUq + ... + Ccpup.

Existence aspon jednoho vyjadfeni x = cjuy + ... + cpu, je
ekvivalentni s podminkou, Ze vektory uq,...,u, generuji V.
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Nasledujici véta je specialnim pfipadem véty z pfedchozi
kapitoly o linearni nezavislosti.

Vektory uy, ..., u, tvofi bazi vektorového prostoru V pravé
tehdy, kdyz kazZdy vektor x € V miZeme jednoznacné vyjadrit
ve tvaru linearni kombinace X = ciUq + ... + Ccpup.

Existence aspon jednoho vyjadfeni x = cjuy + ... + cpu, je
ekvivalentni s podminkou, Ze vektory uq,...,u, generuji V.

Jednoznacnost tohoto vyjadreni je zase ekvivalentni s linearni
nezavislosti vektorti uy, ..., up.
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Jednoznacnost vyjadreni vzhledem na danou bazi

Tedy a = (uq,...,Up) je bazi V tehdy a jen tehdy, kdyZ pro
kazdé x € V existuje pravé jedno ¢ = (cy,...,¢n)" € K" tak, Ze

X=CUj+...+Clup=a-C.
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Jednoznacnost vyjadreni vzhledem na danou bazi

Tedy a = (uq,...,Up) je bazi V tehdy a jen tehdy, kdyZ pro
kazdé x € V existuje pravé jedno ¢ = (cy,...,¢n)" € K" tak, Ze

X=CUj+...+Clup=a-C.

Uvédomme si, ze
X=a-C
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Jednoznacnost vyjadreni vzhledem na danou bazi

Tedy a = (uq,...,Up) je bazi V tehdy a jen tehdy, kdyZ pro
kazdé x € V existuje pravé jedno ¢ = (cy,...,¢n)" € K" tak, Ze

X=CUj+...+Clup=a-C.

Uvédomme si, ze G
X=a-¢c=(Uy,...,up)-

Cn

Tento jednoznacné urceny sloupcovy vektor ¢ € K budeme
nazyvat souradnice vektoru x vzhledem na bazi o
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Jednoznacnost vyjadreni vzhledem na danou bazi

Tedy a = (uq,...,Up) je bazi V tehdy a jen tehdy, kdyZ pro
kazdé x € V existuje pravé jedno ¢ = (cy,...,¢n)" € K" tak, Ze

X=CUj+...+Clup=a-C.

Uvédomme si, ze G
X=a-¢c=(Uy,...,up)-

Cn
Tento jednoznacné urceny sloupcovy vektor ¢ € K budeme

nazyvat souradnice vektoru x vzhledem na bazi o a
oznacovat

c=X)a-
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Souradnicové zobrazeni |

Tedy kazda baze a v n-rozmérném vektorovém prostoru V
definuje souradnicové zobrazeni x — (X)o z V do
sloupcového vektorového prostoru K”.
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Souradnicové zobrazeni |

Tedy kazda baze a v n-rozmérném vektorovém prostoru V
definuje souradnicové zobrazeni x — (X)o z V do
sloupcového vektorového prostoru K”.

Necht oo = (uq,...,up) je baze konecne rozmerného
vektorového prostoru V.
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Souradnicové zobrazeni |

Tedy kazda baze a v n-rozmérném vektorovém prostoru V
definuje souradnicové zobrazeni x — (X)o z V do
sloupcového vektorového prostoru K”.

Necht o = (uq, ..., Up) je baze kone¢né rozmerného
vektorového prostoru V.

Potom prislusné soufadnicové zobrazeni (—)q : V — K" je
bijektivni a zachovava linearni kombinace,
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Souradnicové zobrazeni |

Tedy kazda baze a v n-rozmérném vektorovém prostoru V
definuje souradnicové zobrazeni x — (X)o z V do
sloupcového vektorového prostoru K”.

Necht oo = (uq,...,up) je baze konecne rozmerného
vektorového prostoru V.

Potom prislusné soufadnicové zobrazeni (—)q : V — K" je
bijektivni a zachovava linearni kombinace,

lj. pro libovolna a, b € K, x,y € V plati

(ax+ by)o = a(X)a + b(Y)a-
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Souradnicové zobrazeni |

Tedy kazda baze a v n-rozmérném vektorovém prostoru V
definuje souradnicové zobrazeni x — (X)o z V do
sloupcového vektorového prostoru K”.

Necht oo = (uq,...,up) je baze konecne rozmerného
vektorového prostoru V.

Potom prislusné soufadnicové zobrazeni (—)q : V — K" je
bijektivni a zachovava linearni kombinace,

lj. pro libovolna a, b € K, x,y € V plati
(aX + by)a = a(X)a + b(Y)a-

K nému inverzni zobrazeni (—);' : K" — V je dané pfedpisem
C— a-C.




Steinitzova véta
Baze a dimenze
Jednoznacnost

Abstrakt Baze a dimenze
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Souradnice
Kanonicka baze
Dimenze souctu

Zejména tedy pro libovolné x € V, ¢ € K" plati
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Souradnicové zobrazeni |l

Zejména tedy pro libovolné x € V, ¢ € K" plati

Prvni rovnost ukazuje, jak je mozno vektor x zrekonstruovat
z dané baze a a jeho soufadnic (x), v této bazi;
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Souradnicové zobrazeni |l

Zejména tedy pro libovolné x € V, ¢ € K" plati

Prvni rovnost ukazuje, jak je mozno vektor x zrekonstruovat
z dané baze a a jeho soufadnic (x), v této bazi;

druha, Ze soufadnice linearni kombinace > 7 , ciui=a - ¢
v bazi a = (uy,...,up,) tvofi pravé vektor (cy,...,cn)".
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Abstrakt Baze a dimenze

Souradnicové zobrazeni |l

Zejména tedy pro libovolné x € V, ¢ € K" plati

Prvni rovnost ukazuje, jak je mozno vektor x zrekonstruovat
z dané baze a a jeho soufadnic (x), v této bazi;

druha, Ze soufadnice linearni kombinace > 7 , ciui=a - ¢
v bazi a = (uy,...,up,) tvofi pravé vektor (cy,...,cn)".

Takto zavedené soufadnice mizeme nazvat sloupcovymi
souradnicemi vzhledem k dané bazi.




Abstrakt Baze a dimenze Stgmltzox_/a véta Sourac_inpe )
Baze a dimenze Kanonicka baze
Jednoznacnost Dimenze souctu

Souradnicové zobrazeni |l

Zejména tedy pro libovolné x € V, ¢ € K" plati

Prvni rovnost ukazuje, jak je mozno vektor x zrekonstruovat
z dané baze a a jeho soufadnic (x), v této bazi;

druha, Ze soufadnice linearni kombinace > 7 , ciui=a - ¢
v bazi o = (uy, ..., up) tvofi pravé vektor (cy,...,cn)".
Takto zavedené soufadnice mizeme nazvat sloupcovymi
souradnicemi vzhledem k dané bazi.

Podobnym zplsobem mlzeme zavést i Fadkové souradnice a
dokdazat pro né analogicka tvrzeni jako pro sloupcoveé.
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Kanonicka baze |

Priklad 1.8

Oznacme e,(.") = s;(ln) € K" sloupcovy vektor skladajici ze
samych nul, mimo i-té sloZky, ktera je 1.
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Kanonicka baze |

Priklad 1.8

Oznacme e,(.") = s;(ln) € K" sloupcovy vektor skladajici ze
samych nul, mimo i-té sloZky, ktera je 1.

Potom e = (el ... e{") je baze sloupcového vektorového
prostoru K".
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Kanonicka baze |

Priklad 1.8

Oznacme e,(.") = s;(ln) € K" sloupcovy vektor skladajici ze
samych nul, mimo i-té sloZky, ktera je 1.

Potom e = (el ... e{") je baze sloupcového vektorového
prostoru K".

Nazyvame ji kanonickou bazi tohoto prostoru. Mizeme ji
ztotoZnit s jednotkovou matici l,.
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Kanonicka baze |

Priklad 1.8

Oznacme e,(.") = s;(ln) € K" sloupcovy vektor skladajici ze
samych nul, mimo i-té sloZky, ktera je 1.

Potom e = (el ... e{") je baze sloupcového vektorového
prostoru K".

Nazyvame ji kanonickou bazi tohoto prostoru. Mizeme ji
ztotoZnit s jednotkovou matici l,.

Obcas budeme horni index (n) vynechavat a pfislusnou bazi
oznacovat struéné e = (e, ..., ep).
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Kanonicka baze Il

Souradnice
Kanonicka baze
Dimenze souctu

Pro libovolny vektor x = (xy,...,x,)" € K" plati

X:X1e1+...+Xnen,

proto (X) = X,
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Kanonicka baze Il

Pro libovolny vektor x = (xy,...,x,)" € K" plati
X:X1e1 +...+Xnen,

proto (X) = X,

tj. kazdy vektor x € K" splyva se svymi vlastnimi soufadnicemi
v kanonické bazi.
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Kanonicka baze Il

Pro libovolny vektor x = (xy,...,x,)" € K" plati
X:X1e1 +...+Xnen,

proto (X) = X,

tj. kazdy vektor x € K" splyva se svymi vlastnimi soufadnicemi
v kanonické bazi.

Kanonicka baze fadkového vektorového prostoru K” je
tvofena radky jednotkové matice I, a znacime ji stejné jako

v predchazejicim piipadé e = (e{”, ... e{”)" nebo struéné
e =(ey,...,en)7, s timrozdilem, ze (") = ¢ je sloupec vektord
a kazdé e; je radek skladajici se ze samych nul, mimo i-té
pozice, na které je 1.
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Kanonicka baze Il

Pro libovolné n € N plati dim K" = n.




Abstrakt B4ze a dimenze Stfamltzoya véta Souraclimc,e ’
Béaze a dimenze Kanonicka baze
Jednoznacnost Dimenze souctu

Kanonicka baze Il

Pro libovolné n € N plati dim K" = n.

Priklad 1.10

Sloupce matice

11 1 1
1110
11 00
1 000

tvoFi bazi o sloupcového vektorového prostoru K*.
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Kanonicka baze IV

Soufadnice vektoru x = (x4, X, X3, X4)" € K™ v bazi « jsou
dané vztahem

T

(X)o = (X4, X3 — Xa, X2 — X3, X1 — X2)
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Kanonicka baze IV

Soufadnice vektoru x = (x4, X, X3, X4)" € K™ v bazi « jsou
dané vztahem

(X)a = (X4, X3 — Xa, X2 — X3, X1 — X2) .
Plati totiz
Xq 1 1
Xo 1 1
X3 = X4 1 + (XS - X4) 1 +
X4 1 0
1 1
1 0
(e=x3) | o [+ —x)| 4
0 0
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Kanonicka baze V

Priklad 1.11

Necht m,n € N. Pro libovolné 1 < k <m, 1 <[ < n oznaéme
Ef(;"’”) = Ex = (6iSj)mxn matici typu m x n nad télesem K,
ktera sestava ze samych nul, kromé pozice (k, 1), na které je 1.
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Kanonicka baze V

Piiklad 1.11

Necht m,n € N. Pro libovolné 1 < k < m, 1 </ < n oznacme
Ef(;"’”) = Ex = (6iSj)mxn matici typu m x n nad télesem K,
ktera sestava ze samych nul, kromé pozice (k, 1), na které je 1.
Zrejmé kazdou matici A = (ai) € K™ " Ize jednoznacné

m n
A= Z Z ak,Ek,.

k=1 [=1

vyjadrit ve tvaru
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Kanonicka baze V

Piiklad 1.11

Necht m,n € N. Pro libovolné 1 < k < m, 1 </ < n oznacme
E%"’”) = Ex = (6iSj)mxn matici typu m x n nad télesem K,
ktera sestava ze samych nul, kromé pozice (k, 1), na které je 1.
Zrejmé kazdou matici A = (ai) € K™ " Ize jednoznacné

vyjadrit ve tvaru m
A= D auEu.

k=1 I=1
Z toho vyplyva, Ze matice EE(',"’”), 1<k<m1<I<n, tvofi
bazi vektorového prostoru K™= vsech matic typu m x n nad

télesem K.
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Kanonicka baze V

Piiklad 1.11

Necht m,n € N. Pro libovolné 1 < k < m, 1 </ < n oznacme
Ef(;"’”) = Ex = (6iSj)mxn matici typu m x n nad télesem K,
ktera sestava ze samych nul, kromé pozice (k, 1), na které je 1.
Zrejmé kazdou matici A = (ai) € K™ " Ize jednoznacné

vyjadrit ve tvaru m
A= D auEu.

k=1 [=1

Z toho vyplyva, Ze matice EE(',"’"), 1<k<m1<I<n, tvofi

bazi vektorového prostoru K™= vsech matic typu m x n nad
telesem K.

Specialnim pfipadem je kanonické baze €™ v prostoru K".

Dostavame tak vztah: dim K™ = mn.
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Souradnice vektoru XV

Priklad 1.12

gSuUT

N
)

=
(=)
v
x
|

_ygt;UT
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Souradnice vektoru XV

Priklad 1.12

gSuUT

P

0,0 x-yg8SuT

/

Souradnice vektoru v bazi (x, y) je vektor (1,1).
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Souradnice vektoru XV

Priklad 1.12

gSuUT

P

0,0 x-yg8SuT

/

Souradnice vektoru v bazi (x, y) je vektor (1,1).
Souradnice vektoru x —y v bazi (x,y) je vektor (1,—1).
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Dimenze souctu a soucinu |

Necht S, T C V jsou konecné rozmérné linearni podprostory
vektorového prostoru V.
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Dimenze souctu a soucinu |

Necht S, T C V jsou konecné rozmérné linearni podprostory
vektorového prostoru V.
Potom

dim(S+ T) = dimS + dimT — dim(SN T).




Steinitzova véta Souradnice
Baze a dimenze Kanonicka baze
Jednoznagnost Dimenze souctu

Abstrakt Baze a dimenze

pranik rovin
Xy a xz
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Abstrakt Baze a dimenze

dim(xy) = 2 = dim(x2)

pranik rovin
Xy a xz
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dim(xy) = 2 = dim(x2)

dim((xy) + (xz)) = dim(xyz) =3 pranik rovin

Xy a xz
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Abstrakt Béaze a dimenze ; ) P
Baze a dimenze Kanonicka baze

Jednoznacnost Dimenze souctu

dim(xy) = 2 = dim(x2)

dim((xy) + (xz)) = dim(xyz) =3 pranik rovin

dim((xy) N (x2)) = dim(x) = 1 Xy a xz




Abstrakt Baze a dimenze

dim(xy) = 2 = dim(x2)
dim((xy) + (xz)) = dim(xyz) = 3

dim((xy) N (xz)) = dim(x) = 1

e

dim(xy) +dim(xz) =2+2=4

Steinitzova véta Souradnice
Baze a dimenze Kanonicka baze
Jednoznagnost Dimenze souctu

pranik rovin
Xy a xz
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Abstrakt Béaze a dimenze
Baze a dimenze Kanonicka baze

Jednoznacnost Dimenze souctu

dim(xy) = 2 = dim(x2)

dim((xy) + (xz)) = dim(xyz) =3 pranik rovin

dim((xy) N (x2)) = dim(x) = 1 Xy a xz

ST

dim(xy) +dim(xz) =2+2=4

dim((xy) + (x2)) + dim((xy) N (x2)) =3 +1=4
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Abstrakt Béaze a dimenze ) Ay
Baze a dimenze Kanonicka baze

Jednoznacnost Dimenze souctu
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Dimenze souctu a soucinu Il

Dlsledek 1.14

Necht' S, T jsou konecné rozmérné linedrni podprostory
vektorového prostoru V.
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Dimenze souctu a soucinu Il

Disledek 1.14

Necht' S, T jsou konecné rozmérné linedrni podprostory
vektorového prostoru V.

Potom SN T = {0}, {j. soucet S+ T je direktni praveé tehdy,
kdyz

dim(S+ T) = dimS + dimT.
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Dimenze souctu a soucinu Il

Disledek 1.14
Necht' S, T jsou konecné rozmérné linedrni podprostory
vektorového prostoru V.
Potom SN T = {0}, {j. soucet S+ T je direktni praveé tehdy,
kdyz

dim(S+ T) = dimS + dimT.

Necht V, W jsou konecné rozmérné vektorovée prostory nad K.
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Dimenze souctu a soucinu Il

Dlsledek 1.14

Necht' S, T jsou konecné rozmérné linedrni podprostory
vektorového prostoru V.
Potom SN T = {0}, {j. soucet S+ T je direktni praveé tehdy,
kdyz

dim(S+ T) = dimS + dimT.

Necht V, W jsou konecné rozmérné vektorovée prostory nad K.
Potom pro dimenzi jejich kartézského soucinu plati

dim(V x W) = dimV + dimW.
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@ Vlastnosti hodnosti
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Hodnost matice |

V této Casti je potfebné rozliSovat mezi vektorovymi prostory
radkovych resp. sloupcovych vektor(. Prostor fadkovych

vektorti budeme znagit K'*" a prostor sloupcovych vektorti
Kn><1'
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Hodnost matice |l

ri(A) € K" oznatuje i-ty fadek a sj(A) € K™ j-ty sloupec
matice A = (&j)mxn-
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Hodnost matice |l

ri(A) € K" oznatuje i-ty fadek a sj(A) € K™ j-ty sloupec
matice A = (&j)mxn-

Tuto matici miZeme zapsat blokové jako

A= . = ($1 (A),SQ(A),...,Sn(A)).
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Hodnost matice Il

Radkovou hodnosti h,(A) matice A nazyvame dimenzi
linearniho podprostoru vektorového prostoru K"
generovaného fadky matice A.
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Hodnost matice Il

Radkovou hodnosti h,(A) matice A nazyvame dimenzi
linearniho podprostoru vektorového prostoru K"
generovaného fadky matice A.

Podobné, sloupcovou hodnosti hs(A) matice A nazyvame
dimenzi linearniho podprostoru vektorového prostoru K™
generovaného sloupci matice A.
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Hodnost matice Il

Radkovou hodnosti h,(A) matice A nazyvame dimenzi
linearniho podprostoru vektorového prostoru K"
generovaného fadky matice A.

Podobné, sloupcovou hodnosti hs(A) matice A nazyvame
dimenzi linearniho podprostoru vektorového prostoru K™
generovaného sloupci matice A.

Tedy

h(A) = dim[t;(A), r2(A), ..., rm(A)],
hs(A) = dim[s1(A),S(A), ..., Sn(A)].
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Hodnost matice IV

Oznadme ¢ : K™1 — K™ linearni zobrazeni dané predpisem
o(x)=A-xprox e K™,
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Hodnost matice IV

Oznadme ¢ : K™1 — K™ linearni zobrazeni dané predpisem
o(x)=A-xprox e K™,

Hodnosti linedrniho zobrazeni ¢ nazyvame dimenzi jeho
obrazu, t.|. h(y) = dim Ime.
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Hodnost matice IV

Oznadme ¢ : K™1 — K™ linearni zobrazeni dané predpisem
o(x)=A-xprox e K™,

Hodnosti linedrniho zobrazeni ¢ nazyvame dimenzi jeho
obrazu, t.|. h(y) = dim Ime.

Ztejme plati h(y) = hs(A), protoze linearni podprostor
Imp C K™ je generovany sloupci matice A.




Hodnost matice .
od Definice VES N

Hodnost matice V

Necht A € KM*",
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Hodnost matice V

Necht A € KM*",

(a) Necht matice B vznikne z matice A provedenim jedné
elementarni fadkové operace (ERO). Pak
[r1(A),r2(A),. ... Fm(A)] = [r1(B).r2(B), ..., Fm(B)].
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Hodnost matice V

Necht A € KM*",

(a) Necht matice B vznikne z matice A provedenim jedné
elementarni fadkové operace (ERO). Pak
[r1(A),r2(A),. ... Fm(A)] = [r1(B).r2(B), ..., Fm(B)].

(b) Necht matice C vznikne z matice A vykonanim jedné
elementarni sloupcové operace (ESO). Pak
[s1(A),s2(A), - .., sn(A)] = [s1(C),s2(C), ..., sn(C)].
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Hodnost matice VI

Ly
0

1~ (m-r)xn

Redukovany stupnovity tvar
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Hodnost matice VII

Pro kaZdou matici A € K™*" plati h,(A) = hs(A).
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Hodnost matice VII

Pro kaZdou matici A € K™*" plati h,(A) = hs(A).

Spole¢nou hodnotu fadkové a sloupcové hodnosti budeme nyni
znacit h(A) a nazyvat hodnosti matice A.
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Hodnost matice VII

Pro kaZdou matici A € K™*" plati h,(A) = hs(A).

Spole¢nou hodnotu fadkové a sloupcové hodnosti budeme nyni
znacit h(A) a nazyvat hodnosti matice A.

Ziejmeé pro A € K™ je h(A) < min(m, n).
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Hodnost matice VII

Pro kaZdou matici A € K™*" plati h,(A) = hs(A).

Spole¢nou hodnotu fadkové a sloupcové hodnosti budeme nyni
znacit h(A) a nazyvat hodnosti matice A.

Ziejmeé pro A € K™ je h(A) < min(m, n).

Necht A € K™<". Potom h(A) = h(AT).
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Hodnost matice VIII

Necht' uy, ..., u, € K™ jsou libovolné vektory a A € K™ je
matice takova, Ze sj(A) = u; pro1 <j < n.




Hodnost matice
Definice Vlastnosti

Hodnost matice VIII

Necht' uy, ..., u, € K™ jsou libovolné vektory a A € K™ je
matice takova, Ze sj(A) = u; pro1 <j < n.
Potom

(a) uy,...,u, jsou linearné nezavislé pravé tehdy, kdyz
h(A) = n;
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Hodnost matice VIII

Necht' uy, ..., u, € K™ jsou libovolné vektory a A € K™ je
matice takova, Ze sj(A) = u; pro1 <j < n.

Potom
(a) uy,...,u, jsou linearné nezavislé pravé tehdy, kdyz
h(A) = n;

(b) [uy,...,uy] = K™ praveé tehdy, kdyZz h(A) = m.
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Hodnost matice VIII

Necht' uy, ..., u, € K™ jsou libovolné vektory a A € K™ je
matice takova, Ze sj(A) = u; pro1 <j < n.

Potom
(a) uy,...,u, jsou linearné nezavislé pravé tehdy, kdyz
h(A) = n;

(b) [uy,...,uy] = K™ praveé tehdy, kdyZz h(A) = m.

Pripad (a) mlze nastat tehdy, kdyZz n < m; naopak, (b) muze
nastat jediné za predpokladu m < n.
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Hodnost matice IX

Necht A € K™ B e K"™P_ Potom




Hodnost matice .
od Definice VES N

Hodnost matice IX

Necht A € K™ B e K"™P_ Potom

h(A - B) < min(h(A), h(B)).
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Hodnost matice IX

Necht A € K™ B e K"™P_ Potom

h(A - B) < min(h(A), h(B)).

Pro libovolnou matici A typu m x n plati h(A) = h(AT) < m, n.
Hodnost se nemeni elementarnimi radkovymi ani sloupcovymi
Upravami. Hodnost matice v redukovaném stupriovitém tvaru je
rovna poctu nenulovych radka.




Hodnost matice

Definice VES N

Hodnost matice X - Aplikace

Kluby mésta LiSakova- sbirka Sestnact miniatur Jifiho
Matouska

Ve mésté zije n obCanu, ktefi jsou sdruzeni v m klubech. Podle
vyhlasky méstské rady ma kazdy klub lichy pocet Clend,
zatimco pro kazdé dva kluby musi byt poCet spolecnych ¢len(
sudy.

V této situaci je nutné m < n, tj. klubu neni vic nez obcand.
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Matouska

Ve mésté zije n obCanu, ktefi jsou sdruzeni v m klubech. Podle
vyhlasky méstské rady ma kazdy klub lichy pocet Clend,
zatimco pro kazdé dva kluby musi byt poCet spolecnych ¢len(
sudy.

V této situaci je nutné m < n, tj. klubu neni vic nez obcand.

Obc¢any oznaéme 1,2,...,nakluby Ky, K, ..., Ky Definujeme
matici A typu m x n, kde a; = 1 pokud j € Kj a a; = 0 jinak
(kluby = fadky).
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Definice VES N

Hodnost matice X - Aplikace

Kluby mésta LiSakova- sbirka Sestnact miniatur Jifiho

Matouska

Ve mésté zije n obCanu, ktefi jsou sdruzeni v m klubech. Podle
vyhlasky méstské rady ma kazdy klub lichy pocet Clend,
zatimco pro kazdé dva kluby musi byt poCet spolecnych ¢len(
sudy.

V této situaci je nutné m < n, tj. klubu neni vic nez obcand.

Obc¢any oznaéme 1,2,...,nakluby Ky, K, ..., Ky Definujeme
matici A typu m x n, kde a; = 1 pokud j € Kj a a; = 0 jinak
(kluby = fadky). Uvazujeme A nad dvouprvkovym télesem Z.
Hodnost A je nejvyse n.



Hodnost matice

Definice VES N

Hodnost matice X - Aplikace
Kluby mésta Lisakova- sbirka Sestnact miniatur Jifiho

Matouska

Ve mésté zije n obCanu, ktefi jsou sdruzeni v m klubech. Podle
vyhlasky méstské rady ma kazdy klub lichy pocet Clend,
zatimco pro kazdé dva kluby musi byt poCet spolecnych ¢len(
sudy.

V této situaci je nutné m < n, tj. klubu neni vic nez obcand.

Obc¢any oznaéme 1,2,...,nakluby Ky, K, ..., Ky Definujeme
matici A typu m x n, kde a; = 1 pokud j € Kj a a; = 0 jinak
(kluby = fadky). Uvazujeme A nad dvouprvkovym télesem Z.
Hodnost A je nejvySe n. Podle vyhlasky méstské rady plati
AAT = I, a protoze hodnost soudinu matic je nejvy$e rovna
minimu z hodnosti Ciniteld, je m = h(l,) < h(A) < n.
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