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Abstrakt

V této kapitole budeme pokracovat ve studiu abstraktnich
vektorovych prostor nad obecnym télesem.
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Abstrakt

V této kapitole budeme pokracovat ve studiu abstraktnich
vektorovych prostor nad obecnym télesem.

K tedy bude v celé kapitole oznaCovat néjaké pevné, jinak

libovolné téleso a V bude pevné zvoleny vektorovy prostor nad
K.
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Linearni podprostory |

MnoZina S C V se nazyva linearni (vektorovy) podprostor
vektorového prostoru V, pokud S #+ () a pro vSechny skalary
ae K avektoryx,y € Splatraxe Sax+ye S.
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Linearni podprostory |

MnoZina S C V se nazyva linearni (vektorovy) podprostor
vektorového prostoru V, pokud S #+ () a pro vSechny skalary
ae K avektoryx,y € Splatraxe Sax+ye S.

Jinak fe€eno, neprazdna podmnozina S C V je linearni
podprostor pravé tehdy, kdyz je uzaviena na operace
skalarniho nasobku a souctu vektora.
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Linearni podprostory |

MnoZina S C V se nazyva linearni (vektorovy) podprostor
vektorového prostoru V, pokud S #+ () a pro vSechny skalary
ae K avektoryx,y € Splatraxe Sax+ye S.

Jinak fe€eno, neprazdna podmnozina S C V je linearni
podprostor pravé tehdy, kdyz je uzaviena na operace
skalarniho nasobku a souctu vektora.

Necht' S je linearni podprostor vektorového prostoru V. Pak
0 € S a S s operacemi souctu vektoru a skalarniho nasobku
zuzenymi z V na S tvofi vektorovy prostor nad (Ciselnym)
telesem K.
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Linearni podprostory Il

V kazdém vektorovém prostoru V jsou {0} a V linearni
podprostory (v pfipadé, kdyz V = {0}, dokonce splyvaji, v
opacném pripadé jde o dva riizné podprostory) —
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Linearni podprostory Il

V kazdém vektorovém prostoru V jsou {0} a V linearni
podprostory (v pfipadé, kdyz V = {0}, dokonce splyvaji, v
opacném pfipadé jde o dva rtizné podprostory) — {0}
nazyvame trivialni nebo téz nulovy a V nevlastni alebo téz
plny linearni podprostor.
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Linearni podprostory Il

V kazdém vektorovém prostoru V jsou {0} a V linearni
podprostory (v pfipadé, kdyz V = {0}, dokonce splyvaji, v
opacném pfipadé jde o dva rtizné podprostory) — {0}
nazyvame trivialni nebo téz nulovy a V nevlastni alebo téz
plny linearni podprostor.

Tedy pro vlastni netrivialni linearni podprostor S C V plati

{0} #S# V.
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Linearni podprostory Il

V kazdém vektorovém prostoru V jsou {0} a V linearni
podprostory (v pfipadé, kdyz V = {0}, dokonce splyvaji, v
opacném pfipadé jde o dva rtizné podprostory) — {0}
nazyvame trivialni nebo téz nulovy a V nevlastni alebo téz
plny linearni podprostor.

Tedy pro vlastni netrivialni linearni podprostor S C V plati
{0y #S# V.

Nap¥. ve vektorovém prostoru R® netrivialni viastni podprostory
jsou praveé vSechny primky a roviny prochazejici pocatkem 0.
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Linearni podprostory Il

V kazdém vektorovém prostoru V jsou {0} a V linearni
podprostory (v pfipadé, kdyz V = {0}, dokonce splyvaji, v
opacném pfipadé jde o dva rtizné podprostory) — {0}
nazyvame trivialni nebo téz nulovy a V nevlastni alebo téz
plny linearni podprostor.

Tedy pro vlastni netrivialni linearni podprostor S C V plati
{0} #S# V.

Nap¥. ve vektorovém prostoru R® netrivialni viastni podprostory
jsou praveé vSechny primky a roviny prochazejici pocatkem 0.
To si mGzeme graficky vyjadfit pomoci nasledujiciho obrazku,
ktery samoziejmé ukaze pouze nékolik z nekoneéné mnoha
linearnich podprostoru.
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Linearni podprostory IlI

Linearni podprostory jsou popsany pomoci minimalniho poctu
generator(.
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Linearni podprostory IlI

Linearni podprostory jsou popsany pomoci minimalniho poctu
generator(.
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Linearni podprostory IV

Nasledujici tvrzeni charakterizuje linearni podprostory jako
mnoziny uzaviené na linearni kombinace.




Abstrakt
Linedrni podprostory Podprostory Priklady

Linearni podprostory IV

Nasledujici tvrzeni charakterizuje linearni podprostory jako
mnoziny uzaviené na linearni kombinace.

Pro libovolnou podmnoZinu S vektorového prostoru V jsou
nasledujici podminky ekvivalentni:

(i) S je linearni podprostor ve V;
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Linearni podprostory IV

Nasledujici tvrzeni charakterizuje linearni podprostory jako
mnoziny uzaviené na linearni kombinace.

Pro libovolnou podmnoZinu S vektorového prostoru V jsou
nasledujici podminky ekvivalentni:

(i) S je linearni podprostor ve V;

(i) S # 0 a pro vSechny skalary a,b € K a vektory x,y € S
plati ax + by € S;
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Linearni podprostory IV

Nasledujici tvrzeni charakterizuje linearni podprostory jako
mnoziny uzaviené na linearni kombinace.

Pro libovolnou podmnoZinu S vektorového prostoru V jsou
nasledujici podminky ekvivalentni:

(i) S je linearni podprostor ve V;
(i) S # () a pro vSechny skalary a,b € K a vektory X,y € S
plati ax + by € S;
(iii) pro kaZzdé n € N a pro vSechny skalary a,...,an € K a
vektory X1,..., Xp € S plati

a1Xq{ +...+apX, € S.
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Piklady |

(a) Oznaéme KX) mnoZinu véech funkci f : X — K takovych,
Ze mnoZina {x € X; f(x) # 0} je konecna.
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Piklady |

(a) Oznaéme KX) mnoZinu véech funkci f : X — K takovych,
Ze mnoZina {x € X; f(x) # 0} je konecna.
Pro libovolnou linedrni kombinaci funkci f,g € KX plati

{x € X; af(x) + bg(x) # 0} €
{x e X; f(x) #0} U {x € X; g(x) # 0}.
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Piklady |

(a) Oznaéme KX) mnoZinu véech funkci f : X — K takovych,
Ze mnoZina {x € X; f(x) # 0} je konecna.
Pro libovolnou linedrni kombinaci funkci f,g € KX plati

{x e X; af(x) + bg(x) # 0} C

{x e X; f(x) #0} U {x € X; g(x) # 0}.
ProtozZe je prava strana inkluze konecna, je i leva strana

konecnd. Z toho vyplyva, ze KX) je linearni podprostor
vektorového prostoru KX.
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Piklady |

(a) Oznaéme KX) mnoZinu véech funkci f : X — K takovych,
Ze mnoZina {x € X; f(x) # 0} je konecna.
Pro libovolnou linedrni kombinaci funkci f,g € KX plati

{x € X; af(x) + bg(x) # 0} €
{x e X; f(x) #0} U {x € X; g(x) # 0}.

ProtozZe je prava strana inkluze konecna, je i leva strana
konecnd. Z toho vyplyva, ze KX) je linearni podprostor
vektorového prostoru KX.

Je-li X je konecna, tak KX) = KX, je-li X je nekonecna, tak
KX) je netrivaini viastni podprostor v KX.

V
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Priklady I

(b) Necht X C R je libovolna mnoZina realnych cisel. Potom
C(X,R), nebo jen strucne C(X) oznacuje mnozinu vSech
spojitych funkci f : X — R.
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Priklady I

(b) Necht X C R je libovolna mnoZina realnych cisel. Potom
C(X,R), nebo jen strucne C(X) oznacuje mnozinu vSech
spojitych funkci f : X — R.

ProtoZe linearni kombinace spojitych funkci je zfejmée opét
spojita funkce, C(X) je linearni podprostor v RX.
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Podprostory

(0,0)

Priklady
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Priklady IlI

Podprostory

0,0)

Priklady
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Priklady IlI

Podprostory

0,0)

Priklady
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Priklady 1V

(d) Pfimka {t(2,3) | t € Z7} v prostoru Z7 x Z7.

12,3)

10,0)

(-2.-3)=(12,18)
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Piiklady V

Priklad 1.4

(e) Podprostor feseni linearnich rekurentnich rovnic
Uvazujme homogenni linearni rekurentni rovnici druhého radu:

ant2 = dapy1 — 6ap

Reseni:
1. Charakteristicka rovnice
Sestavime charakteristickou rovnici:

r?=5r—6
rP-5r+6=0
(r—=2)(r-3)=0
g :271’2:3
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Priklady VI

Priklad 1.4

(e) Podprostor reseni linearnich rekurentnich rovnic
2. Obecné reSeni ma tvar:

an = ¢1(2") + c»(3")

kde c1, ¢ € R jsou libovolné realné konstanty.

3. MnoZina vSech reSeni tvofi dvourozmeérny vektorovy
podprostor prostoru realnych posloupnosti.
Uzavrenost vici séitani: Necht a, = ¢1(2") + ¢»(3") a
b, = di(2") + d>(3") jsou dvé FeSeni. Jejich soucet je:

an+ bn=(c1 +di)(2") + (c2 + db)(3")

coZ je opét reseni.
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Priklady VI

Priklad 1.4
(e) Podprostor feseni linearnich rekurentnich rovnic

Uzavrienost vuci nasobeni skalarem: Pro libovolné k € R a
feseni a, = ¢1(2") + c»(3") plati:

k- an= (ket)(2") + (ke2)(3")
coZ je opét reseni.

Nulovy prvek: Pro ¢, = ¢, = 0 dostavame nulové reseni:

0=0-2"+0-3"
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Definice linearniho obalu |

Mnozinu vsech linearnich kombinaci vektord z podmnoZiny X
vektorového prostoru V nazyvame linearnim obalem mnoZiny
X a oznacujeme ji [X].
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Definice linearniho obalu |

Mnozinu vsech linearnich kombinaci vektord z podmnoZiny X
vektorového prostoru V nazyvame linearnim obalem mnoZiny
X a oznacujeme ji [X].

Tedy

[X] ={aixy+...+anXp; neN
& ay,...,an € K&Xy,...,Xp € X}.
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Definice linearniho obalu |

MnoZinu vsech linearnich kombinaci vektort z podmnoZiny X
vektorového prostoru V nazyvame linearnim obalem mnoZiny
X a oznacujeme ji [X].

Tedy
[X] ={aixy+...+anXp; neN
& ay,...,an € K&Xy,...,Xp € X}.
Je-li X = {X4,...,Xp} koneCna mnozina, tak misto

[{X1,...,Xn}] piSeme jen [Xi,...,Xp)].
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Definice linearniho obalu |

MnoZinu vsech linearnich kombinaci vektort z podmnoZiny X
vektorového prostoru V nazyvame linearnim obalem mnoZiny
X a oznacujeme ji [X].

Tedy
[X] ={aixy +...+anXp; n€N
& ay,...,an € K&Xy,...,Xp € X}.
Je-li X = {X4,...,Xp} koneCna mnozina, tak misto
[{X1,...,Xn}] piSeme jen [Xi,...,Xp)].
Ztejmé tento zapis ma smysl i pro libovolou uspofadanou n-tici
(ne nutné ruznych) vektorl (x1,...,X,), a plati

[X1,...,Xp] ={a@1Xy + ...+ anXp; @,...,an € K}.
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Definice linearniho obalu Il

Necht X je podmnoZina vektoroveho prostoru V. Potom
linearni obal [X] mnoZiny X je nejmensi linearni podprostor
vektorového prostoru V takovy, Ze X C [X].
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Definice linearniho obalu Il

Necht X je podmnoZina vektoroveho prostoru V. Potom
linearni obal [X] mnoZiny X je nejmensi linearni podprostor
vektorového prostoru V takovy, Ze X C [X].

Dokéazané tvrzeni nas opravnuje nazyvat lineéarni obal [X]
mnoziny X C V téz linearnim podprostorem generovanym
mnozinou X.
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Definice linearniho obalu Il

Necht X je podmnoZina vektoroveho prostoru V. Potom
linearni obal [X] mnoZiny X je nejmensi linearni podprostor
vektorového prostoru V takovy, Ze X C [X].

Dokéazané tvrzeni nas opravnuje nazyvat lineéarni obal [X]
mnoziny X C V téz linearnim podprostorem generovanym
mnozinou X.

Pokud [X] = S, fikame, Ze X generuje linedrni podprostor S,
pripadné, Ze X je generujici mnozina nebo téZ mnozina
generatoru /inedarniho podprostoru S C V.
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Definice linearniho obalu Il

Necht X je podmnoZina vektoroveho prostoru V. Potom
linearni obal [X] mnoZiny X je nejmensi linearni podprostor
vektorového prostoru V takovy, Ze X C [X].

Dokéazané tvrzeni nas opravnuje nazyvat lineéarni obal [X]
mnoziny X C V téz linearnim podprostorem generovanym
mnozinou X.

Pokud [X] = S, fikame, Ze X generuje linedrni podprostor S,
pripadné, Ze X je generujici mnozina nebo téZ mnozina
generatoru /inedarniho podprostoru S C V.

Je-li S =V, 1. je-li [X] = V, mluvime o generujici mnoZiné.
Pouziva se téz nazev vytvarejici ¢i vytvorujici mnoZina.
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Priklady |
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Vlastnosti linearniho obalu

Kvuli pfehlednosti jesté shrneme zakladni vlastnosti operace
linearniho obalu X — [X].

Pro libovolné podmnoZiny X, Y vektoroveho prostoru V a
v € V plati:
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Vlastnosti linearniho obalu

Kvuli pfehlednosti jesté shrneme zakladni vlastnosti operace
linearniho obalu X — [X].

Pro libovolné podmnoZiny X, Y vektoroveho prostoru V a
v € V plati:

(@) [0] = [0] = {0},
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Vlastnosti linearniho obalu

Kvuli pfehlednosti jesté shrneme zakladni vlastnosti operace
linearniho obalu X — [X].

Pro libovolné podmnoZiny X, Y vektoroveho prostoru V a
v € V plati:

(@) [0] = [0] = {0},
(b) X € [X];
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Vlastnosti linearniho obalu

Kvuli pfehlednosti jesté shrneme zakladni vlastnosti operace
linearniho obalu X — [X].

Pro libovolné podmnoZiny X, Y vektoroveho prostoru V a
v € V plati:

(@) [0] = [0] = {0},
(b) X € [X];
) XCY = [X]<[Y]
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Vlastnosti linearniho obalu

Kvuli pfehlednosti jesté shrneme zakladni vlastnosti operace
linearniho obalu X — [X].

Pro libovolné podmnoZiny X, Y vektoroveho prostoru V a
v € V plati:

(a) [0] = [0] = {0},

(b) X C [X];

) XCY = [X]c[Y],

(d) X je linearni podprostor ve V pravé tehdy, kdyz X = [X];
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Vlastnosti linearniho obalu

Kvuli pfehlednosti jesté shrneme zakladni vlastnosti operace
linearniho obalu X — [X].

Pro libovolné podmnoZiny X, Y vektoroveho prostoru V a
v € V plati:

(@) [0] = [0] = {0},

(b) X C [X];

) XCY = [X]<[Y]

(d) X je linearni podprostor ve V pravé tehdy, kdyz X = [X];
(e) [IX11 = [X];
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Vlastnosti linearniho obalu

Kvuli pfehlednosti jesté shrneme zakladni vlastnosti operace
linearniho obalu X — [X].

Pro libovolné podmnoZiny X, Y vektoroveho prostoru V a
v € V plati:

(@) [0] = [0] = {0},

(b) X C [X];

) XCY = [X]<[Y]

(d) X je linearni podprostor ve V pravé tehdy, kdyz X = [X];
(e) [IX11 = [X];

(f) v e [X] & [XU{v}] = [X].
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Pranik a soucet Soudet

Soucet linearnich podprostoru |

Definice 4
Necht X, Y jsou libovolné podmnoZiny vektorového prostoru V.
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Soucet linearnich podprostoru |

Definice 4
Necht X, Y jsou libovolné podmnoZiny vektorového prostoru V.

Potom mnozinu

X+Y={x+y;xeX&yecY}

nazyvame souétem mnozin X, Y.
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Soucet linearnich podprostoru |

Definice 4
Necht X, Y jsou libovolné podmnoZiny vektorového prostoru V.

Potom mnozinu
X+Y={x+y;xeX&yecY}

nazyvame souétem mnozin X, Y.

Necht' S, T jsou linearni podprostory vektorového prostoru V.
PotomiSNT aS+ T jsou linearni podprostory ve V.
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Definice 4
Necht X, Y jsou libovolné podmnoZiny vektorového prostoru V.

Potom mnozinu
X+Y={x+y;xeX&yecY}

nazyvame souétem mnozin X, Y.

Necht' S, T jsou linearni podprostory vektorového prostoru V.
PotomiSNT aS+ T jsou linearni podprostory ve V. Navic
plati

S+T=[SUT],

t.j. S+ T je nejmensi linearni podprostor ve V, ktery
obsahuje Si T. )
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Soucet linearnich podprostora Il

Sjednoceni dvou linearnich podprostort S, T vektorového
prostoru V nemusi byt linearnim podprostorem.
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Soucet linearnich podprostora Il

Sjednoceni dvou linearnich podprostort S, T vektorového
prostoru V nemusi byt linearnim podprostorem.

UvaZme vektorovy prostor V = R? a podprostory S a T bud'te
ruzné pfimky prochazejici pocatkem a necht' 0 # x € S,
O£yelT.

0,0)
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Soucet linearnich podprostora Il

Sjednoceni dvou linearnich podprostort S, T vektorového
prostoru V nemusi byt linearnim podprostorem.

UvaZme vektorovy prostor V = R? a podprostory S a T bud'te
ruzné pfimky prochazejici pocatkem a necht' 0 # x € S,
O£yelT.

0,0)
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Soucet linearnich podprostora Il

Sjednoceni dvou linearnich podprostort S, T vektorového
prostoru V nemusi byt linearnim podprostorem.

UvaZme vektorovy prostor V = R? a podprostory S a T bud'te
ruzné pfimky prochazejici pocatkem a necht' 0 # x € S,
O£yelT.

Sa
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Soucet linearnich podprostora Il

Sjednoceni dvou linearnich podprostort S, T vektorového
prostoru V nemusi byt linearnim podprostorem.

UvaZme vektorovy prostor V = R? a podprostory S a T bud'te
ruzné pfimky prochazejici pocatkem a necht' 0 # x € S,
O£yelT.

4dSUT
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Pranik a soucet Soudet

Soucet linearnich podprostora 1l

Presnéji, SU T je linearni podprostor ve V prave tehdy, kdyz
SCTneboTCS.




Pranik a soucet Soudet

Soucet linearnich podprostora 1l

Presnéji, SU T je linearni podprostor ve V prave tehdy, kdyz
SCTneboTCS.

Soucet linearnich podprostort S, T vektorového prostoru V
nazyvame ptrimy nebo téZ direktni soucet, pokud
SNT={0}; pisemepak S& T.




Pranik a soucet Soucet

Soucet linearnich podprostora 1l

Presnéji, SU T je linearni podprostor ve V prave tehdy, kdyz
SCTneboTCS.

Soucet linearnich podprostort S, T vektorového prostoru V
nazyvame ptrimy nebo téZ direktni soucet, pokud
SNT={0}; pisemepak S& T.

Necht' S, T jsou linearni podprostory vektorového prostoru V.
Nasledujici podminky jsou ekvivalentni:




Pranik a soucet Soucet

Soucet linearnich podprostora 1l

Presnéji, SU T je linearni podprostor ve V prave tehdy, kdyz
SCTneboTCS.

Soucet linearnich podprostort S, T vektorového prostoru V
nazyvame ptrimy nebo téZ direktni soucet, pokud
SNT={0}; pisemepak S& T.

Necht' S, T jsou linearni podprostory vektorového prostoru V.
Nasledujici podminky jsou ekvivalentni:

(i) SN T = {0}, tj. soucet S+ T je direkini;




Pranik a soucet Soucet

Soucet linearnich podprostora 1l

Presnéji, SU T je linearni podprostor ve V prave tehdy, kdyz
SCTneboTCS.

Soucet linearnich podprostort S, T vektorového prostoru V
nazyvame ptrimy nebo téZ direktni soucet, pokud
SNT={0}; pisemepak S& T.

Necht' S, T jsou linearni podprostory vektorového prostoru V.
Nasledujici podminky jsou ekvivalentni:

(i) SN T = {0}, tj. soucet S+ T je direkini;

(ii) kazdy vektorz € S+ T ma jednoznacné vyjadreni ve tvaru
Z=X+VY,kdexecS,yeT.

™ = = =



Nezavislost

Zavislost LN posloupnosti
Obal v K™

© Linearni zavislost a
nezavislost
@ Linearni zavislost
@ Linearni obal a linearni
nezavislost v prostorech
Km

@ Linearné nezavislé
posloupnosti a mnoziny
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Obalv K™

Linearni zavislost |

Definice 6

Rikéme, Ze uspofddana n-tice vektord (uy, ..., u,) je linearné
zavisla, pokud existuji skalary cy, ..., cn € K tak, Ze
(¢1,...,cn) #0acius +...+cpup = 0.
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Obalv K™

Linearni zavislost |

Definice 6

Rikéme, Ze uspofddana n-tice vektord (uy, ..., u,) je linearné
zavisla, pokud existuji skalary cy, ..., cn € K tak, Ze
(¢1,...,cn) #0acius +...+cpup = 0.

V opacném pripade fikame, Ze usporadana n-tice vektort
(uy,...,up) jelinedrné nezavisla.
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Obalv K™

Linearni zavislost |

Definice 6
Rikéme, Ze uspofddana n-tice vektord (uy, ..., u,) je linearné
zavisla, pokud existuji skalary cy, ..., cn € K tak, Ze

(¢1,...,cn) #0acius +...+cpup = 0.
V opacném pripade fikame, Ze usporadana n-tice vektort
(uy,...,up) jelinedrné nezavisla.

Pro n = 0 kvuli uplnosti dodavame, Ze usporadanou O-tici (1j.
prazdnou posloupnost) vektorli povazujeme za linearné
nezavislou.
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Obalv K™

Linearni zavislost |

Definice 6
Rikéme, Ze uspofddana n-tice vektord (uy, ..., u,) je linearné
zavisla, pokud existuji skalary cy, ..., cn € K tak, Ze

(¢1,...,cn) #0acius +...+cpup = 0.
V opacném pripade fikame, Ze usporadana n-tice vektort
(uy,...,up) jelinedrné nezavisla.

Pro n = 0 kvuli uplnosti dodavame, Ze usporadanou O-tici (1j.
prazdnou posloupnost) vektorli povazujeme za linearné

nezavislou.

Misto o "linearné (ne)zavislé usporadané n-tici vektorl
(uq,...,uy)" budeme Casto mluvit jen o linearné (ne)zavislych
vektorech uy, ..., up,.
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Obalv K™

Linearni zavislost Il

Podle definice linearni nezavislosti jsou vektory u4, ..., u,
linedrné nezavislé prave tehdy, kdyz
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Obalv K™

Linearni zavislost Il

Podle definice linearni nezavislosti jsou vektory u4, ..., u,
linedrné nezavislé prave tehdy, kdyz

(Vey,...,cn € K)
(ctui +...+cpup=0 = ¢y =...=¢c,=0).
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Obalv K™

Linearni zavislost Il

Podle definice linearni nezavislosti jsou vektory u4, ..., u,
linedrné nezavislé prave tehdy, kdyz

(Vey,...,cn € K)
(ctui +...+cpup=0 = ¢y =...=¢c,=0).

Pro n-tici skalaru (cq, ..., cy) = 0 plati
ciuy +...+cu, =0

pro libovolnou n-tici vektoru (uy,...,u,), bez ohledu na to,
zda je linearné zavisla nebo nezavisla.
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Obalv K™

Linearni zavislost Ill

Pro nékteré n-tice vektoru (uy,...,u,) miZzeme jako vysledek
linearni kombinace cjuy + ...+ cpu, dostat 0 i s pomoci jiné
n-tice skalaru (cy,...,cn) nezjen 0 = (0,...,0) —takovéto
usporadané n-tice (u,...,u,) nazyvame linearné zavisle.
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Obalv K™

Linearni zavislost Ill

Pro nékteré n-tice vektoru (uy,...,u,) miZzeme jako vysledek
linearni kombinace cjuy + ...+ cpu, dostat 0 i s pomoci jiné
n-tice skalaru (cy,...,cn) nezjen 0 = (0,...,0) —takovéto
usporadané n-tice (u,...,u,) nazyvame linearné zavisle.

Pro nékteré usporadané n-tice vektoru (uy,...,up,) je volba
(c1,...,cn) = 0 jedina mozZnost, jak pomoci linearni
kombinace ciuy + ... + cpu, ziskame vysledek 0 — takovéto
n-tice nazyvame linearné nezavisle.
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Linearni zavislost IV

Plati ¢tyfi jednoducha pozorovani:
(a) jediny vektor u je linearné nezavisly prave tehdy, kdyz
u+#0;
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Obalv K™

Linearni zavislost IV

Plati ¢tyfi jednoducha pozorovani:

(a) jediny vektor u je linearné nezavisly prave tehdy, kdyz
u+#0;

(b) vektory u, v jsou linearné zavislé prave tehdy, kdyz jeden
z nich je nasobkem druhého;




Nezavislost :
Zavislost LN posloupnosti

Obalv K™

Linearni zavislost IV

Plati ¢tyfi jednoducha pozorovani:

(a) jediny vektor u je linearné nezavisly prave tehdy, kdyz
u+#0;

(b) vektory u, v jsou linearné zavislé prave tehdy, kdyz jeden
z nich je nasobkem druhého;

(c) je-li néktery z vektor(i uy, ..., u, roven 0, pak jsou tyto
vektory linearné zavislé;
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Obalv K™

Linearni zavislost IV

Plati ¢tyfi jednoducha pozorovani:

(a) jediny vektor u je linearné nezavisly prave tehdy, kdyz
u+#0;

(b) vektory u, v jsou linearné zavislé prave tehdy, kdyz jeden
z nich je nasobkem druhého;

(c) je-li néktery z vektor(i uy, ..., u, roven 0, pak jsou tyto
vektory linearné zavislé;
(d) pokud se nékteré dva z vektorl uy, ..., u, rovnaji, pak jsou

tyto vektory linearné zavislé.
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Obalv K™

Linearni zavislost IV

Plati ¢tyfi jednoducha pozorovani:

(a) jediny vektor u je linearné nezavisly prave tehdy, kdyz
u+#0;

(b) vektory u, v jsou linearné zavislé prave tehdy, kdyz jeden
z nich je nasobkem druhého;

(c) je-li néktery z vektor(i uy, ..., u, roven 0, pak jsou tyto
vektory linearné zavislé;
(d) pokud se nékteré dva z vektorl uy, ..., u, rovnaji, pak jsou

tyto vektory linearné zavislé.
Jinak feCeno, pouze usporadana n-tice nenulovych a navzajem

rlznych vektord, z kterych zadny neni nasobkem druhého,
muze (ale stale jeSté nemusi) byt linearné nezavisla.
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Linearni zavislost V

Nasledujici tabulka shrnuje vztah linearni zavislosti vzhledem k
relaci inkluze.




Nezavislost :
Zavislost LN posloupnosti

Obalv K™

Linearni zavislost V

Nasledujici tabulka shrnuje vztah linearni zavislosti vzhledem k
relaci inkluze.

\ S;CS \ S$iD2S

S nezavisla | S; bude nezavisla | S; maze byt oboje
S zavisla | Sy muze byt oboje | S; bude zavisla
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Linearni zavislost V

Nasledujici tabulka shrnuje vztah linearni zavislosti vzhledem k
relaci inkluze.
| S;CS | Si28
S nezavisla | S; bude nezavisla | S; maze byt oboje
S zavisla | Sy muze byt oboje | S; bude zavisla
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Linearni zavislost VI

Pro libovolné n € N auy,...,u, € V jsou nasledujici podminky
ekvivalentni:

(i) vektoryuy, ..., u, jsou linearné zavislé;
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Obalv K™

Linearni zavislost VI

Pro libovolné n € N auy,...,u, € V jsou nasledujici podminky
ekvivalentni:

(i) vektoryuy, ..., u, jsou linearné zavislé;
(i) nektery z vektoru ug, k < n, je linearni kombinaci
predchazejicich;
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Linearni zavislost VI

Pro libovolné n € N auy,...,u, € V jsou nasledujici podminky
ekvivalentni:
(i) vektoryuy, ..., u, jsou linearné zavislé;
(i) nektery z vektoru ug, k < n, je linearni kombinaci
predchazejicich;
(i’) néktery z vektort ug, k < n, je linearni kombinaci
nasledujicich;
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Obalv K™

Linearni zavislost VI

Pro libovolné n € N auy,...,u, € V jsou nasledujici podminky
ekvivalentni:
(i) vektoryuy, ..., u, jsou linearné zavislé;
(i) nektery z vektoru ug, k < n, je linearni kombinaci
predchazejicich;
(i’) néktery z vektort ug, k < n, je linearni kombinaci
nasledujicich;
(iii) néktery z vektoru uk, k < n, je linearni kombinace
ostatnich.
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Linearni zavislost VI

Pro libovolné n € N auy,...,u, € V jsou nasledujici podminky
ekvivalentni:
(i) vektoryuy, ..., u, jsou linearné zavislé;
(i) nektery z vektoru ug, k < n, je linearni kombinaci
predchazejicich;
(i’) néktery z vektort ug, k < n, je linearni kombinaci
nasledujicich;
(iii) néktery z vektoru uk, k < n, je linearni kombinace
ostatnich.
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Linearni zavislost VII

Kazdy vektor x z linearniho obalu [uy, ..., u,] mdzeme vyjadfit
ve tvaru
X:C1u1 +...+CnUn

pro néjakou n-tici skalaru (cy, ..., Cn).
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Linearni zavislost VII

Kazdy vektor x z linearniho obalu [uy, ..., u,] mdzeme vyjadfit
ve tvaru
X:C1u1 +...+CnUn

pro néjakou n-tici skalaru (cy, ..., Cn).

Vektory uy, ..., u, jsou linearné nezavislé prave tehdy, kdyz

kaZdy vektor x € [uy, ..., U] miZeme vyjadrit ve tvaru
X = c{Uq + ... + CpUp pro jedinou usporadanou n-tici
(c1,...,¢cn) € K.
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Linearni zavislost VIII

Nasledujici tvrzeni dava do souvislosti linearni (ne)zavislost
s linearnim obalem.

Necht' uy, ..., up, v € V, pficemz vektory uy, ..., u, jsou
linearné nezavislé. Potom nasledujici podminky jsou
ekvivalentni:

(i) v €[uq,...,up];




Nezavislost q
Zavislost LN posloupnosti

Obalv K™

Linearni zavislost VIII

Nasledujici tvrzeni dava do souvislosti linearni (ne)zavislost
s linearnim obalem.

Necht' uy, ..., up, v € V, pficemz vektory uy, ..., u, jsou
linearné nezavislé. Potom nasledujici podminky jsou
ekvivalentni:

(i) v eluq,...,upy;

(i) vektory uy,...,up,V jsou linearné zavislé;
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Obalv K™

Linearni zavislost VIII

Nasledujici tvrzeni dava do souvislosti linearni (ne)zavislost
s linearnim obalem.

Necht' uy, ..., up, v € V, pficemz vektory uy, ..., u, jsou
linearné nezavislé. Potom nasledujici podminky jsou
ekvivalentni:

(i) v eluq,...,upy;
(i) vektory uy,...,up,V jsou linearné zavislé;
(iii) uq,...,up, V] =[uq,... up.
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Linearni zavislost IX

Véta 4.4

Necht u,,...,u,,Vv,,...,V,, € V, pficemZ vektory uy,...,Up
jsou linearné nezavislé. Potom z mnoZiny {1, ..., m} muZeme
vybrat indexy iy < ... < ik tak, Ze vektory Uy,...,Un,Vj,,...,V;
jsou linearné nezavislé a generuji stejny podprostor jako
vektoryuy, ..., Up,Vi,...,Vpy.
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Linearni obal v prostorech K™

Pouziti téze metody Upravy matic pomoci ERO na (redukovany)
stupnovity tvar na feSeni nasledujicich tfi otazek:
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Linearni obal v prostorech K™

Pouziti téze metody Upravy matic pomoci ERO na (redukovany)

stupnovity tvar na feSeni nasledujicich tfi otazek:

(1) rozhodnout pro dané vektory x4,...,X,,y € K™, zday
patfi nebo nepatfi do linearniho obalu [X4, ..., X.];
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Linearni obal v prostorech K™

Pouziti téze metody Upravy matic pomoci ERO na (redukovany)
stupnovity tvar na feSeni nasledujicich tfi otazek:

(1) rozhodnout pro dané vektory x4,...,X,,y € K™, zday
patfi nebo nepatfi do linearniho obalu [X4, ..., X.];
(2) rozhodnout pro dané vektory Xxy,...,X, € K™, zda jsou

linearné zavislé nebo nezavislé;
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Obal v K™

Linearni obal v prostorech K™

Pouziti téze metody Upravy matic pomoci ERO na (redukovany)
stupnovity tvar na feSeni nasledujicich tfi otazek:

(1) rozhodnout pro dané vektory x4,...,X,,y € K™, zday
patfi nebo nepatfi do linearniho obalu [X4, ..., X.];

(2) rozhodnout pro dané vektory Xxy,...,X, € K™, zda jsou
linearné zavislé nebo nezavislé;

(3) vybrat z vektor( x4, ..., X, € K™ linearné nezavislé vektory
Xj, ..., X (1 <...<Jk)tak, aby vektory X, ..., X,

generovaly v K™ stejny linearni podprostor jako vektory
X1 P ,Xn.
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Linearni obal v prostorech K™

Pouziti téze metody Upravy matic pomoci ERO na (redukovany)
stupnovity tvar na feSeni nasledujicich tfi otazek:

(1) rozhodnout pro dané vektory x4,...,X,,y € K™, zday
patfi nebo nepatfi do linearniho obalu [X4, ..., X.];

(2) rozhodnout pro dané vektory Xxy,...,X, € K™, zda jsou
linearné zavislé nebo nezavislé;

(3) vybrat z vektor( x4, ..., X, € K™ linearné nezavislé vektory
Xj, ..., X (1 <...<Jk)tak, aby vektory X, ..., X,
generovaly v K™ stejny linearni podprostor jako vektory
X1 P ,Xn.

Zavedeme dale oznaceni, kterého sa budeme drzet v celém
odstavci.
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Linearni obal v prostorech K™ |l

Necht x4,...,Xn, ¥y € K™ jsou sloupcové vektory, pficemz

X1j Vi
X; = ) y=
Xmj Ym
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Linearni obal v prostorech K™ |l

Necht x4,...,Xn, ¥y € K™ jsou sloupcové vektory, pficemz
X1j Vi
X = ) y=
Xmj Ym

Oznacme X = (x;) € K™ matici se sloupci x1,...,Xp, a
(X | y) c Km><(n+15
vektoru y.

blokovou matici slozenou z matice X a
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Linearni obal v prostorech K™ 1l

Potom pro ¢ = (c1,...,¢n)" € K" plati:
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Linearni obal v prostorech K™ 1l

Potom pro ¢ = (c1,...,¢n)" € K" plati:

(1) eixy+...4+cxp=y & X-c=Y;
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Linearni obal v prostorech K™ 1l

Potom pro ¢ = (c1,...,¢n)" € K" plati:
(1) eixy+...4+cxp=y & X-c=Y;

(2) e1Xy+...+cxp=0 & X-¢c=0.




Nezavislost . :
Zavislost LN posloupnosti

Obal v K™

Linearni obal v prostorech K™ 1l

Potom pro ¢ = (c1,...,¢n)" € K" plati:
(1) eixy+...4+cxp=y & X-c=Y;

(2) e1Xy+...+cxp=0 & X-¢c=0.
Jinak reéeno:

(1) ¥y € [X4,...,Xp] pravé tehdy, kdyZ soustava X-¢c =y
s rozSitenou matici (X |y) mé alespon jedno fesent;
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Linearni obal v prostorech K™ 1l

Potom pro ¢ = (c1,...,¢n)" € K" plati:
(1) eixy+...4+cxp=y & X-c=Y;

(2) e1Xy+...+cxp=0 & X-¢c=0.

Jinak fe€eno:

(1) ¥y € [X4,...,Xp] pravé tehdy, kdyZ soustava X-¢c =y
s rozSitenou matici (X |y) mé alespon jedno fesent;

(2) vektory xq,...,Xn jsou linearné nezavislé prave tehdy,
kdyZ homogenni soustava X - ¢ = 0 ma jediné feSeni
¢ = 0; pokud tato soustava ma i néjaké nenulové feseni,
tak vektory X1, ..., X, jsou linearné zavislé.
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Linearni obal v prostorech K™ IV

Otézku (1) umime Fesit. Staci pomoci ERO upravit matici (X|y)
na stupnovity tvar.
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Obal v K™

Linearni obal v prostorech K™ IV

Otézku (1) umime Fesit. Staci pomoci ERO upravit matici (X|y)
na stupnovity tvar.

Pokud vyslednd matice obsahuje fadek tvaru (0,...,0] z), kde
z # 0, tak soustava X-¢c =yneméarfeSeniay ¢ [Xy,...,Xp].
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Linearni obal v prostorech K™ IV

Otézku (1) umime Fesit. Staci pomoci ERO upravit matici (X|y)
na stupnovity tvar.

Pokud vyslednd matice obsahuje fadek tvaru (0,...,0] z), kde
z # 0, tak soustava X-¢c =yneméarfeSeniay ¢ [Xy,...,Xp].

Pokud sa takovyto fadek ve vysledné matici nenachazi, tak sou-
stava ma alespon jedno feSeniay € [X4,...,Xn].
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Obal v K™

Linearni obal v prostorech K™ IV

Otézku (1) umime Fesit. Staci pomoci ERO upravit matici (X|y)
na stupnovity tvar.

Pokud vyslednd matice obsahuje fadek tvaru (0,...,0] z), kde
z # 0, tak soustava X-¢c =yneméarfeSeniay ¢ [Xy,...,Xp].

Pokud sa takovyto fadek ve vysledné matici nenachazi, tak sou-
stava ma alespon jedno feSeniay € [X4,...,Xn].

Podobné je tomu s otazkou (2). Opét staci pomoci ERO upravit
matici X na stupnovity tvar a podivat se, zda v kazdém sloupci
lezi vedouci prvek néjakého radku.
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Obal v K™

Linearni obal v prostorech K™ IV

Otézku (1) umime Fesit. Staci pomoci ERO upravit matici (X|y)
na stupnovity tvar.

Pokud vyslednd matice obsahuje fadek tvaru (0,...,0] z), kde
z # 0, tak soustava X-¢c =yneméarfeSeniay ¢ [Xy,...,Xp].

Pokud sa takovyto fadek ve vysledné matici nenachazi, tak sou-
stava ma alespon jedno feSeniay € [X4,...,Xn].

Podobné je tomu s otazkou (2). Opét staci pomoci ERO upravit
matici X na stupnovity tvar a podivat se, zda v kazdém sloupci
lezi vedouci prvek néjakého radku.

Pokud tento pfipad nastane, nemame moznost zvolit parametry,
¢ = 0 je jedinym feSenim soustavy X-¢ = 0 a vektory X1,..., X,
jsou line&rné nezavislé.
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Linearni obal v prostorech K™ V

V opacném pripadé mame moznost volby alespor jednoho
parametru, soustava ma tedy néjaké nenulové feseni a vektory
Xi,...,Xp jsou linedrné zavisle.
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Obal v K™

Linearni obal v prostorech K™ V

V opacném pripadé mame moznost volby alespor jednoho
parametru, soustava ma tedy néjaké nenulové feseni a vektory
Xi,...,Xp jsou linedrné zavisle.

Vedoucim prvkem fadku (0,...,0| z), kde z # 0, je pravé
v (n+ 1)-nim sloupci leZici prvek z.
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Obal v K™

Linearni obal v prostorech K™ V

V opacném pripadé mame moznost volby alespor jednoho
parametru, soustava ma tedy néjaké nenulové feseni a vektory
Xi,...,Xp jsou linedrné zavisle.

Vedoucim prvkem fadku (0,...,0| z), kde z # 0, je pravé
v (n+ 1)-nim sloupci leZici prvek z.

Tedy matice v stuprfiovitém tvaru, ktera je radkové ekvivalentni
s (X |y) neobsahuje takovy fadek praveé tehdy, kdyz v jejim
poslednim sloupci nelezi vedouci prvek Zadného radku.
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Linearni obal v prostorech K™ VI

Priklad 4.5

UvaZme sloupcové vektory x; = (1,1, -1, -1)7,
X2 =(0,1,0,1)7,x3 = (3,1,-3,-5)7, x4 = (0,0,1,2)7,
y=(3,5-2,1)",z=(1,1,1,1)T v prostoru R*.
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Linearni obal v prostorech K™ VI

Priklad 4.5

UvaZme sloupcové vektory x; = (1,1, -1, -1)7,

X2 =(0,1,0,1)7,x3 = (3,1,-3,-5)7, x4 = (0,0,1,2)7,
y=(3,5-2,1)",z=(1,1,1,1)T v prostoru R*.

Mame rozhodnout, zda vektory 'y, z leZi v linearnim obalu
[X1, X2, X3, Xa].
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Obal v K™

Linearni obal v prostorech K™ VI

Priklad 4.5

UvaZme sloupcové vektory x; = (1,1, -1, -1)7,
Xo = (07 1 > 07 1 )T: X3 = (Sa 1 ) _3) _S)T! Xy = (07 Oa 1>2)T:
y=(3,5-2,1)",z=(1,1,1,1)T v prostoru R*.

Mame rozhodnout, zda vektory 'y, z leZi v linearnim obalu
[X1, X2, X3, X4].

Oznacme si nasledujici matice

10 30| 3 10 30| 1
11 10| 5 114 10/ 1
XW=1 40 31| 2| XD=| 40 31| 1
11 -5 2| f 11 -5 2| f
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Linearni obal v prostorech K™ VI

Matice (X|y), (X|z) jsou Fadkové ekvivalentni s maticemi

10 30]3 10 30/ 1
01 -201|2 01 201/ o0
00 o011 |[™Ploo o01] 2
00 00]|oO 00 00]| -2
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Linearni obal v prostorech K™ VI

Matice (X|y), (X|z) jsou Fadkové ekvivalentni s maticemi

10 30]3 10 30/ 1
01 -201|2 01 201/ o0
00 o011 |[™Ploo o01] 2
00 00]|oO 00 00]| -2
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Linearni obal v prostorech K™ VI

Matice (X|y), (X|z) jsou Fadkové ekvivalentni s maticemi

resp.

o =+ 00
o= NMNw
oo NN W
o =+ 0O0
DN O =

10
0 1
0 0
00

OO MNDW

10
0 1
0 0
00

Okamzité vidime, ze plati y € [X1, X2, X3, X4]
a  zZ¢[Xq,X2,X3,Xq]-
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Ptiklad 4.6

Zjistime, zda sloupce realné matice

— oM N
(SR Y
AN =
N = W W

jsou linearné zavislé nebo nezavislé. Tato matice je radkové
ekvivalentni s matici

1 2 4 2
0110
00 11
0 00 2

Vidime, Ze sloupce matice X jsou linearné nezavisle.
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Linearni obal v prostorech K™  VII

Z druhé strany, X jakozto matice nad télesem Zs je fadkové
ekvivalentni s matici

oONWH
oOWwWwhrDMN

1 2
0 1
00
00
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Linearni obal v prostorech K™  VII

Z druhé strany, X jakozto matice nad télesem Zs je fadkové
ekvivalentni s matici

1 2 4 2
013 4
0 02 3
0 00O

Tedy sloupce matice X, chapané jakozto vektory z vektorového
prostoru Z2, jsou linearné zavislé.
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Linearni obal v prostorech K™  VIII

Necht X, Y € K™ jsou radkové ekvivalentni matice, pficemz
matice Y je ve stupniovitém tvaru. Pro1 < j < n oznacme

X; = s;(X) j-ty sloupec matice X. Necht' j; < ... < jx jsou indexy
vSech sloupct matice Y, ve kterych leZi vedouci prvky jejich
radkd. Potom plati:

(a) vektory X; , ..., X; jsou linearneé nezavislé,
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Linearni obal v prostorech K™  VIII

Necht X, Y € K™ jsou radkové ekvivalentni matice, pficemz
matice Y je ve stupniovitém tvaru. Pro1 < j < n oznacme

X; = s;(X) j-ty sloupec matice X. Necht' j; < ... < jx jsou indexy
vSech sloupct matice Y, ve kterych leZi vedouci prvky jejich
radkd. Potom plati:

(a) vektory X; , ..., X; jsou linearneé nezavislé,

(b) pokud v j-tém sloupci matice Y nelezi vedouci prvek
zadného jejiho fadku (t.j. 1 <j<naj#ji,...,jk), tak
vektor Xx; je linearni kombinaci vektord x;, ..., X;, kde / < k
je nejvetsi index, pro ktery plati j; < j;
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Obal v K™

Linearni obal v prostorech K™  VIII

Necht X, Y € K™ jsou radkové ekvivalentni matice, pficemz
matice Y je ve stupniovitém tvaru. Pro1 < j < n oznacme

X; = s;(X) j-ty sloupec matice X. Necht' j; < ... < jx jsou indexy
vSech sloupct matice Y, ve kterych leZi vedouci prvky jejich
radkd. Potom plati:

(a) vektory X; , ..., X; jsou linearneé nezavislé,

(b) pokud v j-tém sloupci matice Y nelezi vedouci prvek
zadného jejiho fadku (t.j. 1 <j<naj#ji,...,jk), tak
vektor Xx; je linearni kombinaci vektord x;, ..., X;, kde / < k
je nejvetsi index, pro ktery plati j; < j;

©) [X,..., X ] =[Xq,...,Xn].




Line a Nezavislost ) )
Prur":ir -ouse ezaVISIos Zavislost LN posloupnosti

Obal v K™

Lineérni obal v prostorech K™ X

(m-K)xn

Redukévany stupﬁc;vity tvar
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Linearni obal v prostorech K X

VyS$e uvedené tvrzeni nam dava pfimy navod na feSeni
otazky (3).
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Obal v K™

Linearni obal v prostorech K X

VyS$e uvedené tvrzeni nam dava pfimy navod na feSeni
otazky (3).

Staci pomoci ERO upravit matici X = (X4, ..., X,) na matici Y
v stupnovitém tvaru a zjistit v ni indexy j; < ... < jx v8ech
sloupcu, ve kterych lezi vedouci prvky jejich radku.
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Obal v K™

Linearni obal v prostorech K X

VySe uvedené tvrzeni nam dava pfimy navod na feSeni
otazky (3).
Staci pomoci ERO upravit matici X = (X4, ..., X,) na matici Y

v stupnovitém tvaru a zjistit v ni indexy j; < ... < jx v8ech
sloupcu, ve kterych lezi vedouci prvky jejich radku.

Potom x;,, ..., X, jsou hledané linearni nezavislé vektory, které
generuji linearni podprostor X1, ..., Xp].
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Priklad 4.8

Ze sloupcu realné matice

11 3

2 0 2
X= 11 3
2

—1 1
1 3
2 4
02

2 0

je tfeba vybrat linearni nezavislé sloupce, které generuji
linearni obal véech sloupct matice X.
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Linearni obal v prostorech K™ Xl

Priklad 4.8

Ze sloupcu realné matice

113 -1 1
202 13
X=1113 24
202 02

je tfeba vybrat linearni nezavislé sloupce, které generuji
linearni obal véech sloupct matice X.

Matice X je radkové ekvivalentni s matici

113 1 1
012 2 -3
Y=1000 1 1
000 0 0




Nezavislost .
Zavislost

Obal v K™

LN posloupnosti

Linearni obal v prostorech K™  XI|

113 -1 1
012 2 -3
Y=1oo0o0 1 1
000 0 O

je ve stupnovitém tvaru.
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Linearni obal v prostorech K™  XI|

113 -1 1
012 2 -3
Y=1oo0o0 1 1
000 0 O

je ve stupnovitém tvaru. Vedouci prvky radkl matice Y se na-
chazi ve sloupcich 1, 2 a 4.
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113 -1 1
012 2 -3
Y=1oo0o0 1 1
000 0 O

je ve stupnovitém tvaru. Vedouci prvky radkl matice Y se na-
chazi ve sloupcich 1, 2 a 4.

Hledané vektory jsou tedy sloupce 1, 2 a 4 matice X.
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Linearni obal v prostorech K™  XI|

113 -1 1
012 2 -3
Y=1oo0o0 1 1
000 0 O

je ve stupnovitém tvaru. Vedouci prvky radkl matice Y se na-
chazi ve sloupcich 1, 2 a 4.

Hledané vektory jsou tedy sloupce 1, 2 a 4 matice X. Zapsané
vedle sebe pak tvofi matici

11
2 0
11
2 0
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Linearni obal v prostorech K™  XIllI

Poznamka. Vy$e uvedeny postup feSeni otazek (1), (2) a (3)
pro prostory sloupcovych vektorti K™ Ize modifikovat na
prostory fadkovych vektorl K™ — napf. transponovanim
prisluSnych matic fadkovych vektorli nebo nahrazenim
elementarnich fadkovych operaci sloupcovymi.
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Linearné nezavislé posloupnosti |

Nekonecnou posloupnost (ux)° , = (Ug,Uq,Up, ..., Ug,...)
vektord z prostoru V nazyvame linearné nezavislou, pokud
kaZd4 jeji konecna podposloupnost (U, , ..., U,), kde

0 < ki <...< kp, je linearné nezavisla.
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Obalv K™

Linearné nezavislé posloupnosti |

Nekonecnou posloupnost (ux)° , = (Ug,Uq,Up, ..., Ug,...)
vektord z prostoru V nazyvame linearné nezavislou, pokud
kaZd4 jeji konecna podposloupnost (U, , ..., U,), kde

0 < ki <...< kp, je linearné nezavisla.

Nekonecna posloupnost (Ux)> , vektort z V je linearné
nezavisla prave tehdy, kdyZz pro kazdé n € N je jeji pocatecni
usek (Ug, Uy, ..., Uup) linearné nezavisly.
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Obalv K™

Linearné nezavislé posloupnosti |

Nekonecnou posloupnost (ux)° , = (Ug,Uq,Up, ..., Ug,...)
vektord z prostoru V nazyvame linearné nezavislou, pokud
kaZd4 jeji konecna podposloupnost (U, , ..., U,), kde

0 < ki <...< kp, je linearné nezavisla.

Nekonecna posloupnost (Ux)> , vektort z V je linearné
nezavisla prave tehdy, kdyZz pro kazdé n € N je jeji pocatecni
usek (Ug, Uy, ..., Uup) linearné nezavisly.

Napfiklad posloupnost (1,x,x2,...,x%,...) véech mocnin x je
linearné nezavisla posloupnost ve vektorovém prostoru K|x]
vSech polynom0 v proménné x nad télesem K.

Polynom f(x) = ap + aix + ... + anx” je (definitoricky) nulovy
prave tehdy, kdyz ag =a; =...=a, =0.
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Obalv K™

Linearné nezavislé posloupnosti Il

Mnozina X C V sa nazyva linearné nezavisla, pokud pro
libovolné n € N kazda usporadana n-tice navzdjem riznych
vektord (uy,...,up) z mnoziny X je linearné nezavisla.
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Obalv K™

Linearné nezavislé posloupnosti Il

Mnozina X C V sa nazyva linearné nezavisla, pokud pro
libovolné n € N kazda usporadana n-tice navzdjem riznych
vektord (uy,...,up) z mnoziny X je linearné nezavisla.

Kdyby totiz uy, ..., u, nebyly navzajem rizné vektory, nemohly
by byt linearné nezavislé.
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Obalv K™

Linearné nezavislé posloupnosti Il

Mnozina X C V sa nazyva linearné nezavisla, pokud pro
libovolné n € N kazda usporadana n-tice navzdjem riznych
vektord (uy,...,up) z mnoziny X je linearné nezavisla.

Kdyby totiz uy, ..., u, nebyly navzajem rizné vektory, nemohly
by byt linearné nezavislé.

Linearni zavislost ¢i nezavislost usporadané n-tice vektor( ne-
zavisi na jejich poradi.
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Obalv K™

Linearné nezavislé posloupnosti Il

Mnozina X C V sa nazyva linearné nezavisla, pokud pro
libovolné n € N kazda usporadana n-tice navzdjem riznych
vektord (uy,...,up) z mnoziny X je linearné nezavisla.

Kdyby totiz uy, ..., u, nebyly navzajem rizné vektory, nemohly
by byt linearné nezavislé.

Linearni zavislost ¢i nezavislost usporadané n-tice vektor( ne-
zavisi na jejich poradi.

Ztejmé usporddana n-tice (uq,...,u,) je linearné nezavisla
prave tehdy, kdyz je linearné nezavisla usporadana n-tice
(Us(1); - - -, Ug(n)), kde o je libovolnd permutace mnoZiny

{1,...,n}.
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Linearné nezavislé posloupnosti lll

Linearni (ne)zavislost uspofadané n-tice (uy,...,u,) navzajem
riznych vektoru je vlastnosti mnoziny {u4,...,u,}.
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Obalv K™

Linearné nezavislé posloupnosti lll

Linearni (ne)zavislost uspofadané n-tice (uy,...,u,) navzajem
riznych vektoru je vlastnosti mnoziny {u4,...,u,}.

Usporadana n-tice (uy, . .., u,) navzajem rdznych vektord z V
je linearné nezavisla prave tehdy, kdyZz mnoZina
{uy,...,up} C V je linearne nezavisla.
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Linearné nezavislé posloupnosti lll

Linearni (ne)zavislost uspofadané n-tice (uy,...,u,) navzajem
riznych vektoru je vlastnosti mnoziny {u4,...,u,}.

Usporadana n-tice (uy, . .., u,) navzajem rdznych vektord z V
je linearné nezavisla prave tehdy, kdyZz mnoZina
{uy,...,up} C V je linearné nezavisla.

Necht X C V je linearné nezavisla mnozina av € V. Potom
nasledujici podminky jsou ekvivalentni:

(i) v elX];
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Linearné nezavislé posloupnosti lll

Linearni (ne)zavislost uspofadané n-tice (uy,...,u,) navzajem
riznych vektoru je vlastnosti mnoziny {u4,...,u,}.

Usporadana n-tice (uy, . .., u,) navzajem rdznych vektord z V
je linearné nezavisla prave tehdy, kdyZz mnoZina
{uy,...,up} C V je linearné nezavisla.

Necht X C V je linearné nezavisla mnozina av € V. Potom
nasledujici podminky jsou ekvivalentni:

(i) v e [X];
(i) mnoZina X U {v} je linearné zavisla;
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Linearné nezavislé posloupnosti lll

Linearni (ne)zavislost uspofadané n-tice (uy,...,u,) navzajem
riznych vektoru je vlastnosti mnoziny {u4,...,u,}.

Usporadana n-tice (uy, . .., u,) navzajem rdznych vektord z V
je linearné nezavisla prave tehdy, kdyZz mnoZina
{uy,...,up} C V je linearné nezavisla.

Necht X C V je linearné nezavisla mnozina av € V. Potom
nasledujici podminky jsou ekvivalentni:

(i) v e [X];
(i) mnoZina X U {v} je linearné zavisla;
(ii) [X U {v}] = [X]. ] -
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Linearné nezavislé posloupnosti lll

Linearni (ne)zavislost uspofadané n-tice (uy,...,u,) navzajem
riznych vektoru je vlastnosti mnoziny {u4,...,u,}.

Usporadana n-tice (uy, . .., u,) navzajem rdznych vektord z V
je linearné nezavisla prave tehdy, kdyZz mnoZina
{uy,...,up} C V je linearné nezavisla.

Necht X C V je linearné nezavisla mnozina av € V. Potom
nasledujici podminky jsou ekvivalentni:

(i) v e [X];
(i) mnoZina X U {v} je linearné zavisla;
(ii) [X U {v}] = [X]. ] -
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