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Abstrakt

V této kapitole budeme pokracovat ve studiu abstraktnich
vektorovych prostortl nad obecnym télesem.

K tedy bude v celé kapitole oznacovat néjaké pevné, jinak

libovolné téleso a V bude pevné zvoleny vektorovy prostor nad
K.
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Linearni podprostory |

MnozZina S C V se nazyva linearni (vektorovy) podprostor
vektorového prostoru V, pokud S +# () a pro vsechny skalary
ac Kavektoryx,y € Splatiax ¢ Sax+y e S.

Jinak feceno, neprazdna podmnozina S C V je linearni
podprostor prave tehdy, kdyz je uzaviena na operace
skalarniho nasobku a souctu vektoru.

Necht S je linearni podprostor vektoroveho prostoru V. Pak
0 € S a S s operacemi souctu vektort a skalarniho nasobku
zuzenymi z V na S tvori vektorovy prostor nad (Ciselnym)
telesem K.

o
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Linearni podprostory |l

V kazdém vektorovém prostoru V jsou {0} a V linearni
podprostory (v pfipade, kdyz V = {0}, dokonce splyvaji, v
opacném pripadé jde o dva rizné podprostory) — {0}
nazyvame trivialni nebo téz nulovy a V nevlastni alebo téz
plny linearni podprostor.

Tedy pro vlastni netrivialni linearni podprostor S C V plati
{0} £S# V.

Napf. ve vektorovém prostoru R3 netrivialni vlastni podprostory
jsou prave vSechny pfimKky a roviny prochazejici pocatkem 0.

To si muzeme graficky vyjadrit pomoci nasledujiciho obrazku,
ktery samozfejmé ukaze pouze nekolik z nekone¢né mnoha
linedrnich podprostoru.
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Linearni podprostory Il

Linearni podprostory jsou popsany pomoci minimalniho poctu
generatora.
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Linearni podprostory 1V

Nasledujici tvrzeni charakterizuje linearni podprostory jako
mnoZziny uzavrené na linearni kombinace.

Pro libovolnou podmnoZinu S vektorového prostoru V jsou
nasledujici podminky ekvivalentni:

(i) S je linearni podprostor ve V;
(i) S # 0 a pro vsechny skalary a,b € K a vektory x,y € S
plati ax + by € S;
(iii) pro kazdé n € N a pro vsechny skalary ay,...,an € K a
vektory X1, ..., Xn € S plati

aiXq{ +...+apX, € S.

v
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Piiklady |

(a) Oznacme KX) mnoZinu véech funkci f : X — K takovych,
Ze mnoZina {x € X; f(x) # 0} je konecna.
Pro libovolnou lineérni kombinaci funkci f, g € KX plati

{x € X; af(x) + bg(x) # 0} <
{x e X; f(x) #0} U{x € X; g(x) # 0}.

ProtoZe je prava strana inkluze konec¢na, je i leva strana
konecnd. Z toho vyplyva, 2e KX) je linedrni podprostor
vektorového prostoru KX.

Je-li X je konecna, tak KX) = KX, je-li X je nekonecna, tak
KX je netrivalni viastni podprostor v KX.

v
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Piklady I

(b) Necht' X C R je libovolna mnozina realnych cCisel. Potom
C(X,R), nebo jen strucné C(X) oznacuje mnozinu vsech
spojitych funkci f : X — R.

ProtoZe linearni kombinace spojitych funkci je zrejmé opét
spojita funkce, C(X) je linedrni podprostor v RX.
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Piiklady Il

0,0)
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Piiklady IV

(d) Pfimka {t(2,3) | t € Z7} v prostoru Z7 x Z7.

12.3)

(-2.-3)=(12,18)
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Piiklady V

Priklad 1.4

(e) Podprostor feseni linearnich rekurentnich rovnic
UvaZujme homogenni linearni rekurentni rovnici druhého radu:

apy2 = dant1 — 6ap
Resgeni:
1. Charakteristicka rovnice
Sestavime charakteristickou rovnici:

r’=>5r—6
r°—5r+6=0
(r—2)(r—3)=0
ry=2r=23
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P¥iklady VI

Priklad 1.4

(e) Podprostor feseni linearnich rekurentnich rovnic
2. Obecné reseni ma tvar:

an = ¢1(2") + c»(3")

kde cq, ¢ € R jsou libovolné realné konstanty.

3. MnoZina vsech rfeseni tvori dvourozmerny vektorovy
podprostor prostoru realnych posloupnosti.
Uzavrenost vici scitani: Necht a, = ¢1(2") + ¢»(3") a
b, = di(2") + d»(3") jsou aveé reseni. Jejich soucet je:

an+ bp = (¢ + di)(2") + (c2 + da)(3")

coZ je opét reseni.
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Piiklady VII

Priklad 1.4

(e) Podprostor feseni linearnich rekurentnich rovnic

Uzavrenost vuci nasobeni skalarem: Pro libovolné k € R a
reseni a, = ¢1(2") + c»(3") plati:

k- an = (kct)(2") + (ke2)(3")
coZ je opét reseni.

Nulovy prvek: Pro ¢; = ¢, = 0 dostavame nulové feseni:

0=0-2"+0-3"
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Definice linearniho obalu |

MnoZinu vsech linearnich kombinaci vektort z podmnoZiny X
vektorového prostoru V nazyvame linearnim obalem mnoZziny
X a oznacujeme ji [X].

Tedy
[X] ={aixy+...+anXp; NN
& ait,...,an € K& Xxq,...,Xn € X}.
Je-li X = {x4,...,X,} kone€Cna mnozina, tak misto
[{X1,...,Xn}] piSeme jen [Xq,...,Xp].
Ztejmé tento zapis ma smysl i pro libovolou usporadanou n-tici
(ne nutné ruznych) vektoru (Xy,...,Xp), a plati

[X1,....Xp] ={a1X1 + ...+ anXp; &,...,an € K}.

Linearni obal
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Definice linearniho obalu Il

Necht X je podmnozina vektoroveho prostoru V. Potom
linearni obal [X] mnoZiny X je nejmensi linearni podprostor
vektoroveho prostoru V takovy, ze X C [X].

Dokazané tvrzeni nas opraviuje nazyvat linearni obal [X]
mnoziny X C V téz linearnim podprostorem generovanym
mnozinou X.

Pokud [X] = S, fikame, Ze X generuje linearni podprostor S,
pfipadné, Ze X je generujici mnozina nebo téZ mnozina
generatoru linearniho podprostoru S C V.

Je-li S = V, ij. je-li [X] = V, mluvime o generujici mnoziné.
Pouziva se téz nazev vytvarejici ¢i vytvorujici mnozina.
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Span{v, w}
Span{v}

Span{v,w}
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(b)

Span{v, w}

Span{w}

Span{v}

Vlastnosti
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Vlastnosti linearniho obalu

Kvali pfehlednosti je$té shrneme zakladni vlastnosti operace
linearniho obalu X — [X].

Pro libovolné podmnoziny X, Y vektorového prostoru V' a
v € V plati:

(@) [0] = [0] = {0};

(b) X C [X];

(c) XCY = [X]C[Y];

(d) X je linearni podprostor ve V praveé tehdy, kdyz X = [X];
(e) [IX]] = [X];

(f) v € [X] & [XU{v}] =[X].

v
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Prinik a soucet

Soucet linearnich podprostoru |

Necht X, Y jsou libovolné podmnoZiny vektorového prostoru V.

Potom mnoZinu
X+Y={x+y,xeX&ycVY}

nazyvame souctem mnozin X, Y.

Necht' S, T jsou linearni podprostory vektorového prostoru V.
PotomiSNT aS+ T jsou linearni podprostory ve V. Navic
plati

S+T=[SUT],

t.j. S+ T je nejmensi linearni podprostor ve V, ktery
obsahuje Si T.

Priinik a soucet Soucet

Soucet linearnich podprostoru |l

Sjednoceni dvou linearnich podprostoru S, T vektorového
prostoru V nemusi byt linearnim podprostorem.

UvaZme vektorovy prostor V = R? a podprostory S a T bud'te
rdzné primky prochazejici pocatkem a necht 0 + x € S,
0O#yel.

T gSuT
A L

}/

(0,0)
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Soucet linearnich podprostoru

Presnéji, SU T je linearni podprostor ve V praveé tehdy, kdyz
SCTneboTCS.

Soucet linearnich podprostort S, T vektorového prostoru V
nazyvame primy nebo téZ direktni soucet, pokud
SNT={0};pisemepak S T.

Necht' S, T jsou linearni podprostory vektorového prostoru V.
Nasledujici podminky jsou ekvivalentni:

(i) SNT = {0}, tj. soucet S+ T je direktni;

(ii) kaZdy vektorz € S+ T ma jednoznacné vyjadreni ve tvaru
Z=X+Y,kdexe S,yeT.

4
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Linearni zavislost |

Definice 6
Rikame, Ze uspofadand n-tice vektorti (uy, ..., u,) je linearné
zavisla, pokud existuji skalary c4, ..., cn € K tak, Ze

(C1,...,cn) #0aciuy +...+cpu, =0.
V opacném pripade Fikame, Ze usporadana n-tice vektoru
(uq,...,up) je linedrné nezavisla.

Pro n = 0 kvuli Uplnosti dodavame, ze usporadanou O-tici (ij.
prazdnou posloupnost) vektorll povazujeme za linearné

nezavislou.

Misto o "linearné (ne)zavislé usporadané n-tici vektoru
(uq,...,up)" budeme Casto mluvit jen o linearné (ne)zavislych
vektorech uq, ..., up.

Nezavislost :
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Obal v K™

Linearni zavislost Il

Podle definice linearni nezavislosti jsou vektory uq, ..., up,
linearne nezavislé pravé tehdy, kdyz

(Veq,...,cne K)
(ciuy+...+cpup=0= ¢y =...=¢c,=0).

Pro n-tici skalaru (¢4, ..., cn) = 0 plati
ciuqy +...+cpup =0

pro libovolnou n-tici vektoru (u4,...,u,), bez ohledu na to,
zda je linearné zavisla nebo nezavisla.
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Linearni zavislost Il

Pro nékteré n-tice vektoru (uy,...,u,) mizeme jako vysledek
linearni kombinace cyuy + ... + chu, dostat 0 i s pomoci jine
n-tice skalart (cq,...,¢cp) nezjen 0 = (0,...,0) — takovéto
usporadané n-tice (uy,...,U,) nazyvame linearné zavisle.

Pro nékteré uspofadané n-tice vektoru (u4,...,u,) je volba
(¢1,...,cn) = 0 jedina moznost, jak pomoci linearni
kombinace ciuqy + ... + chU, ziskame vysledek 0 — takovéto
n-tice nazyvame linearné nezavislé.
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Linearni zavislost IV

Plati Ctyfi jednoducha pozorovani:

(a) jediny vektor u je linearné nezavisly pravé tehdy, kdyz
u = 0;

(b) vektory u, v jsou linearné zavislé pravé tehdy, kdyz jeden
z nich je nasobkem druhého;

(c) je-li néktery z vektord uy,...,u, roven 0, pak jsou tyto
vektory linearné zavislé;
(d) pokud se nékteré dva z vektort uq, ..., u, rovnaji, pak jsou

tyto vektory linearné zavislé.
Jinak feCeno, pouze usporadana n-tice nenulovych a navzajem

riznych vektoru, z kterych Zadny neni nasobkem druhého,
muze (ale stale jeSté nemusi) byt linearné nezavisla.
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Linearni zavislost V

Nasledujici tabulka shrnuje vztah linearni zavislosti vzhledem k
relaci inkluze.

| S cS | S 28
S nezavisla | Sy bude nezavisla | S; muze byt oboje
S zavisla | S; muze byt oboje | Si bude zavisla
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Linearni zavislost VI

Pro libovolné n € N auy,...,u, € V jsou nasledujici podminky
ekvivalentni':

(i) vektory uy, ..., U, jsou linearné zavislé;
(ii) neéktery z vektoru uy, k < n, je linearni kombinaci
predchazejicich;
(ii’) néktery z vektort uk, k < n, je linearni kombinaci
nasledujicich;

(iii) néktery z vektort uk, k < n, je linearni kombinace
ostatnich.
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Linearni zavislost VI

Kazdy vektor x z linearniho obalu [uy, ..., u,] mizeme vyjadrit

ve tvaru

pro néjakou n-tici skalara (cq, ..., cn).

., Up jsou linearné nezavisle pravé tehdy, kdyz

Vektory uq, ..
kaZdy vektor x € [uy, ..., U] muZeme vyjadrit ve tvaru
X = CiUq + ... + Ccpup pro jedinou usporadanou n-tici
(¢1,...,¢n) € K. ]
L .
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Linearni zavislost VIlI

Nasledujici tvrzeni dava do souvislosti linearni (ne)zavislost
s linearnim obalem.

., Up, v eV, pricemz vektory uy, ... ,u, jsou

Necht uq, ..
linearné nezavislé. Potom nasledujici podminky jsou

ekvivalentni:
(i) v €[uy,...,up];
(ii) vektory uq,...,Upn,V jsou linearné zavislé;
(iii) [uq,...,Up, V] = [uy,...,up]. )
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Linearni zavislost IX

Véta 4.4

Necht u,,...,u,,v,,...,V,, € V, pficemzZ vektory uy, ..., uUp
Jjsou linearné nezavislé. Potom z mnoZiny {1, ..., m} muZeme
vybrat indexy iy < ... < Ix tak, Ze vektory uy, ..., Up,V; ...,V
jsou linearné nezavislé a generuji stejny podprostor jako
vektory uq,...,Up, Vi, ..., V.

Nezavislost
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Linearni obal v prostorech K™

Pouziti téZe metody Upravy matic pomoci ERO na (redukovany)
stupnovity tvar na reseni nasledujicich tfi otazek:

(1) rozhodnout pro dané vektory x4,...,X,,y € K™ zday
patfi nebo nepatfi do linearniho obalu [x4, ..., X,];

(2) rozhodnout pro dané vektory x1,...,X, € K™, zda jsou
linearné zavislé nebo nezavislé;

(3) vybrat z vektoru Xy, ...,X, € K linearneé nezavislé vektory
Xi,. .., X (i <...<Jk)tak, aby vektory Xx;,,...,X;
generovaly v K™ stejny linearni podprostor jako vektory
X‘| g e ,Xn.

Zavedeme dale oznaceni, kterého sa budeme drzet v celém
odstavci.
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Linearni obal v prostorech K™ I

Necht Xx4,...,X,, Y € K™ jsou sloupcové vektory, pricemz
X1j i
x/ — ’ y = :
Xmj Ym

OznaCme X = (Xié) e K™ matici se sloupci X1,...,Xp, a
(X |y) € K™<("+1) pblokovou matici slozenou z matice X a
vektoru y.

Nezavislost
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Linearni obal v prostorech K™ Il

Potom pro ¢ = (c1,...,¢,)T € K™ plati:
(1) e1X1+...+cXp=Y < X-Cc=Y,

2) e1X1+...+¢cXp =0 < X-c=0.

Jinak reCeno:

(1) y € [X4,...,X,] pravé tehdy, kdyZ soustava X-¢c =y
s roz8ifenou matici (X |y) ma alespon jedno feSeni;

(2) vektory Xx4,..., X, jsou linearné nezavislé pravé tehdy,
kdyz homogenni soustava X - ¢ = 0 ma jediné reSeni
¢ = 0; pokud tato soustava ma i néjaké nenulové reseni,
tak vektory X1, ..., X, jsou linearné zavislé.
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Linearni obal v prostorech K™ IV

Otazku (1) umime feSit. Staci pomoci ERO upravit matici (X |y)
na stupnovity tvar.

Pokud vysledna matice obsahuje radek tvaru (0,...,0]|z), kde
z # 0, tak soustava X-c =y nemareSeniay ¢ [X4,...,Xn].

Pokud sa takovyto radek ve vysledné matici nenachazi, tak sou-
stava ma alespon jedno feSeniay € [Xq,...,Xp].

Podobné je tomu s otazkou (2). Opét staci pomoci ERO upravit
matici X na stupnovity tvar a podivat se, zda v kazdém sloupci
leZi vedouci prvek néjakého radku.

Pokud tento pfipad nastane, nemame moznost zvolit parametry,
¢ = 0 je jedinym feSenim soustavy X - ¢ = 0 a vektory X1,..., X,
jsou linearné nezavislé.

Nezavislost
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Linearni obal v prostorech K™ V

V opacném pripadé mame moznost volby alespon jednoho
parametru, soustava ma tedy néjaké nenulové reSeni a vektory
Xi,...,Xp jSOu linearne zavisle.

Vedoucim prvkem fadku (0,...,0] z), kde z # 0, je pravé
v (n+ 1)-nim sloupci lezici prvek z.

Tedy matice v stupnovitém tvaru, ktera je radkoveé ekvivalentni
s (X|y) neobsahuje takovy radek prave tehdy, kdyZz v jejim
poslednim sloupci nelezi vedouci prvek Zadneho radku.
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Linearni obal v prostorech K™ VI

Priklad 4.5

UvaZme sloupcové vektory x; = (1,1, —1,—1)7,

x> =(0,1,0,1)7, x3 = (3,1,-3,-5)7, x4 = (0,0,1,2)7,
y=(3,5,—-2,1)",z=(1,1,1,1)T v prostoru R*.

Mame rozhodnout, zda vektory 'y, z lezi v linearnim obalu
[X1, X2, X3, X4].

Oznacme si nasledujici matice

10 30| 3 10 301 1
11 10| 5 11 10/ 1
XV=1 10 31| 2| XA=|_49 31| 1
11 -5 2| 1 11 -5 2| 1

Nezavislost
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Linearni obal v prostorech K™ VI

Matice (X|y), (X|z) jsou radkové ekvivalentni s maticemi

10 3 0] 3 10 30 1
01 -2 0] 2 resp 01 -2 0 0
00 0 1] 1 "1 0 0 0 1 2
00 O0O0]O 00 0O0] -2

Okamzité vidime, ze plati y € [x1, X2, X3, X4]
a z¢ [Xq,Xo2,X3,Xa].
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Linearni obal v prostorech K™ VI

Priklad 4.6

Zjistime, zda sloupce realné matice

— O NN
DN —- O
A ODND =
N = W Ww

jsou linearné zavislé nebo nezavislé. Tato matice je radkové
ekvivalentni s matici 5 4 2

1
0
0
0

o O =
O -4 -
N = O

Vidime, Ze sloupce matice X jsou linearné nezavislé.
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Linearni obal v prostorech K™  VII

Z druhé strany, X jakozto matice nad télesem Zs je radkove
ekvivalentni s matici

1 2 4 2
01 3 4
0 0 2 3
0 00O

Tedy sloupce matice X, chapaneé jakozto vektory z vektorového
prostoru Z2, jsou linearné zavislé.



Nezavislost

Zavislost LN posloupnosti
Obal v K™

Linearni obal v prostorech K™  VIII

Necht X, Y € K™ jsou radkové ekvivalentni matice, pficemZz
matice Y je ve stupriovitém tvaru. Pro1 < j < n oznacme

X; = s;(X) j-ty sloupec matice X. Necht' j; < ... < jx jsou indexy
vSech sloupcu matice Y, ve kterych leZi vedouci prvky jejich
radku. Potom plati:

(a) vektory X;,,...,X; jsou linearne nezavisle;

(b) pokud v j-tém sloupci matice Y nelezi vedouci prvek
zadného jejihoradku (t.j. 1 <j<naj#j,...,jk), tak
vektor X; je linearni kombinaci vektoru X;,, ..., x;, kde | < k
je nejvétsi index, pro ktery plati j; < j;

) [Xi,....X;] =[X1,...,Xp].

Nezavislost
Zavislost LN posloupnosti

Obal v K™

Linearni obal v prostorech K™ IX

Redukovany stupnovity tvar
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VySe uvedené tvrzeni nam dava primy navod na reseni
otazky (3).
Staci pomoci ERO upravit matici X = (x4, ..., X,) na matici Y

v stupnovitém tvaru a zjistit v ni indexy j; < ... < jx vSech
sloupcu, ve kterych lezi vedouci prvky jejich radkd.

Potom x;,, ..., X, jsou hledané linearni nezavislé vektory, které
generuji linearni podprostor [Xq, ..., Xp].

Nezavislost

Zavislost LN posloupnosti
Obal v K™

Linearni obal v prostorech K™ Xl

Priklad 4.8

Ze sloupcu realné matice

11 3 —1 1
2 02 13
X = 113 2 4
2 02 0 2
je treba vybrat linearni nezavislé sloupce, které generuji

linearni obal vSech sloupct matice X.

Matice X je radkove ekvivalentni s matici

11 3 -1 1
01 2 3
Y=1000 1 1
000 O O
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11 3 -1 1
01 2 2 -3
Y=100 01 1
000 O O

je ve stupnovitém tvaru. Vedouci prvky radkd matice Y se na-
chazi ve sloupcich 1,2 a 4.

Hledané vektory jsou tedy sloupce 1, 2 a 4 matice X. Zapsané
vedle sebe pak tvori matici

11 —1
2 0 1
1 1 2
2 0 0

Nezavislost

Zavislost LN posloupnosti
Obal v K™

Linearni obal v prostorech K™  XIllI

Poznamka. Vyse uvedeny postup feseni otazek (1), (2) a (3)
pro prostory sloupcovych vektord K™ I1ze modifikovat na
prostory fadkovych vektord K™ — napf. transponovanim
prislusnych matic radkovych vektorl nebo nahrazenim
elementarnich fadkovych operaci sloupcovymi.
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Nekonecnou posloupnost (ux) , = (Up,Uq, Uz, ... Uk, ...)
vektorl z prostoru V nazyvame linearné nezavislou, pokud
kazda jeji kone¢na podposloupnost (ug,, ..., Ux,), kde

0 < Kky <...<kp,jelinearné nezavisla.

Nekonecna posloupnost (k)32 , vektort z V je linearne
nezavisla prave tehdy, kdyz pro kazdé n € N je jeji pocatecni
usek (ug, Uy, ...,Up) linearné nezavisly.

Napiiklad posloupnost (1,x,x2,...,x%,...) v8ech mocnin x je
linearné nezavisla posloupnost ve vektorovém prostoru K|[x]
vS§ech polynomu v proménné x nad télesem K.

Polynom f(x) = ag + a1x + ... + anpx” je (definitoricky) nulovy
prave tehdy, kdyz ap = ay = ... = a, = 0.

Nezavislost
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Linearné nezavislé posloupnosti ll

Mnozina X C V sa nazyva linearné nezavisla, pokud pro
libovolné n € N kazda usporadana n-tice navzajem ruznych
vektorU (uy,...,u,) zmnoziny X je linearné nezvisla.

Kdyby totiz u, ..., u, nebyly navzajem rizné vektory, nemohly
by byt linearné nezavislé.

Linearni zavislost ¢i nezavislost usporadané n-tice vektort ne-
zavisi na jejich poradi.

Zfejmé usporadana n-tice (uq, ..., up) je linedrné nezavisla
prave tehdy, kdyz je linearné nezavisla usporadana n-tice
(Us(1), - - -, Ug(n)), kde o je libovolna permutace mnoziny
{1,...,n}.
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Linearni (ne)zavislost usporadané n-tice (uy,...,u,) navzajem
riznych vektoru je vlastnosti mnoziny {u4,...,u,}.

Usporadana n-tice (uq, . ..,Un) navzajem riuznych vektoru z V
je linearné nezavisla pravé tehdy, kdyZz mnoZina
{uq,...,un} C V jelinearne nezavisla.

Necht' X C V je linearné nezavisla mnoZina av € V. Potom
nasledujici podminky jsou ekvivalentni:

(i) velX];
(i) mnoZina X U {v} je linearné zavisla;
(ii) [X U {v}] = [X].
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