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Abstrakt

V této kapitole blize prozkoumame pojem linedrniho
zobrazeni .

To nam umozni porovnavat struktury riznych vektorovych
prostort nad timz télesem.

Budeme studovat pojem jadra, matice linearniho zobrazeni a
matice prechodu.
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Vyznamné vlastnosti linearnich zobrazeni jsou:
kompozice (slozeni) linearnich zobrazeni je opét linearni
zobrazeni

a obrazy i vzory linearnich podprostoru v linearnich
zobrazenich jsou téz linearni podprostory.

Necht U, V, W jsou vektorové prostory nad télesem K a
v: W —=V,p:V — Ujsou linearni zobrazeni.

Potom i jejich sloZzeni ¢ o+ : W — U je linedrni zobrazeni.
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(a) Je-li S linearni podprostor prostoru V, tak i ¢(S) je linearni
podprostor prostoru U.

(b) Je-li T linearni podprostor prostoru U, tak o~ '(T) je
linearni podprostor prostoru V.
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Necht ¢ : V — U je linearni zobrazeni mezi vektorovymi
prostory nad télesem K.




Abstrakt

Jadro a obraz Vlastnosti Hodnost

Jadro a obraz Izomorfismy

Jadro |

Necht ¢ : V — U je linearni zobrazeni mezi vektorovymi
prostory nad télesem K.

Jeho jadrem nazyvame mnozinu

Kerp = ¢ 1(0) = {x € V; o(x) = 0}.
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Necht ¢ : V — U je linearni zobrazeni mezi vektorovymi
prostory nad télesem K.

Jeho jadrem nazyvame mnozinu

Kerp = ¢ 1(0) = {x € V; o(x) = 0}.

Obrazem linearniho zobrazeni ¢ nazyvame mnozinu

Imp = (V) = {p(x); x € V}.
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Necht ¢ : V — U je linearni zobrazeni mezi vektorovymi
prostory nad télesem K.

Jeho jadrem nazyvame mnozinu

Kerp = ¢ 1(0) = {x € V; o(x) = 0}.

Obrazem linearniho zobrazeni ¢ nazyvame mnozinu
Imp = (V) = {e(x); x € V}.

VySe zavedené oznaceni pochazi z anglickych slov kernel a
image.
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Protoze {0} je linearni podprostor prostoru U a V je linearni
podprostor prostoru V, jako specialni pfipad tvrzeni o vzoru a
obrazu linearniho zobrazeni dostdvame nasledujici vysledek.
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Necht ¢ : V — U je linearni zobrazeni mezi vektorovymi
prostory nad télesem K.
Potom Kery a Imyp jsou linearni podprostory.

Pomoci pojmu jadra a obrazu muzeme charakterizovat
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Necht ¢ : V — U je linearni zobrazeni. Potom
(a) ¢ je injektivni prave tehdy, kdyZ Kerp = {0};
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Protoze {0} je linearni podprostor prostoru U a V je linearni
podprostor prostoru V, jako specialni pfipad tvrzeni o vzoru a
obrazu linearniho zobrazeni dostdvame nasledujici vysledek.

Necht ¢ : V — U je linearni zobrazeni mezi vektorovymi
prostory nad télesem K.
Potom Kery a Imyp jsou linearni podprostory.

Pomoci pojmu jadra a obrazu muzeme charakterizovat
injektivni resp. surjektivni linearni zobrazeni.

Necht ¢ : V — U je linearni zobrazeni. Potom
(a) ¢ je injektivni prave tehdy, kdyZ Kerp = {0};
(b) o je surjektivni pravé tehdy, kdyZz Imy = U.

= = =
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Necht ¢ : V — U je linearni zobrazeni, pficemz vektorovy
prostor V je kone¢né rozmérny.
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Necht ¢ : V — U je linearni zobrazeni, pficemz vektorovy
prostor V je kone¢né rozmérny.

Potom i Kery a Imep jsou konec¢né rozmérné prostory a plati
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Necht ¢ : V — U je linearni zobrazeni, pficemz vektorovy
prostor V je kone¢né rozmérny.

Potom i Kery a Imep jsou konec¢né rozmérné prostory a plati

dim V = dim Kery + dim Ime.
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Necht ¢ : V — U je linearni zobrazeni, pficemz vektorovy
prostor V je kone¢né rozmérny.

Potom i Kery a Imep jsou konec¢né rozmérné prostory a plati

dim V = dim Kery + dim Ime.

Dimenzi obrazu Imy nazyvame hodnosti linearniho zobrazeni
 a znacime ji

h(¢) = dim Imep.
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Linearni zobrazeni ¢ : V — V vektorového prostoru V do sebe
nazyvame linearnim operatorem
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Linearni zobrazeni ¢ : V — V vektorového prostoru V do sebe
nazyvame linearnim operatorem

neboli linearni transformaci.
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Linearni zobrazeni ¢ : V — V vektorového prostoru V do sebe
nazyvame linearnim operatorem

neboli linearni transformaci.

Dalsledek 1.6

Necht ¢ : V — V je linearni transformace konecne rozmérného
vektorového prostoru V.
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Linearni zobrazeni ¢ : V — V vektorového prostoru V do sebe
nazyvame linearnim operatorem

neboli linearni transformaci.

Dalsledek 1.6

Necht ¢ : V — V je linearni transformace konecne rozmérného
vektorového prostoru V.

Potom ¢ je injektivni pravé tehdy, kdyZ je surjektivni.
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Bijektivni linearni zobrazeni ¢ : V — U mezi vektorovymi
prostory V, U nad timz télesem K nazyvame linearni
izomorfismus.
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Bijektivni linearni zobrazeni ¢ : V — U mezi vektorovymi
prostory V, U nad timz télesem K nazyvame linearni
izomorfismus.

Rikame, Ze vektorové prostory V, U jsou linedrné izomorfni
nebo jen kratce izomorfni a piSeme V = U,
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Bijektivni linearni zobrazeni ¢ : V — U mezi vektorovymi
prostory V, U nad timz télesem K nazyvame linearni
izomorfismus.

Rikame, Ze vektorové prostory V, U jsou linedrné izomorfni
nebo jen kratce izomorfni a piSeme V = U,

pokud existuje néjaky linearni izomorfismus ¢ : V — U.

Necht U, V, W jsou vektorové prostory nad télesem K.




Abstrakt

Jadro a obraz Vlastnosti Hodnost

Jadro a obraz Izomorfismy

Linearni izomorfismy |

Bijektivni linearni zobrazeni ¢ : V — U mezi vektorovymi
prostory V, U nad timz télesem K nazyvame linearni
izomorfismus.

Rikame, Ze vektorové prostory V, U jsou linedrné izomorfni
nebo jen kratce izomorfni a piSeme V = U,

pokud existuje néjaky linearni izomorfismus ¢ : V — U.

Necht U, V, W jsou vektorové prostory nad télesem K.

(a) idy : V — V je linearni izomorfismus.
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Bijektivni linearni zobrazeni ¢ : V — U mezi vektorovymi
prostory V, U nad timz télesem K nazyvame linearni
izomorfismus.

Rikame, Ze vektorové prostory V, U jsou linedrné izomorfni
nebo jen kratce izomorfni a piSeme V = U,

pokud existuje néjaky linearni izomorfismus ¢ : V — U.

Necht U, V, W jsou vektorové prostory nad télesem K.

(a) idy : V — V je linearni izomorfismus.
(b) Je-lip : V — U linedrni izomorfismus, pakio=': U — V
je linearni izomorfismus.
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Bijektivni linearni zobrazeni ¢ : V — U mezi vektorovymi
prostory V, U nad timz télesem K nazyvame linearni
izomorfismus.

Rikame, Ze vektorové prostory V, U jsou linedrné izomorfni
nebo jen kratce izomorfni a piSeme V = U,

pokud existuje néjaky linearni izomorfismus ¢ : V — U.

Necht U, V, W jsou vektorové prostory nad télesem K.

(a) idy : V — V je linearni izomorfismus.

(b) Je-lip : V — U linedrni izomorfismus, pakio=': U — V
je linearni izomorfismus.

(c) Jsou-liyp: W — V, ¢ : V — U linearni izomorfismy, pak i
pot: W — U je linearni izomorfismus.
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Z pravé dokazaného tvrzeni okamzité vyplyva nasledujici
dusledek.
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Z pravé dokazaného tvrzeni okamzité vyplyva nasledujici
dusledek.

Dalsledek 1.8

Pro libovolné vektorové prostory U, V, W nad timz télesem K
plati:
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Z pravé dokazaného tvrzeni okamzité vyplyva nasledujici
dusledek.

Dalsledek 1.8

Pro libovolné vektorové prostory U, V, W nad timz télesem K
plati:

(a v=V;
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Z pravé dokazaného tvrzeni okamzité vyplyva nasledujici
dusledek.

Dalsledek 1.8

Pro libovolné vektorové prostory U, V, W nad timz télesem K
plati:

(@ v=V;
b) v=U= U=V,




Abstrakt
Jadro a obraz

Vlastnosti Hodnost
Jadro a obraz Izomorfismy

Linearni izomorfismy Il

Z pravé dokazaného tvrzeni okamzité vyplyva nasledujici
dusledek.

Dalsledek 1.8

Pro libovolné vektorové prostory U, V, W nad timz télesem K
plati:

(@ v=V;
b) v=U= U=V,

C W=VE&VU= W=U.

Rikame, Ze vztah izomorfnosti = je reflexivni, symetricky a
tranzitivni, {j. je vztahem ekvivalence.
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Z pravé dokazaného tvrzeni okamzité vyplyva nasledujici
dusledek.

Dalsledek 1.8

Pro libovolné vektorové prostory U, V, W nad timz télesem K
plati:

(@ v=V;
b) v=U= U=V,

c) W=Vve&Vv=U= W=U.

Rikame, Ze vztah izomorfnosti = je reflexivni, symetricky a
tranzitivni, {j. je vztahem ekvivalence.

Z formalniho hlediska s nim midzeme pracovat podobné jako se
vztahem rovnosti =.
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Priklad 1.9

Necht' V je konecné rozmérny vektorovy prostor nad télesem
K,dimV =napg = (vq,...,Vp) je néjaka jeho baze.
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Necht' V je konecné rozmérny vektorovy prostor nad télesem
K,dimV =napg = (vq,...,Vp) je néjaka jeho baze.

Potom souradnicové zobrazeni X — (X)g je linearni
izomorfizmus V — K".
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Priklad 1.9
Necht' V je konecné rozmérny vektorovy prostor nad télesem
K,dimV =napg = (vq,...,Vp) je néjaka jeho baze.

Potom souradnicové zobrazeni X — (X)g je linearni
izomorfizmus V — K".

Plati, ze typ izomorfismu daného kone¢né rozmérného prostoru
je jednoznacné urceny jeho dimenzi.
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Priklad 1.9
Necht' V je konecné rozmérny vektorovy prostor nad télesem
K,dimV =napg = (vq,...,Vp) je néjaka jeho baze.

Potom souradnicové zobrazeni X — (X)g je linearni
izomorfizmus V — K".

Plati, ze typ izomorfismu daného kone¢né rozmérného prostoru
je jednoznacné urceny jeho dimenzi.

Necht U, V jsou konecné rozmérné vektorové prostory nad
telesem K.
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Priklad 1.9
Necht' V je konecné rozmérny vektorovy prostor nad télesem
K,dimV =napg = (vq,...,Vp) je néjaka jeho baze.

Potom souradnicové zobrazeni X — (X)g je linearni
izomorfizmus V — K".

Plati, ze typ izomorfismu daného kone¢né rozmérného prostoru
je jednoznacné urceny jeho dimenzi.

Necht U, V jsou konecné rozmérné vektorové prostory nad
telesem K.
Potom

VU & dim V =dim U.
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Jadro a obraz lastnosti odnost
Jadro a obraz Izomorfismy

Linearni izomorfismy IV

Tedy konecné rozmérny vektorovy prostor V nad télesem K je
izomorfni se sloupcovym (fadkovym) vektorovym prostorem K"
prave tehdy, kdyz n = dimV.

Pritom kazda baze 3 prostoru V urCuje jeden takovyto
izomorfismus V — K" —

je jim soufadnicové zobrazeni x — (X)g.
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Uvazujme linearni zobrazeni ¢ : K" — K™. V prostoru K"
méame kanonickou bazi (") = (eq,...,ep).
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Uvazujme linearni zobrazeni ¢ : K" — K™. V prostoru K"
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z prostoru K™, muzeme vytvofit matici
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Uvazujme linearni zobrazeni ¢ : K" — K™. V prostoru K"
méame kanonickou bazi (") = (eq,...,ep).

Protoze obrazy ((e;) vektoru této baze jsou sloupcove vektory
z prostoru K™, muzeme vytvofit matici

A= (p(e1),...,p(en) € K™,
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Motivace |

Uvazujme linearni zobrazeni ¢ : K" — K™. V prostoru K"
méame kanonickou bazi (") = (eq,...,ep).

Protoze obrazy ((e;) vektoru této baze jsou sloupcove vektory
z prostoru K™, muzeme vytvofit matici

A= (p(e1),...,p(en) € K™,

jejimiz sloupci jsou prave tyto vektory,
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Motivace |

Uvazujme linearni zobrazeni ¢ : K" — K™. V prostoru K"
méame kanonickou bazi (") = (eq,...,ep).

Protoze obrazy ((e;) vektoru této baze jsou sloupcove vektory
z prostoru K™, muzeme vytvofit matici

A= (p(e1),...,p(en) € K™,

jejimiz sloupci jsou prave tyto vektory,

t.j. plati s;(A) = ¢(e;) pro1 <j < n.
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Ukazeme, jak mizZeme obraz (x) libovolného vektoru
X = (x,...,xn)" € K" vypoditat pouze ze znalosti této matice.
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Motivace Il

Ukazeme, jak mizZeme obraz (x) libovolného vektoru
X = (x,...,xn)" € K" vypoditat pouze ze znalosti této matice.

Uvédomme si, Ze X = x1€4 + - - - + X,€p, a pocitejme

p(X) = w(xie1+...+ Xnen)
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Motivace Il

Ukazeme, jak mizZeme obraz (x) libovolného vektoru
X = (x,...,xn)" € K" vypoditat pouze ze znalosti této matice.

Uvédomme si, Ze X = x1€4 + - - - + X,€p, a pocitejme

p(X) = w(xie1+ ...+ Xnen)
= Xx1p(€1) + ...+ Xnp(en)
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Motivace Il

Ukazeme, jak mizZeme obraz (x) libovolného vektoru
X = (x,...,xn)" € K" vypoditat pouze ze znalosti této matice.

Uvédomme si, Ze X = x1€4 + - - - + X,€p, a pocitejme

p(X) = w(xie1+ ...+ Xnen)
= Xx1p(€1) + ...+ Xnp(en)

= (s1(A),...,sn(A)) - (X1,...,xn)T
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Motivace Il

Ukazeme, jak mizZeme obraz (x) libovolného vektoru
X = (x,...,xn)" € K" vypoditat pouze ze znalosti této matice.

Uvédomme si, Ze X = x1€4 + - - - + X,€p, a pocitejme

p(X) = w(xie1+ ...+ Xnen)
= Xx1p(€1) + ...+ Xnp(en)

= (s1(A),...,sn(A)) - (X1,...,xn)T

= A-X
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Motivace Il

Ukazeme, jak mizZeme obraz (x) libovolného vektoru
X = (x,...,xn)" € K" vypoditat pouze ze znalosti této matice.

Uvédomme si, Ze X = x1€4 + - - - + X,€p, a pocitejme

p(X) = w(xie1+ ...+ Xnen)
= Xx1p(€1) + ...+ Xnp(en)

= (s1(A),...,sn(A)) - (X1,...,xn)T
= A-X

Tedy kaZdé linearni zobrazeni ¢ : K" — K™ ma tvar
©(x) = A - x pro vhodnou matici A € K™,



Matice LZ
atce Motivace Piiklady

Matice v bazich Prostory LZ

Motivace IV

Protoze kazdy kone¢né rozmérny vektorovy prostor V nad
télesem K je izomorfni s prostorom K" pro n = dimV,
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Motivace IV

Protoze kazdy kone¢né rozmérny vektorovy prostor V nad
télesem K je izomorfni s prostorom K" pro n = dimV,

pri volbé pevnych bazi v kone¢né rozmérnych prostoroch U, V,
bude mozné libovolné linearni zobrazeni ¢ : V — U zak6dovat
pomoci vhodné matice A.
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Motivace IV

Protoze kazdy kone¢né rozmérny vektorovy prostor V nad
télesem K je izomorfni s prostorom K" pro n = dimV,

pri volbé pevnych bazi v kone¢né rozmérnych prostoroch U, V,
bude mozné libovolné linearni zobrazeni ¢ : V — U zak6dovat
pomoci vhodné matice A.

4 V)

K" K™
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Motivace IV

Protoze kazdy kone¢né rozmérny vektorovy prostor V nad
télesem K je izomorfni s prostorom K" pro n = dimV,

pri volbé pevnych bazi v kone¢né rozmérnych prostoroch U, V,
bude mozné libovolné linearni zobrazeni ¢ : V — U zak6dovat
pomoci vhodné matice A.
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K" K™
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Motivace IV

Protoze kazdy kone¢né rozmérny vektorovy prostor V nad
télesem K je izomorfni s prostorom K" pro n = dimV,

pri volbé pevnych bazi v kone¢né rozmérnych prostoroch U, V,
bude mozné libovolné linearni zobrazeni ¢ : V — U zak6dovat
pomoci vhodné matice A.

()5

K" K™
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Motivace IV

Protoze kazdy kone¢né rozmérny vektorovy prostor V nad
télesem K je izomorfni s prostorom K" pro n = dimV,

pri volbé pevnych bazi v kone¢né rozmérnych prostoroch U, V,
bude mozné libovolné linearni zobrazeni ¢ : V — U zak6dovat
pomoci vhodné matice A.
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Motivace IV

Protoze kazdy kone¢né rozmérny vektorovy prostor V nad
télesem K je izomorfni s prostorom K" pro n = dimV,

pri volbé pevnych bazi v kone¢né rozmérnych prostoroch U, V,
bude mozné libovolné linearni zobrazeni ¢ : V — U zak6dovat
pomoci vhodné matice A.
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Necht U, V jsou konec¢né rozmérné vektorové prostory nad
télesem K, dim U = m,dim V =na a = (uy,...,up),
B = (v1,...,Vp) jsou baze v U, resp. ve V.
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Necht U, V jsou konec¢né rozmérné vektorové prostory nad
télesem K, dim U = m,dim V =na a = (uy,...,up),
B = (v1,...,Vp) jsou baze v U, resp. ve V.

Matici linearniho zobrazeni o : V — U vzhledem k bazim 3,
a nazyvame matici

A= ((pV)as- - (P(Vn))a) € K™,
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Matici linearniho zobrazeni vzhledem k bazim |

Necht U, V jsou konec¢né rozmérné vektorové prostory nad
télesem K, dim U = m,dim V =na a = (uy,...,up),
B = (v1,...,Vp) jsou baze v U, resp. ve V.

Matici linearniho zobrazeni o : V — U vzhledem k bazim 3,
a nazyvame matici

A= ((pV)as- - (P(Vn))a) € K™,

jejiz sloupce jsou tvofeny soufadnicemi obrazu ¢(v;) vektoru
baze 3 vzhledem k bazi «,
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Necht U, V jsou konec¢né rozmérné vektorové prostory nad
télesem K, dim U = m,dim V =na a = (uy,...,up),
B = (v1,...,Vp) jsou baze v U, resp. ve V.

Matici linearniho zobrazeni o : V — U vzhledem k bazim 3,
a nazyvame matici

A= ((pV)as- - (P(Vn))a) € K™,

jejiz sloupce jsou tvofeny soufadnicemi obrazu ¢(v;) vektoru
baze 3 vzhledem k bazi «,

t.j. plati s;(A) = (o(Vj))a pro1 <j < n.
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Matici linearniho zobrazeni vzhledem k bazim |

Necht U, V jsou konec¢né rozmérné vektorové prostory nad
télesem K, dim U = m,dim V =na a = (uy,...,up),
B = (v1,...,Vp) jsou baze v U, resp. ve V.

Matici linearniho zobrazeni o : V — U vzhledem k bazim 3,
a nazyvame matici

A= ((e(V1))as- -+ (©(Vn))a) € K™,

jejiz sloupce jsou tvofeny soufadnicemi obrazu ¢(v;) vektoru
baze 3 vzhledem k bazi «,

t.j. plati s;(A) = (¢(Vj))a pro1 <j < n.

Tuto matici znacime téz
A= (go)aﬁ.



Matice L2 Motivace Priklady

Matice v bazich Prostory LZ

Matici linearniho zobrazeni vzhledem k bazim Il
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V8imnéme si u (), Obrédcené poradi znakl bazi vici poradi
vektorovych prostort v oznaceni zobrazeni o : V — U.

Matici A ze zaCatku tohoto paragrafu mizeme nazvat matici
linearniho zobrazeni o : K" — K™ vzhledem na kanonickou
bazi (", e(m),
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Matici linearniho zobrazeni vzhledem k bazim Il

V8imnéme si u (), Obrédcené poradi znakl bazi vici poradi
vektorovych prostort v oznaceni zobrazeni o : V — U.
Matici A ze zaCatku tohoto paragrafu mizeme nazvat matici

linearniho zobrazeni o : K" — K™ vzhledem na kanonickou
bazi ("), (M),

Tedy A = (©)etm cn)-
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Matici linearniho zobrazeni vzhledem k bazim Il

V8imnéme si u (), Obrédcené poradi znakl bazi vici poradi
vektorovych prostort v oznaceni zobrazeni o : V — U.

Matici A ze zaCatku tohoto paragrafu mizeme nazvat matici
linearniho zobrazeni o : K" — K™ vzhledem na kanonickou
bazi (", e(m),

Tedy A = ()cim cin)-

Pokud nefekneme jinak, budeme pod matici linearniho
zobrazeni ¢ : K" — K™ mezi sloupcovymi vektorovymi prostory
vzdy rozumeét matici (¢).m (» zobrazeni ¢ vzhledem ke
kanonickym bazim.
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Matici linearni transformace ¢ : V — V vzhledem k bazi «
prostoru V tedy rozumime matici (¢)a.a-
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Matici linearni transformace ¢ : V — V vzhledem k bazi «
prostoru V tedy rozumime matici (¢)a.a-

P¥itom plati (v;)g = e pro libovolny vektor v; baze
B=(v1,...,Vp) prostoru V.
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Matici linearniho zobrazeni vzhledem k bazim |

Matici linearni transformace ¢ : V — V vzhledem k bazi «
prostoru V tedy rozumime matici (¢)a.a-

P¥itom plati (v;)g = e pro libovolny vektor v; baze
B=(v1,...,Vp) prostoru V.

Z toho je zfejmé, ze pro kazdou bazi 8 n-rozmérného
vektorového prostoru V plati
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Matici linearniho zobrazeni vzhledem k bazim |

Matici linearni transformace ¢ : V — V vzhledem k bazi «
prostoru V tedy rozumime matici (¢)a.a-

P¥itom plati (v;)g = e pro libovolny vektor v; baze
B=(v1,...,Vp) prostoru V.

Z toho je zfejmé, ze pro kazdou bazi 8 n-rozmérného
vektorového prostoru V plati

(idv)ss = (&")s = In.
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Matici linearniho zobrazeni vzhledem k bazim IV

Necht ¢ : V — U je linearni zobrazeni mezi kone¢né
rozmérnymi vektorovymi prostory nad télesem K, dimV = n,
dimU = m a a, B jsou baze prostorti U resp. V.
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Matici linearniho zobrazeni vzhledem k bazim IV

Necht ¢ : V — U je linearni zobrazeni mezi kone¢né
rozmérnymi vektorovymi prostory nad télesem K, dimV = n,
dimU = m a a, B jsou baze prostorti U resp. V.

Potom pro vsechna x € V plati

(X))o = (P)as - (X)s
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Matici linearniho zobrazeni vzhledem k bazim IV

Necht ¢ : V — U je linearni zobrazeni mezi kone¢né
rozmérnymi vektorovymi prostory nad télesem K, dimV = n,
dimU = m a a, B jsou baze prostorti U resp. V.

Potom pro vsechna x € V plati

(X))o = (P)as - (X)s

a A = (¢)a,s je jedina matice touto viastnosti.
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Matici linearniho zobrazeni vzhledem k bazim V

Skladani linearnich zobrazeni zodpovida nasobeni matic.
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Matici linearniho zobrazeni vzhledem k bazim V

Skladani linearnich zobrazeni zodpovida nasobeni matic.

Necht U, V, W jsou konecné rozmérné vektorové prostory nad
telesem K, a je baze U, (3 je baze V a~ je baze W.
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Matici linearniho zobrazeni vzhledem k bazim V

Skladani linearnich zobrazeni zodpovida nasobeni matic.

Necht U, V, W jsou konecné rozmérné vektorové prostory nad
telesem K, a je baze U, (3 je baze V a~ je baze W.

Potom pro libovolné linearni zobrazeni): W — V, p: V = U
plati
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Matici linearniho zobrazeni vzhledem k bazim V

Skladani linearnich zobrazeni zodpovida nasobeni matic.

Necht U, V, W jsou konecné rozmérné vektorové prostory nad
telesem K, a je baze U, (3 je baze V a~ je baze W.

Potom pro libovolné linearni zobrazeni): W — V, p: V = U
plati

(pov)ay = (P)as (V)
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Otoceni roviny okolo pocatku o thel o € R je linearni
zobrazeni R,, : R? — R2,
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Piklady |

Otoceni roviny okolo pocatku o thel o € R je linearni
zobrazeni R,, : R? — R2,

Matici tohoto linearniho zobrazeni vzhledem na kanonickou
bazi e budeme znadit rovnéz R,
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Piklady |

Otoceni roviny okolo pocatku o thel o € R je linearni
zobrazeni R,, : R? — R2,

Matici tohoto linearniho zobrazeni vzhledem na kanonickou
bazi e budeme znadit rovnéz R,

tedy pro x € R? budeme psat R,(X) = Ry, - X.
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Piklady |

Otoceni roviny okolo pocatku o thel o € R je linearni
zobrazeni R,, : R? — R2,

Matici tohoto linearniho zobrazeni vzhledem na kanonickou
bazi e budeme znadit rovnéz R,
tedy pro x € R? budeme psat R,(X) = Ry, - X.

Jeji sloupce ziskdme otodenim vektord eq = (1,0)7,
e> = (0,1)" o uhel a.
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Priklady I

y
P(x,y)
.0\\
S sina .
\a
- X
-7 | cosu
Pix7y')
v
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Priklady I

Z definice goniometrickych funkci sinus a cosinus pomoci
jednotkové kruznice dostavame
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Priklady I

Z definice goniometrickych funkci sinus a cosinus pomoci
jednotkové kruznice dostavame

Cos o
R. e = ( sinoz)’
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Priklady I

Z definice goniometrickych funkci sinus a cosinus pomoci
jednotkové kruznice dostavame

Cos o
R. e = ( sinoz)’
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Priklady I

Z definice goniometrickych funkci sinus a cosinus pomoci
jednotkové kruznice dostavame

Cos o
R. e = ( sinoz)’

. _ cos(%%—a) [ —sina
R e2_<sin(g+a) ) _< cos )
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Priklady I

Z definice goniometrickych funkci sinus a cosinus pomoci
jednotkové kruznice dostavame

Cos o
R. e = ( sinoz)’

. _ cos(%%—a) [ —sina
R e2_<sin(g+a) ) _< cos )

To znamena, Ze
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Priklady I

Z definice goniometrickych funkci sinus a cosinus pomoci
jednotkové kruznice dostavame

Cos o
R. e = ( sinoz)’

e () ()

N

To znamena, ze R, — < cosa —sina )

sina  cos
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Priklady I

Z definice goniometrickych funkci sinus a cosinus pomoci
jednotkové kruznice dostavame

cos &
Ra'e1:(sina>’
_ cos(£+a) [ —sina
Ra'e2_<sin(g+a) ) _< cos )

To znamend, Ze R, — ( <% —"@
Sin &« COS ¢

N

a obrazem libovolného vektoru (x,y)" € R? v otodeni R, je
vektor
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Matice v bazich Prostory LZ

Priklady I

Z definice goniometrickych funkci sinus a cosinus pomoci
jednotkové kruznice dostavame

cos &
Ra'e1:(sina>’
_ cos(£+a) [ —sina
Ra'e2_<sin(g+a) ) _< cos )

To znamend, Ze R, — ( <% —"@
Sin &« COS ¢

N

a obrazem libovolného vektoru (x,y)" € R? v otodeni R, je
vektor R .[ X\ _ /[ Xcosa~— ysina
o y )  \ Xxsina+ycosa )’
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Matice v bazich Prostory LZ

Priklady Il
Matice

R./6 = ( cos(r/6) —sin(r/6) >

sin(7/6)  cos(m/6)
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Matice v bazich Prostory LZ

Priklady Il
Matice

R,6 = ( cos(m/6) —sin(m/6) > B ( V3/2 —1/2 )

sin(r/6)  cos(m/6) 1/2  /3/2




Matice LZ

Motivace Priklady
Matice v bazich Prostory LZ

Priklady Il
Matice

([ cos(n/6) —sin(x/6) \ _ [ V3/2 —1/2
RW/G_ ( sin(ﬂ'/G) COS(7T/6) > _( 1/2 \/§/2>

reprezentuje vzhledem ke standardni bazi transformaci
R, /6 : R? — R?, kterd otoci vektory o /6 radidnti proti sméru
hodinovych rucicek.




Matice LZ
atice Motivace Priklady
Matice v bazich Prostory LZ

Priklady 1V

Piiklad 2.4

Osova soumeérnost roviny podle libovolné pfimky prochazejici
podatkem definuje zobrazeni S, : R — R?, kde o € R je uhel,
ktery svira osa soumeérnosti s 0sou X.
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Matice v bazich Prostory LZ

Priklady 1V

Piiklad 2.4

Osova soumeérnost roviny podle libovolné pfimky prochazejici
podatkem definuje zobrazeni S, : R — R?, kde o € R je uhel,
ktery svira osa soumeérnosti s 0sou X.

Pomoci obdobné uvahy jako v pripadé otoceni muzeme ovérit,
Ze i S, je linearni zobrazeni.
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Matice v bazich Prostory LZ

Priklady 1V

Piiklad 2.4

Osova soumeérnost roviny podle libovolné pfimky prochazejici
podatkem definuje zobrazeni S, : R — R?, kde o € R je uhel,
ktery svira osa soumeérnosti s 0sou X.

Pomoci obdobné uvahy jako v pripadé otoceni muzeme ovérit,
Ze i S, je linearni zobrazeni.

Jeho matici vzhledem ke kanonické bazi e budeme znacit
stejné, t. S,.
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Matice v bazich Prostory LZ

Priklady 1V

Piiklad 2.4

Osova soumeérnost roviny podle libovolné pfimky prochazejici
podatkem definuje zobrazeni S, : R — R?, kde o € R je uhel,
ktery svira osa soumeérnosti s 0sou X.

Pomoci obdobné uvahy jako v pripadé otoceni muzeme ovérit,
Ze i S, je linearni zobrazeni.

Jeho matici vzhledem ke kanonické bazi e budeme znacit
stejné, t. S,.

Zfejmé matice soumeérnosti podle osy x je

10
S°:<o —1>
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Matice v bazich Prostory LZ

Piiklady V

Osovou soumérnost S, muzeme obdrZet jako slozeni otoceni
R_., osové soumérnosti Sy a otoceni R,,




Matice LZ
atice Motivace Priklady

Matice v bazich Prostory LZ

Piiklady V

Osovou soumérnost S, muzeme obdrZet jako slozeni otoceni
R_., osové soumérnosti Sy a otoceni R,,

g.

S.=R, -Sp-R_,.
Po vynasobeni pfislusnych matic z toho s vyuZitim
trigonometrickych vzorcu dostaneme
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Matice v bazich Prostory LZ

Piiklady V

Osovou soumérnost S, muzeme obdrZet jako slozeni otoceni
R_., osové soumérnosti Sy a otoceni R,,

tj.

S.=R, -Sp-R_,.
Po vynasobeni pfislusnych matic z toho s vyuZitim
trigonometrickych vzorcu dostaneme

sin2ac  — cos2a

Sa:<cos2a sin 2a )
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Matice v bazich Prostory LZ

Piiklady V

Osovou soumérnost S, muzeme obdrZet jako slozeni otoceni
R_., osové soumérnosti Sy a otoceni R,,

tj.

S.=R, -Sp-R_,.
Po vynasobeni pfislusnych matic z toho s vyuZitim
trigonometrickych vzorcu dostaneme

Sa:<cos2a sin 2a )

sin2ac  — cos2a

Tedy osova soumérnost S,, zobrazi vektor (x,y)T € R? na
vektor




Matice LZ
atice Motivace Priklady

Matice v bazich Prostory LZ

Piiklady V

Osovou soumérnost S, muzeme obdrZet jako slozeni otoceni
R_., osové soumérnosti Sy a otoceni R,,

g.
S. =Ra-So-R_a.

Po vynasobeni pfislusnych matic z toho s vyuZitim
trigonometrickych vzorcu dostaneme

Sa:<cos2a sin 2a )

sin2ac  — cos2a

Tedy osova soumérnost S,, zobrazi vektor (x,y)T € R? na

vektor
X X cos2a + ysin 2«
S.- = : .
y Xsin2a — y cos 2a
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Matice v bazich Prostory LZ

Priklady VI

Stejnolehlost neboli téZ homotetie se stfedem v pocatku a
s koeficientem podobnosti 0 #+ ¢ € R je opét linearni zobrazeni
R? — R? s matici cl, = diag(c, ¢).
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Matice v bazich Prostory LZ

Priklady VI

Stejnolehlost neboli téZ homotetie se stfedem v pocatku a
s koeficientem podobnosti 0 #+ ¢ € R je opét linearni zobrazeni
R? — R? s matici cl, = diag(c, ¢).

@c
A B
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Matice v bazich Prostory LZ

Priklady VI

Stejnolehlost neboli téZ homotetie se stfedem v pocatku a
s koeficientem podobnosti 0 #+ ¢ € R je opét linearni zobrazeni
R? — R? s matici cl, = diag(c, ¢).

@c
A B
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atice Motivace Priklady

Matice v bazich Prostory LZ

Priklady VI

Stejnolehlost neboli téZ homotetie se stfedem v pocatku a
s koeficientem podobnosti 0 # ¢ € R je opét linearni zobrazeni
R? — R? s matici cly = diag(c, ¢).

@C
A B

Tento priklad mizeme evidentnim zpusobem zevseobecnit na
libovolnou dimenzi n.




Matice LZ
atice Motivace Priklady

Matice v bazich Prostory LZ

Priklady VI

Zkoseny hranol



Matice L2 Motivace Priklady

Matice v bazich Prostory LZ

Priklady VIII
Ptiklad 2.6
Zkoseni (krouceni, stfih) zpusobuje deformace tvard.




Matice L2 Motivace Priklady

Matice v bazich Prostory LZ

Priklady VIII
Ptiklad 2.6
Zkoseni (krouceni, stfih) zpusobuje deformace tvard.

Vysledek transformace vyvolava dojem, jako kdyby objekty byly
sloZeny z mnoha vrstev, které jsou po sobé posouvany.




ice LZ
Matice L Motivace Priklady
Matice v bazich Prostory LZ

Priklady VIII
Ptiklad 2.6
Zkoseni (krouceni, stfih) zpusobuje deformace tvard.

Vysledek transformace vyvolava dojem, jako kdyby objekty byly
sloZeny z mnoha vrstev, které jsou po sobé posouvany.

Dvé zakladni transformace jsou zkoseni ve sméru x a zkoseni
ve smeruy.
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Matice v bazich Prostory LZ

Priklady VIl
Piklad 2.6

Zkoseni (krouceni, stfih) zpusobuje deformace tvard.

Vysledek transformace vyvolava dojem, jako kdyby objekty byly
sloZeny z mnoha vrstev, které jsou po sobé posouvany.

Dvé zakladni transformace jsou zkoseni ve sméru x a zkoseni
ve smeruy.

Pro zkoseni ve sméru x s parametrem a € K se pouziva
transformacni matice ur¢ena predpisem:




Matice L2 Motivace Priklady

Matice v bazich Prostory LZ

Priklady VIl
Piklad 2.6

Zkoseni (krouceni, stfih) zpusobuje deformace tvard.

Vysledek transformace vyvolava dojem, jako kdyby objekty byly
sloZeny z mnoha vrstev, které jsou po sobé posouvany.

Dvé zakladni transformace jsou zkoseni ve sméru x a zkoseni
ve smeruy.

Pro zkoseni ve sméru x s parametrem a € K se pouziva
transformacni matice ur¢ena predpisem:

AG D=y )= (2 0)-(0)
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Matice v bazich Prostory LZ

Priklady VIl
Piklad 2.6

Zkoseni (krouceni, stfih) zpusobuje deformace tvard.

Vysledek transformace vyvolava dojem, jako kdyby objekty byly
sloZeny z mnoha vrstev, které jsou po sobé posouvany.

Dvé zakladni transformace jsou zkoseni ve sméru x a zkoseni
ve smeruy.

Pro zkoseni ve sméru x s parametrem a € K se pouziva
transformacni matice ur¢ena predpisem:

AG D=y )= (2 0)-(0)

Je tak definovand linearni transformace roviny, ktera posouva
jeji kazdou "vodorovnou vrstvu" {(x, y); ¥ = s}, s € K, o vektor
ase;.
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Matice v bazich Prostory LZ

Priklady VIl
Piklad 2.6

Zkoseni (krouceni, stfih) zpusobuje deformace tvard.

Vysledek transformace vyvolava dojem, jako kdyby objekty byly
sloZeny z mnoha vrstev, které jsou po sobé posouvany.

Dvé zakladni transformace jsou zkoseni ve sméru x a zkoseni
ve smeruy.

Pro zkoseni ve sméru x s parametrem a € K se pouziva
transformacni matice ur¢ena predpisem:

AG D=y )= (2 0)-(0)

Je tak definovand linearni transformace roviny, ktera posouva
jeji kazdou "vodorovnou vrstvu" {(x, y); ¥ = s}, s € K, o vektor
aseq. Analogické linearni transformace funguiji i ve

vicerozmérni’ch Erostorech K".
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Matice v bazich Prostory LZ

Prostory linearnich zobrazeni |

Necht U, V jsou vektorové prostory nad ¢iselnym télesem K.
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Matice v bazich Prostory LZ

Prostory linearnich zobrazeni |

Necht U, V jsou vektorové prostory nad ¢iselnym télesem K.

Uvazme vektorovy prostor UY vSech zobrazeni f: V — U
s operacemi souctu a skalarniho nasobku definovanymi po
slozkach.
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Matice v bazich Prostory LZ

Prostory linearnich zobrazeni |

Necht U, V jsou vektorové prostory nad ¢iselnym télesem K.

Uvazme vektorovy prostor UY vSech zobrazeni f: V — U
s operacemi souctu a skalarniho nasobku definovanymi po
slozkach.

ch linearnich zobrazeni

Pak pro mnozinu L(V, U) v
¢: V= Uplati £L(V,U)

) véec
cuv.
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Matice v bazich Prostory LZ

Prostory linearnich zobrazeni Il

Necht U, V jsou vektorové prostory nad télesem K.




Matice LZ
atice Motivace Priklady

Matice v bazich Prostory LZ

Prostory linearnich zobrazeni Il

Necht U, V jsou vektorové prostory nad télesem K.

Potom L(V, U) je linedrni podprostor vektorového prostoru UV .
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Matice v bazich Prostory LZ

Prostory linearnich zobrazeni Il

Necht U, V jsou vektorové prostory nad télesem K.
Potom L(V, U) je linedrni podprostor vektorového prostoru UV .

Tedy L(V, U) je vektorovy prostor nad K.

Necht U, V jsou konecné rozmérné vektorové prostory nad
télesem K adimU = m, dimV = n.
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Matice v bazich Prostory LZ

Prostory linearnich zobrazeni Il

Necht U, V jsou vektorové prostory nad télesem K.
Potom L(V, U) je linedrni podprostor vektorového prostoru UV .

Tedy L(V, U) je vektorovy prostor nad K.

Necht U, V jsou konecné rozmérné vektorové prostory nad
télesem K adimU = m, dimV = n.

Potom
L(V,U) =2 K™"
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Matice v bazich Prostory LZ

Prostory linearnich zobrazeni Il

Necht U, V jsou vektorové prostory nad télesem K.
Potom L(V, U) je linedrni podprostor vektorového prostoru UV .

Tedy L(V, U) je vektorovy prostor nad K.

Necht U, V jsou konecné rozmérné vektorové prostory nad
télesem K adimU = m, dimV = n.

Potom
L(V,U) =2 K™"

tedy dim£(V, U) = mn.
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Matice v bazich Prostory LZ

Prostory linearnich zobrazeni

Zvolme bazi a v prostoru U a 3 v prostoru V.
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Matice v bazich Prostory LZ

Prostory linearnich zobrazeni

Zvolme bazi a v prostoru U a 3 v prostoru V.

Na matici (¢)a,3 se miZeme divat jako na soufadnice vektoru
p € L(V,U) v prostoru K™, vzhledem na dvojici bazi 3, .
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Matice v bazich Prostory LZ

Prostory linearnich zobrazeni

Zvolme bazi a v prostoru U a 3 v prostoru V.

Na matici (¢)a,3 se miZeme divat jako na soufadnice vektoru
p € L(V,U) v prostoru K™, vzhledem na dvojici bazi 3, .

Linearni zobrazeni ¢ : V — K z vektorového prostoru V do
télesa K se nazyva linearni funkcional nebo téz linearni
formana V.
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Matice v bazich Prostory LZ

Prostory linearnich zobrazeni

Zvolme bazi a v prostoru U a 3 v prostoru V.

Na matici (¢)a,3 se miZeme divat jako na soufadnice vektoru
p € L(V,U) v prostoru K™, vzhledem na dvojici bazi 3, .

Linearni zobrazeni ¢ : V — K z vektorového prostoru V do
télesa K se nazyva linearni funkcional nebo téz linearni
formana V.

Vektorovy prostor £(V, K) v8ech linearnich forem na V se
nazyva dualni prostor nebo jen kratce dual vektorového
prostoru V.
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Matice v bazich Prostory LZ

Prostory linearnich zobrazeni

Zvolme bazi « v prostoru U a 3 v prostoru V.
Na matici (¢)a,3 se miZeme divat jako na soufadnice vektoru
¢ € L(V,U) v prostoru K™ vzhledem na dvojici bazi 3, a.

Linearni zobrazeni ¢ : V — K z vektorového prostoru V do
télesa K se nazyva linearni funkcional nebo téz linearni
formana V.

Vektorovy prostor £(V, K) v8ech linearnich forem na V se
nazyva dualni prostor nebo jen kratce dual vektorového
prostoru V.

Budeme pouzivat oznaceni £(V,K) = V*.
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Matice v bazich Prostory LZ

Prostory linearnich zobrazeni IV

Pokud v télese K budeme vzdy uvazovat pouze kanonickou
bazi sestavajici z jediného vektoru 1 € K,
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Matice v bazich Prostory LZ

Prostory linearnich zobrazeni IV

Pokud v télese K budeme vzdy uvazovat pouze kanonickou
bazi sestavajici z jediného vektoru 1 € K,

libovolna baze 3 v kone¢né rozmérném prostoru V uréuje
linearni izomorfismus V* — V dany pfedpisem ¢ — ()1 3.
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Matice v bazich Prostory LZ

Prostory linearnich zobrazeni IV

Pokud v télese K budeme vzdy uvazovat pouze kanonickou
bazi sestavajici z jediného vektoru 1 € K,

libovolna baze 3 v kone¢né rozmérném prostoru V uréuje
linearni izomorfismus V* — V dany pfedpisem ¢ — ()1 3.

Plati tedy

Pro libovolny konecné rozmerny vektorovy prostor V nad
telesem K plati V* = V.




Matice LZ
atice Motivace Priklady

Matice v bazich Prostory LZ

Prostory linearnich zobrazeni V

Matice ()1 g linearniho funkcionalu ¢ : V — K je fadkovy
vektor z prostoru K",
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Matice v bazich Prostory LZ

Prostory linearnich zobrazeni V

Matice ()1 g linearniho funkcionalu ¢ : V — K je fadkovy
vektor z prostoru K",

P¥i volbé& kanonické baze e v sloupcovém prostoru K™
muzeme fadkovy prostor K" ztotoznit s dudlem (K™1)”
sloupcového prostoru K™<1.
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Matice v bazich Prostory LZ

Prostory linearnich zobrazeni V

Matice ()1 g linearniho funkcionalu ¢ : V — K je fadkovy
vektor z prostoru K",

P¥i volbé& kanonické baze e v sloupcovém prostoru K™
muzeme fadkovy prostor K" ztotoznit s dudlem (K™1)”
sloupcového prostoru K™<1.

Izomorfismus kone¢né rozmérného prostoru V a jeho duélu V*
zavisi od vybéru baze ve V.
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Matice v bazich Prostory LZ

Prostory linearnich zobrazeni VI

Pro libovolny vektorovy prostor V muzeme definovat kanonické,
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Matice v bazich Prostory LZ

Prostory linearnich zobrazeni VI

Pro libovolny vektorovy prostor V muzeme definovat kanonické,

tj. od vybéru baze nezavislé zobrazeni z prostoru V do jeho
druhého dualu V**
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Matice v bazich Prostory LZ

Prostory linearnich zobrazeni VI

Pro libovolny vektorovy prostor V muzeme definovat kanonické,

tj. od vybéru baze nezavislé zobrazeni z prostoru V do jeho
druhého dualu V**

dané predpisem x — X, kde
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Matice v bazich Prostory LZ

Prostory linearnich zobrazeni VI

Pro libovolny vektorovy prostor V muzeme definovat kanonické,

tj. od vybéru baze nezavislé zobrazeni z prostoru V do jeho
druhého dualu V**

dané predpisem x — X, kde

X(¢) = ¢(x)

prox e V,pe V.
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Matice v bazich Prostory LZ

Prostory linearnich zobrazeni VII

Nech V je vektorovy prostor nad télesem K.




Matice LZ
Motivace

Matice v bazich

Prostory linearnich zobrazeni VII

Nech V je vektorovy prostor nad télesem K.

Potom
(a) X — X je injektivni linedrni zobrazeni V — V**;

Priklady
Prostory LZ
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Matice v bazich Prostory LZ

Prostory linearnich zobrazeni VII

Nech V je vektorovy prostor nad télesem K.
Potom
(a) X — X je injektivni linedrni zobrazeni V — V**;

(b) pokud je V konecné rozmérny, pak X > X je linedrni
izomorfismus V — V**.
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Matice v bazich Prostory LZ

Prostory linearnich zobrazeni VI

Kazdy vektor x € V definuje linearni funkcional X na dualnim
prostoru V*.
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Matice v bazich Prostory LZ

Prostory linearnich zobrazeni VI

Kazdy vektor x € V definuje linearni funkcional X na dualnim
prostoru V*.

Konecné rozmeérny vektorovy prostor V muzeme pfifazenim
X > X pFirozené ztotoznit s dualem prostoru V*.
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@ Vlastnosti matice
prechodu

@ Vypocet matice
prechodu

@ Matice linearniho
zobrazeni

@ Matice linearniho
zobrazeni vzhledem na

Q Matice pfechodu rizné baze

@ Definice matice

prechodu



Definice Vypocet

Matice pfechodu
P Vlastnosti Zobrazeni

Definice matice prechodu |

Necht V je vektorovy prostor nad télesem K a
a=(uj,...,Upy), B=(vq,...,Vp) jsou jeho dvé baze.

Matici prechodu z baze 3 do baze o nazyvame matici
identického zobrazeniidy : V — V vzhledem na bazi 3, «a,
kterou znacime P, g. Tedy

Po s = (idy)a.s-




Definice Vypocet

Matice pfechodu
P Vlastnosti Zobrazeni

Definice matice prechodu Il

Sloupce matice pfechodu P, g jsou tvofeny soufadnicemi
vektorll baze 3 vzhledem na bazi «,




Definice Vypocet

Matice pfechodu
P Vlastnosti Zobrazeni

Definice matice prechodu Il

Sloupce matice pfechodu P, g jsou tvofeny soufadnicemi
vektorll baze 3 vzhledem na bazi «,

t.j. 8j(Pa,g) = (Vj)a prol <j<n.




Definice Vypocet

Matice pfechodu
P Vlastnosti Zobrazeni

Definice matice prechodu Il

Sloupce matice pfechodu P, g jsou tvofeny soufadnicemi
vektorll baze 3 vzhledem na bazi «,

t.j. 8j(Pa,g) = (Vj)a prol <j<n.

Tedy

Paﬂ = ((V1 )Oéa (V2)aa ceey (Vn)a)a




Definice Vypocet

Matice pFech
atice pfechodu Vlastnosti Zobrazeni

Definice matice prechodu Il

Sloupce matice pfechodu P, g jsou tvofeny soufadnicemi
vektorll baze 3 vzhledem na bazi «,

t.j. 8j(Pa,g) = (Vj)a prol <j<n.

Tedy
Paﬂ = ((V1 )Oéa (V2)aa ceey (Vn)a)a

a tato matice je jednoznacné uréena podminkou transformace
souradnic

(X)a = Pas - (X)s
pro libovolné x € V.



Definice Vypocet

Matice pfechodu
P Vlastnosti Zobrazeni

Definice matice pfechodu I

Pokud do rovnosti x = a - (X) budeme za x postupné
dosazovat vektory vy, ..., v, bazi 8, s vyuzitim vztahu pro
sloupce soucinu matic dostaneme




Definice Vypocet

Matice pfechodu
P Vlastnosti Zobrazeni

Definice matice pfechodu I

Pokud do rovnosti x = a - (X) budeme za x postupné
dosazovat vektory vy, ..., v, bazi 8, s vyuzitim vztahu pro
sloupce soucinu matic dostaneme

Vi=a-(V))a = @ 8j(Pap) = Sj(c- Py g)

pro kazdée 1 <j<n.




Definice Vypocet

Matice pfechodu
P Vlastnosti Zobrazeni

Definice matice pfechodu I

Pokud do rovnosti x = a - (X) budeme za x postupné
dosazovat vektory vy, ..., v, bazi 8, s vyuzitim vztahu pro
sloupce soucinu matic dostaneme

Vj = (Vj)a = @ Sj(Pag) = j(c- Pag)
pro kazdé 1 <j<n.
Tedy

a-Pyg=p0.




Definice Vypocet

Mati fech
atice prechodu Vlastnosti Zobrazeni

Vlastnosti matice prechodu |

Necht a, 3 jsou baze n-rozmérného vektorového prostoru V
nad télesem K.




. . Definice Vypocet
M h
atice pfechodu Viastnosti o

Vlastnosti matice prechodu |

Necht a, 3 jsou baze n-rozmérného vektorového prostoru V
nad télesem K.

Potom pro libovolnou matici P € K™ jsou nasledujici
podminky ekvivalentni:




. . Definice Vypocet
M h
atice pfechodu Viastnosti o

Vlastnosti matice prechodu |

Necht a, 3 jsou baze n-rozmérného vektorového prostoru V
nad télesem K.

Potom pro libovolnou matici P € K™ jsou nasledujici
podminky ekvivalentni:

(i) P =(idy)qa,g, t.J. P je matice pfechodu z baze 3 do baze
(a7




. . Definice Vypocet
M h
atice pfechodu Viastnosti o

Vlastnosti matice prechodu |

Necht a, 3 jsou baze n-rozmérného vektorového prostoru V
nad télesem K.

Potom pro libovolnou matici P € K™ jsou nasledujici
podminky ekvivalentni:

(i) P =(idy)qa,g, t.J. P je matice pfechodu z baze 3 do baze
(a7

(i) (X)a =P - (X)g pro kazdex € V;




. . Definice Vypocet
M h
atice pfechodu Viastnosti o

Vlastnosti matice prechodu |

Necht a, 3 jsou baze n-rozmérného vektorového prostoru V
nad télesem K.

Potom pro libovolnou matici P € K™ jsou nasledujici
podminky ekvivalentni:

(i) P =(idy)qa,g, t.J. P je matice pfechodu z baze 3 do baze
(a7

(i) (X)a =P - (X)g pro kazdex € V;

(iii) - P = B.




Definice Vypocet

Matice pfechodu
P Vlastnosti Zobrazeni

Vlastnosti matice prechodu Il

Necht «, 3, ~ jsou baze konecne rozmérného vektorového
prostoru V nad telesem K.




Definice Vypocet

Matice pfechodu
P Vlastnosti Zobrazeni

Vlastnosti matice prechodu Il

Necht «, 3, ~ jsou baze konecne rozmérného vektorového
prostoru V nad telesem K.

Potom
Pa,a = Ina




Definice Vypocet

Matice pfechodu
P Vlastnosti Zobrazeni

Vlastnosti matice prechodu Il

Necht «, 3, ~ jsou baze konecne rozmérného vektorového
prostoru V nad telesem K.

Potom
Pa,a = Ina

P/Bua = Paw@_17




Definice Vypocet

Matice pfechodu
P Vlastnosti Zobrazeni

Vlastnosti matice prechodu Il

Necht «, 3, ~ jsou baze konecne rozmérného vektorového
prostoru V nad telesem K.

Potom
Pa,a = Ina

P/Bua = Paw@_17

Pazﬁ ’ PIB”Y = Pav’Y'




: M Definice Vypocet
Matice pfechodu
P Vlastnosti Zobrazeni

Vlastnosti matice prechodu Il

Necht «, 3, ~ jsou baze konecne rozmérného vektorového
prostoru V nad telesem K.

Potom
Pa,a = In,

P/Bua = Paw@_17

Pazﬁ ’ PIB”Y = Pav’Y'

Z druhé z uvedenych podminek vidime, ze matice pfechodu
P. s je vzdy regularni.



. . Definice Vypocet
M h
atice pfechodu Viastnosti o

Vlastnosti matice prechodu Il

Necht «, 3, ~ jsou baze konecne rozmérného vektorového
prostoru V nad telesem K.

Potom
Pa,a = In,

P/Bua = Paw@_17

Pazﬁ ’ PIB”Y = Pav’Y'

Z druhé z uvedenych podminek vidime, ze matice pfechodu
P. s je vzdy regularni.

Naopak, kazda regularni matice P € K" je matici pfechodu
mezi vhodnou dvojici bazi.



Definice Vypocet

ice pfech
Matice pfechodu Vlastnosti Zobrazeni

Vlastnosti matice prechodu

Necht' V je n-rozmérny vektorovy prostor nad K aP € K™" je
libovolna regularni matice.




" M Definice Vypocet
M h
atice prechodu Vlastnosti Zobrazeni

Vlastnosti matice prechodu

Necht' V je n-rozmérny vektorovy prostor nad K aP € K™" je
libovolna regularni matice.

Necht o = (uq,...,u,) je néjaka baze ve V. PoloZme
vi=a-sjP),wj=a- sj(P")pro1<j<n, adile

B=(Vi,...,Vp) =P,




" M Definice Vypocet
M h
atice prechodu Vlastnosti Zobrazeni

Vlastnosti matice prechodu

Necht' V je n-rozmérny vektorovy prostor nad K aP € K™" je
libovolna regularni matice.

Necht o = (uq,...,u,) je néjaka baze ve V. PoloZme
vi=a-sjP),wj=a- sj(P")pro1<j<n, adile

B=(vy,....Vp)=a-P, vy =(Wy,...,W,) =a-P.




Definice Vypocet

ice pfech
Matice pfechodu Vlastnosti Zobrazeni

Vlastnosti matice prechodu

Necht' V je n-rozmérny vektorovy prostor nad K aP € K™" je
libovolna regularni matice.

Necht o = (uq,...,u,) je néjaka baze ve V. PoloZme
vi=a-sjP),wj=a- sj(P")pro1<j<n, adile

B=(vy,....Vp)=a-P, vy =(Wy,...,W,) =a-P.

Potom P je matici pfechodu z baze (3 do baze « a zaroven
z baze o do baze ~,




Definice Vypocet

ice pfech
Matice pfechodu Vlastnosti Zobrazeni

Vlastnosti matice prechodu

Necht' V je n-rozmérny vektorovy prostor nad K aP € K™" je
libovolna regularni matice.

Necht o = (uq,...,u,) je néjaka baze ve V. PoloZme
vi=a-sjP),wj=a- sj(P")pro1<j<n, adile

B=(vy,....Vp)=a-P, vy =(Wy,...,W,) =a-P.

Potom P je matici pfechodu z baze (3 do baze « a zaroven
z baze o do baze v, t.j.

P=Pas=P,a.




Definice Vypocet

Matice pFech
atice pfechodu Vlastnosti Zobrazeni

Vlastnosti matice prechodu IV

Speciélné, P je matici pfechodu z baze (s1(P), ..., sn(P)) do
baze e = (eq,...,en) v K"




Definice Vypocet

Matice pFech
atice pfechodu Vlastnosti Zobrazeni

Vlastnosti matice prechodu IV

Speciélné, P je matici pfechodu z baze (s1(P), ..., sn(P)) do
baze e = (eq,...,en) v K"

a takté? z baze € do baze (s1(P7"),...,sy(P")).




Definice Vypocet

Matice pFech
atice pfechodu Vlastnosti Zobrazeni

Vlastnosti matice prechodu IV

Speciélné, P je matici pfechodu z baze (s1(P), ..., sn(P)) do
baze e = (eq,...,en) v K"

a takté? z baze € do baze (s1(P7"),...,sy(P")).

Necht o = (uy,...,up), B8 = (Vy,...,Vp) jsou dvé baze
sloupcového vektorového prostoru K". Potom P, g = a ..




Definice Vypocet

Matice pFech
atice pfechodu Vlastnosti Zobrazeni

Vypocet matice prechodu |

Navod na vypocet matice prechodu pro baze «, 3
vektorového prostoru K"




Definice Vypocet

Matice pFech
atice pfechodu Vlastnosti Zobrazeni

Vypocet matice prechodu |

Navod na vypocet matice prechodu pro baze «, 3
vektorového prostoru K"

(@]8) BB (1h|Pag) = (e a~" - B).




Definice Vypocet

Mati Fech:
atice pfechodu Vlastnosti Zobrazeni

Matice LZ vzhledem na rlizné baze |

Necht V;, Vs jsou kone¢né rozmerné vektorové prostory nad
telesem K, ¢ : Vi — V> je linearni zobrazeni, oy, (31 jsou dvé
baze prostoru Vi a awp, B2 jsou dvé baze prostoru Vs.




Definice Vypocet

Matice pfechodu
P Vlastnosti Zobrazeni

Matice LZ vzhledem na rlizné baze |

Necht V4, Vs jsou kone¢né rozmérné vektorové prostory nad
telesem K, ¢ : Vi — V> je linearni zobrazeni, oy, 31 jsou dvé
baze prostoru Vi a ay, 3» jsou dvé baze prostoru V.




Definice Vypocet

Matice pfechodu
P Vlastnosti Zobrazeni

Matice LZ vzhledem na rlizné baze |

Necht V4, Vs jsou kone¢né rozmérné vektorové prostory nad
telesem K, ¢ : Vi — V> je linearni zobrazeni, oy, 31 jsou dvé
baze prostoru Vi a ay, 3» jsou dvé baze prostoru V.

Potom

(@)ﬁz,@ - Pﬁz,az : (90)012701 : Pa1 B




Definice Vypocet

Mati Fech:
atice pfechodu Vlastnosti Zobrazeni

Matice LZ vzhledem na rtizné baze I

VysSe uvedenou transformacni formuli si miZzeme zapamatovat
pomoci nasledujiciho diagramu:

A
(Vi,0t1) — (Vo, a2)

Pa1 B34 Pﬁz ;02

(V1751)4B>(V2,52)




Definice Vypocet

Mati Fech:
atice pfechodu Vlastnosti Zobrazeni

Matice LZ vzhledem na rtizné baze Ill

Necht ¢ : K" — K™ je linearni zobrazeni a o, 3 jsou néjaké
baze prostori K™ resp. K.




. . Definice Vypocet
Matice pfechodu
P Vlastnosti Zobrazeni

Matice LZ vzhledem na rtizné baze Ill

Necht ¢ : K" — K™ je linearni zobrazeni a o, 3 jsou néjaké
baze prostori K™ resp. K.

Oznacme A = (¢)a,8, M = ()c(m (n Matice zobrazeni ¢

vzhledem k bazim 3, o resp. vzhledem ke kanonickym bazim
(n) g(m)
e\, g .




. . Definice Vypocet
Matice pfechodu
P Vlastnosti Zobrazeni

Matice LZ vzhledem na rtizné baze Ill

Necht ¢ : K" — K™ je linearni zobrazeni a o, 3 jsou néjaké
baze prostori K™ resp. K.

Oznacme A = (¢)a,8, M = ()c(m (n Matice zobrazeni ¢

vzhledem k bazim 3, o resp. vzhledem ke kanonickym bazim
(n) g(m)
e\, g .

Pak plati:




. . Definice Vypocet
Matice pfechodu
P Vlastnosti Zobrazeni

Matice LZ vzhledem na rtizné baze Ill

Necht ¢ : K" — K™ je linearni zobrazeni a o, 3 jsou néjaké
baze prostori K™ resp. K.

Oznacme A = (¢)a,8, M = ()c(m (n Matice zobrazeni ¢
vzhledem k bazim 3, o resp. vzhledem ke kanonickym bazim

e glm),
Pak plati:

A=P, m M-Pg
a

M=P.mqs A P




Definice Vypocet

Matice pfechodu
P Vlastnosti Zobrazeni

Matice LZ vzhledem na rtizné baze Ill

Pokud ztotoznime kazdou bazi s regularni matici, jejiz sloupce
jsou vektory této baze, tak vySe uvedené rovnosti ziskaji tvar




Definice Vypocet

Matice pfechodu
P Vlastnosti Zobrazeni

Matice LZ vzhledem na rtizné baze Ill

Pokud ztotoznime kazdou bazi s regularni matici, jejiz sloupce
jsou vektory této baze, tak vySe uvedené rovnosti ziskaji tvar

A=a"1p-MI;'.-B=a"1-M.3,




Definice Vypocet

Matice pfechodu
P Vlastnosti Zobrazeni

Matice LZ vzhledem na rtizné baze Ill

Pokud ztotoznime kazdou bazi s regularni matici, jejiz sloupce
jsou vektory této baze, tak vySe uvedené rovnosti ziskaji tvar

A=a"1p-MI;'.-B=a"1-M.3,

M=I_"a-A- 37" Ih=a-A-g7".




Definice Vypocet

Mati Fech:
atice pfechodu Vlastnosti Zobrazeni

Matice LZ vzhledem na rizné baze IV

Véta 3.8

Necht U je m-rozmérny a V je n-rozmerny vektorovy prostor
nad télesem K.




. . Definice Vypocet
Matice pfechodu
P Vlastnosti Zobrazeni

Matice LZ vzhledem na rizné baze IV

Véta 3.8

Necht U je m-rozmérny a V je n-rozmerny vektorovy prostor
nad télesem K.

Potom pro libovolné matice A, B € K™*" jsou nasledujici
podminky ekvivalentni:




. . Definice Vypocet
M hod
atice prechodu Vlastnosti Zobrazeni

Matice LZ vzhledem na rizné baze IV

Véta 3.8

Necht U je m-rozmérny a V je n-rozmerny vektorovy prostor
nad télesem K.

Potom pro libovolné matice A, B € K™*" jsou nasledujici
podminky ekvivalentni:

(i) A, B jsou matice stejného linearniho zobrazeni ¢ : V — U
vzhledem na néjaké dvé dvojice bazi prostori U, V;




. . Definice Vypocet
M hod
atice prechodu Vlastnosti Zobrazeni

Matice LZ vzhledem na rizné baze IV

Véta 3.8

Necht U je m-rozmérny a V je n-rozmerny vektorovy prostor
nad télesem K.

Potom pro libovolné matice A, B € K™*" jsou nasledujici
podminky ekvivalentni:

(i) A, B jsou matice stejného linearniho zobrazeni ¢ : V — U
vzhledem na néjaké dvé dvojice bazi prostori U, V;

(ii) existuji regularni matice P € K™™ Q € K™" tak, Ze
B=P A-Q;




" M Definice Vypocet
M hod
atice prechodu Vlastnosti Zobrazeni

Matice LZ vzhledem na rizné baze IV

Véta 3.8

Necht U je m-rozmérny a V je n-rozmerny vektorovy prostor
nad télesem K.

Potom pro libovolné matice A, B € K™*" jsou nasledujici
podminky ekvivalentni:

(i) A, B jsou matice stejného linearniho zobrazeni ¢ : V — U
vzhledem na néjaké dvé dvojice bazi prostori U, V;

(ii) existuji regularni matice P € K™™ Q € K™" tak, Ze
B=P A-Q;

(iii) h(A) = h(B).




Definice Vypocet

Mati Fech:
atice pfechodu Vlastnosti Zobrazeni

Matice LZ vzhledem na rdzné baze V

Pro kaZdé linearni zobrazeni ¢ : V — U mezi kone¢né
rozmérnymi vektorovymi prostory nad télesem K miZeme
zvolit bazi 3 prostoru V a bazi o prostoru U tak, Ze




Definice Vypocet

Mati Fech:
atice pfechodu Vlastnosti Zobrazeni

Matice LZ vzhledem na rdzné baze V

Pro kaZdé linearni zobrazeni ¢ : V — U mezi kone¢né
rozmérnymi vektorovymi prostory nad télesem K miZeme
zvolit bazi 3 prostoru V a bazi o prostoru U tak, Ze

» ma vzhledem k bazim 3, o matici v blokovéem tvaru

(e = ( In Oh.n—n ) ’

Om—hn Om_nhn-n




Definice Vypocet

Mati Fech:
atice pfechodu Vlastnosti Zobrazeni

Matice LZ vzhledem na rdzné baze V

Pro kaZdé linearni zobrazeni ¢ : V — U mezi kone¢né
rozmérnymi vektorovymi prostory nad télesem K miZeme
zvolit bazi 3 prostoru V a bazi o prostoru U tak, Ze

» ma vzhledem k bazim 3, o matici v blokovéem tvaru

(e = ( In Oh.n—n ) ’

Om—hn Om_nhn-n

kde n = dimV, m = dimU a h = h(y).
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© Skeletni rozklad matic
@ Definice skeletniho

rozkladu matice




Skeletni rozklad
Definice

Definice skeletniho rozkladu matice |

UvaZzme matici A typu m x n hodnosti r > 1 nad télesem K.




Skeletni rozklad
Definice

Definice skeletniho rozkladu matice |

UvaZzme matici A typu m x n hodnosti r > 1 nad télesem K.

NapiSme néjakou bazi podprostoru /mA prostoru K™ do
sloupcu matice B.




Skeletni rozklad
Definice

Definice skeletniho rozkladu matice |

Uvazme matici A typu m x n hodnosti r > 1 nad télesem K.
NapiSme néjakou bazi podprostoru /mA prostoru K™ do
sloupcu matice B.

KaZdy sloupec a; matice A je linearni kombinaci sloupcu
matice B.




Skeletni rozklad
Definice

Definice skeletniho rozkladu matice |

UvaZzme matici A typu m x n hodnosti r > 1 nad télesem K.
NapiSme néjakou bazi podprostoru /mA prostoru K™ do
sloupcu matice B.

KaZdy sloupec a; matice A je linearni kombinaci sloupcu
matice B.

Plati tedy a; = Bc; pro nejaky vektor ¢; € K'.




Skeletni rozklad
Definice

Definice skeletniho rozkladu matice |

UvaZzme matici A typu m x n hodnosti r > 1 nad télesem K.
NapiSme néjakou bazi podprostoru /mA prostoru K™ do
sloupcu matice B.

KaZdy sloupec a; matice A je linearni kombinaci sloupcu
matice B.

Plati tedy a; = Bc; pro nejaky vektor ¢; € K'.
Oznacime-litedy C = (¢4]...|cn), mame rozklad A = BC, kde
B je matice typu m x r a C je matice typu r x n.




Skeletni rozklad
Definice

Definice skeletniho rozkladu matice |

UvaZzme matici A typu m x n hodnosti r > 1 nad télesem K.

NapiSme néjakou bazi podprostoru /mA prostoru K™ do
sloupcu matice B.

KaZdy sloupec a; matice A je linearni kombinaci sloupcu
matice B.

Plati tedy a; = Bc; pro nejaky vektor ¢; € K'.
Oznacime-litedy C = (¢4]...|cn), mame rozklad A = BC, kde
B je matice typu m x r a C je matice typu r x n.

Takovému rozkladu fikame skeletni rozklad.




Skeletni rozklad
Definice

Definice skeletniho rozkladu matice |

UvaZzme matici A typu m x n hodnosti r > 1 nad télesem K.
NapiSme néjakou bazi podprostoru /mA prostoru K™ do
sloupcu matice B.

KaZdy sloupec a; matice A je linearni kombinaci sloupcu
matice B.

Plati tedy a; = Bc; pro nejaky vektor ¢; € K'.
Oznacime-litedy C = (¢4]...|cn), mame rozklad A = BC, kde
B je matice typu m x r a C je matice typu r x n.

Takovému rozkladu fikame skeletni rozklad.

Za sloupce matice B mUzeme vzit bazové sloupce matice A,
tj. ty sloupce matice A urCené vedoucimi prvky matice fadkové
ekvivalentni s matici A, ktera je v (redukovaném) stupriovitém
tvaru.



Skeletni rozklad
Definice

Skeletni rozklad matic |l

Skeletni rozklad se hodi pro ukladani matic nizkych hodnosti a
pocitani s nimi.




Skeletni rozklad

Definice

Skeletni rozklad matic |l

Skeletni rozklad se hodi pro ukladani matic nizkych hodnosti a
pocitani s nimi.

Libovolna matice A typu m x n nad telesem K s hodnosti r > 1
je rovna soucinu A = BC, kde B je matice typu m x r tvofena
bazovymi sloupci matice A (v poradi, v jakém se vyskytuji v A)
a C je matice typu r x n tvofena nenulovymi radky v
redukovaném stupriovitém tvaru D matice A.




Skeletni rozklad
Definice

Skeletni rozklad matic |l

Skeletni rozklad se hodi pro ukladani matic nizkych hodnosti a
pocitani s nimi.

Libovolna matice A typu m x n nad telesem K s hodnosti r > 1
je rovna soucinu A = BC, kde B je matice typu m x r tvofena
bazovymi sloupci matice A (v poradi, v jakém se vyskytuji v A)
a C je matice typu r x n tvofena nenulovymi radky v
redukovaném stupriovitém tvaru D matice A.

Pro kaZdou matici A existuje prave jedna matice J v

redukovaném stupriovitém tvaru takova, Ze J Ize ziskat z A
elementarnimi radkovymi dpravami.




Skeletni rozklad
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Skeletni rozklad matic A= B - C |l

n vstupnich vlastnosti
—_——~

o . ) I o
—_——— ——

n vstupnich vlastnosti r skrytych vlastnosti dat

r skrytych vlastnosti dat




Skeletni rozklad
Definice

1 1.2 0 ’) 0 0 0
2 1 - 090 0
= 2
: K,
4 1 0
r=5 1 |

0

(M-r)xn

Redukovany stupnovity tvar
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