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Abstrakt

V této kapitole se znovu potkame s maticemi, tj. obdélnikovymi
tabulkami, s jejichz pomoci budeme kédovat nejriiznéjsi
dilezité udaje, a nauCime se s nimi lIépe pracovat.
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Typy matic

Necht' X je libovolna mnozinaa m,n € N.

Matici typu m x n, nebo téz m x n-rozmérnou matici nad
mnozinou X rozumime obdélnikovou tabulku

dait a2 ... Qin

a>q4 QAo ... daop
A= . . L :

dm dAm2 ... Amn

sestavajici z prvkd mnoziny X.

Zkracené pisSeme A = (&j)mxn Nebo A = (a;).
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Prvky matice

a1 aie din
do1 do2 don

A = :
dm dm2 ... dmn

Prvky a@j € X, kde 1 </ < m, 1 <j < n, se nazyvaji prvky
matice A.

Prvek aj, ktery se nachazi v i-tém fadku a j-tém sloupci matice
A nazyvame téz prvek v misté (na pozici) (/,f), resp. (i, j)-ty
prvek matice A.

Mnozinu vSech m x n-rozmérnych matic nad mnozinou X
znac¢ime X™" (téz Maty, o( X)).

Pokud m = n, mluvime o étvercovych maticich radu n nad
mnozinou X.



' Abgrakt Typy matic TotoZne matice
Matice nad mnozinou Prvky matice Radky a sloupce
Priklady matic Blokové matice

Priklady matic |
P¥iklad 1.1

Ceny komodit ¢i akcii v jednotlivych dnech muZeme uloZit do matice
A = (aj), kde aj je zavérecna cena i-té komodity &i akcie v j-tém
dni. Pritom kazdy den se zverejriuje novy sloupec matice (noviny,
web).

Nasledujici tabulka je pfevzata z ¢lanku An Empirical Analysis of the Product-Process Matrix.

Table 4 Factor Loadings After a Promax Rotation

Variables QUALITY  TIME COST  PFLEX DVSPEED  VFLEX
Product performance (Q6) ’ 0.80 013 047 0.19 0.16 0.04
Number of features on the product (Q7) 0.65 -0.11 0.29 0.15 -0.03 0.40
Product quality consistency (Q8). 0.84 0.51 025 —~0.05 0.10 -0.13
Prdt. quality as perceived by the cust. (Q9) 0.81 . 037 038 -0.07 —-0.04 -0.08
Introduce new prdt. quickly (Q10) 0.10 029 00t -003 0.84 0.38
Delivery time (Q11) 0.21 0.92 019 -0.05 010 008
Dependability on delivery (Q12) ' 0.36 0.91 012 -0.16 0.15 -0.06
Product cost (Q13) n 0.42 0.1 0.89 0.10 —-0.02 0.09
Product price (Q14) - - 0.40 0.19 0.84 0.10 0.13 -0.09
Customizing prdt. to customer spec. (Q15) 0.03 -0.13 0.08 0.88 -0.02 0.09
Adjust capacity rapidly (Q16) 0.01 010 -0.00 0.00 0.35 0.90
Ability to make design changes (Q17) 0.00 -0.09 0.12 0.30 " 0.84 017
Degree of product standardization (Q1) 0.11 -0.06 0.18 0.89 0.14 0.07
Eigenvalues ' 2.95 227 2.10 1.78 1.67 1.21
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Priklady matic |l

Tabulka je pfevzata z knihy Inteligentni investor od B. Grahama,
Grada Publishing 2007.

TABULKA 3-2 Obrdazek vykonnosti akciového trhu, 1871 az 19704

. Primérna Primérné Pramér Primérnd Primérny Pr}"lmérn')’/ Rolni tempa ristu (%) ®
Obdobi cena zisk ukazatele | Giiqenda | vynos (%) | YYplami Zisk Dividend
y P/E y o pomér isky ividendy
18711880 3,58 0,32 11,2 0,21 6,0 67 - -
1881-1890 5,00 0,32 15,6 0,24 4,7 75 -0,64 —0,66
1891 - 1900 4,65 0,30 15,5 0,19 4,0 64 —1,04 -2,23
19011910 8,32 0,63 13,1 0,35 4,2 58 +6,91 +5,33
1911-1920 8,62 0,86 10,0 0,50 5,8 58 +3,85 +3,94
1921-1930 13,89 1,05 13,3 0,71 5,1 68 +2,84 +2,29
1931-1940 11,55 0,68 17,0 0,78 5,1 85 -2,15 -0,23
1941-1950 13,90 1,46 9,5 0,87 ] 6,3 60 +10,60 +3,25
19511960 39,20 3,00 13,1 1,63 4,2 54 +6,74 +5,90
1961-1970 82,50 4,83 17,1 2,68 3,2 55 +5,80°¢ +5,40¢
1954—-1956 38,19 2,56 15,1 1,64 4,3 65 +2,404 +7,804
1961-1963 66,10 3,66 18,1 2,14 32 58 +5,154 4,424
19681970 93,25 5,60 16,7 3,13 33 56 +6,304 +5,609

a Uvedené tidaje jsou z vétsiny zaloZeny na datech, kterd ve svém clanku Stock Values and Stock Prices, otisténého v Financial Analysts Journal,
kvéten 1960, uvadi N. Molodovsky. Autor zase cerpal vidaje pro obdobi pred rokem 1926 z knihy Cowlesovy komise Common Stock Indexes a tidaje
pro obdobi po roce 1926 z akciového indexu Standard & Poor’s 500.

b Roéni tempa riistu piredstavuji Molodovského vypocty pro jednotlivd jednadvacetiletd obdobi, jez koncila v roce 1890, 1900 atd.
Tempa riistu mezi obdobimi 1968 az 1970 a 1958 az 1960.

Uvedend tempa riistu predstavuji ndriisty mezi obdobimi 1954 az 1956 a 1947 aZ 1949, 1961 az 1963 a 1954 aZ 1956 a mezi periodami 1968 az 1970
a 1958 az 1960.

o
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Totozné matice

Poznamenejme, Ze v pfipadé, kdyz nékteré z Cisel m, nje 0,
mnozina X" sestava z jediné a to prazdné matice (). Déle se
budeme vzdy bavit jen o maticich kladnych rozméri m x n.

Dvé matice nad mnozinou X povazujeme za navzdjem stejné
neboli totozné, pokud maji stejné rozmeéry a stejné prvky na
prislusnych mistech.

To znamena, Ze pro matice A = (8j)mxn, B = (bjj)pxq Nad X
klademe A = B pravé tehdy, kdyz m = p, n = g a pro
vdechny i=1,....m,j=1,... nplati a; = b;.

MnozZina matic typu 1 x nnad X splyva s mnozinou X", pokud
usporadané n-tice prvkd z X zapisujeme do radku. Podobné,
pokud usporadané m-tice prvkl z X zapisujeme do sloupce,
tak mnoZzina matic typu m x 1 nad X splyva s mnozinou X™.
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Radky a sloupce matice |

Necht A = (a;) € X™". Uspotradanou n-tici

kde 1 </ < m, nazyvame i-tym Fadkem matice A.
Podobné, uspofadanou m-tici

s(A)=| 7 | kdet<j<n

nazyvame j-tym sloupcem matice A.
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Radky a sloupce matice Il

Matici A tak mazeme ztotoznit jak se sloupcem sloZzenym z
jejich radku tak s fadkem slozenym z jejich sloupcu, ij.

A = (si(A), s2(A), ..., sy(A)),
a
a1 @12 ... ain ri(A)
Ao .321 .322 .a2n _ r2(.A)
am ane . am )\ rn(A)
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Transponovana matice

Matici, kterou ziskame z matice A = (&;;) mxn zd&ménou jejich
radkd a sloupcul, nazyvame transponovanou matici k matici
A aznatimejiA'.

dy1 det ... ami
AT dig do2 ... dAme
dipn d2n ... Amn

To znamena, ze A" € X™*™ a prvek na pozici (j, i) matice A"
je dajj.-

Ztejmé pro libovolnou matici A € X™*" plati
(AT)T = A.
I a4 4@ 4@
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Transponovani fadku a sloupcu

Transpozici matic-fadk(i z X' *" dostaneme matice-sloupce
z X™1 a transpozici matic-sloupcti z X™*! matice-fadky
7 X1><m

Na z&kladé této poznamky lze snadno vidét, Ze pro libovolnou
matici A €¢ X™"a1 <i<m,1<j< nplati

. si(A") =r(A),  r(A")=s/(A).
Ctvercova matice A € X"*" se nazyva symetricka, pokud
A = A’ . pokud aj = aj pro vdechny indexy i,j =1,...,n.

Posloupnost prvku (&i1, @2, . . . , @nn) Nazyvame diagonalou
¢tvercové matice A.

Transponovanou matici k ¢tvercové matici A ziejmé ziskame
"osovou soumeérnosti” jejich prvkd podle diagonaly.
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Blokové matice |

Nékdy bude uziteEné spojit dvé matice A € XM B ¢ XMx"
se stejnym pocCtem radku do jedné matice tak, ze prislusné
tabulky jednoduse napiSeme vedle sebe.

Vysledna matice je typu m x (ny + n.) a znacime ji (A, B),
pfipadné (A | B).

Podobné muizeme spojit dvé matice A € X™*" B € XM2x"
se stejnym pocCtem sloupcu do jedné matice tak, ze prislusné
tabulky napiseme pod sebe.

Vysledna matice je typu (my + my) x naznaéime ji

A\ .. dné A
B pripaane T
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Blokové matice Il

Pravé popsané konstrukce jsou priklady tzv. blokovych matic.
Pavodni matice, ze kterych takto vytvarime blokovou matici,
potom nazyvame jejimi bloky.

Samoziejmé miuzeme vedle sebe resp. pod sebe zaradit vetsi
pocet bloku nez pouze dva.

Naopak, nékdy muze byt Ucelné vyznacit v dané matici néjaké
mensi obdélnikové Casti jako jeji bloky.

Pak mluvime o tzv. blokovém tvaru dané matice.

Prikladem toho byl zapis matice A € X" jako fadku
slozeného z jejich sloupcu, pripadné jako sloupce slozeného z
jejich radkau.

Uvedena dvé schemata vytvareni blokovych matic "vedle sebe"
a "pod sebe" mizeme kombinovat.
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Blokové matice ||

Napf. z matic A € XM, Ao € X7 Ay € XX,
Ao, € X™*"2 m(izeme vytvotit blokovou matici

A Aqg
Az Az

typu (m1 -+ mg) X (n1 + ng).
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Blokové matice IV

Tuto konstrukci mizeme zfejmym zpusobem zevSeobecnit i na
vetsi systémy matic a zapsat ve tvaru

A11 ce A1/
A= (Aj)kx = Lo
Ak1 ce Ak/
pfiCemz jednotlivé bloky A; jsou matice nad X rozmérd

m; x nj, kde (myq, ..., my), (N, ..., N jsou néjaké kone¢né
posloupnosti prirozenych Cisel.

Matici nad mnozinou X z této "matice matic" dostaneme tak, ze
si v A odmyslime vnitini zavorky oddélujici jeji jednotlivé bloky
Aij.

Matice nad télesem
Motivace Prostor matic

@ Prostor matic

© Matice nad danym télesem
@ Motivace
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Motivace

Na mnoziné X, nad kterou jsme vytvareli pfislu§né matice,
jsme doposud nepredpokladali Zadnou dalsi strukturu.

VSechny doposud zavedené maticové operace a vlastnosti
vSak mély vyluCné poziéni charakter — zakladaly sa na
reprezentaci kazdé matice jako prislusné obdélnikové tabulky.

Dalsi maticové operace a vlastnosti, které hodlame zaveést a
pozdeéji vyuzivat, uz budou podminéné pritomnosti jisté
struktury na mnoziné X.

V celém odstavci K oznaduje pevné zvolené, jinak vSak
libovolné téleso, zejména racionalni Cisla, realna Cisla a
komplexni ¢isla. Prvky z K nazyvame skalary.

V souladu s pfedesSlym odstavcem K™*" kde m,n € N,
oznacuje mnozinu véech matic typu m x nnad K.

Matice nad télesem
Motivace Prostor matic

Prostor matic |

Pro pevné m, n € N budeme na mnoziné matic K™*" definovat
po slozkach operace souctu a skalarniho nasobku.

Tedy pro matice A = (8j)mxn, B = (bj)mxnnad Kace K

A+B = (aj+ bj)mxn,
cA (cajj) mxn-

Soucet matic A + B je definovany jen pro matice A, B

stejného typu a samotna matice A + B je téhoZ typu jako A a
B.
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Prostor matic I

Neutralnim prvkem operace séitani na K" je matice typu
m X n, jejiz vSechny prvky jsou nulové; nazyvame ji nulova
matice typu m x n a oznacujeme ji 0, », resp. 0, je-li jeji
rozmeér jasny z kontextu nebo na ném nezalezi.

Opacnym prvkem k matici A = (@;)mxn je zfejmé matice
Plati tedy

A+0=0+A=A a A+(-A)=-A+A=0.

Nasobeni vektor( Pfiklady na soucin
Soucin matic

Nasobeni matic

@ Nasobeni vektor
@ Soucin matic
@ Priklady na soucin matic

© Nasobeni matic
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Nasobeni matic o :
Soucin matic

Nasobeni matic |

Nejprve sa naucime nasobit nékteré dvojice vektord.

Souéinem x -y Fadkového vektorux = (xi,...,X,) € K'*" a
sloupcového vektoruy = (y1,...,y,)" € K™ rozumime
skalar
Y1
Xy = (X17"'7Xn)'
Yn

= X1y1+...+xnyn:z7:1 Xi.yi'

V tomto pripadeé jde o bézny "skalarni soucin" vektoru
X,y € K.

Nasobeni vektor( Pfiklady na soucin

Nasobeni matic o :
Soucin matic

Nasobeni matic Il

Snadno se ovéfi, ze proviechnane N,ce Kax,x' € K1x",
v,y € K™ plati

X-(Y+V) = x-y+x-y,
(x+Xx)-y = x-y+x-y,
X-cy=c(x-y) = cx-y,
xy =y -x".

Pro takto definovany soucin vektord jsou splnéné dobfe znamé
vlastnosti "skalarniho soucinu".
Rikame, Ze nasobeni fadkovych a sloupcovych vektor( je
distributivni (z obou stran) vzhledem ke sCitani a komutuje,
tj. je zameénitelné s operaci skalarniho nasobku.
Posledni rovnost mizeme chépat jako "komutativitu' tohoto
soucinu; vdéCime za ni komutativité nasobeni v télese K.
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Nasobeni matic Il

Necht m,n,p e Na A = (aj)mxn, B = (bjk)nxp-

Soucinem matic A, B rozumime matici

A -B = (ri(A) - 8k(B))mxp-

VSimnéme si, Zze soucin matic A, B je definovany, pouze pokud
se pocet sloupcl matice A rovna poctu radkd matice B, t.|.
pravé tehdy, kdyz fadky matice A a sloupce matice B maji
stejny rozmer.

Nasobeni vektor( Pfiklady na soucin

Nasobeni matic o .
Soucin matic

Nasobeni matic IV

Soucin matic typd m x na n x p je matice typu m x p, coz si
muzeme lehce zapamatovat v symbolickém tvaru

[mx n]-[nxp]=[mxp],

pfipominajicim rozmérové vztahy ve fyzice.

Soucin dvou ¢tvercovych matic typu n x n je tedy opét matice
typu n x n.
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Nasobeni matic V

Prvek na pozici (i, k) matice A - B dostaneme jako soucin
I-tého fadku matice A a k-tého sloupce matice B, tedy jako
vyraz

b1k
I‘,(A) . Sk(B): (3,’1,...,3/’{7) )
bnk

n
=aj1b1k + ... + @inbnk = D _j— @jibjk -

Nasobeni vektor( Priklady na soucin
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Soucin matic

Leslieho populacni model |
Leslieho populacni model je diskretni, vekove strukturovany
model pouzivany v populaéni ekologii. Tento model umoznuje
predpovidat budouci velikost a strukturu populace na zakladé
soucasnych demografickych udaju.
Patrick H. Leslie vyvinul tento model v roce 1945. Jeho prace
"On the use of matrices in certain population mathematics"
poloZila zaklady pro vyuziti maticové algebry v populacni
biologii.
Leslieho model vyuziva matici prechodu, ktera popisuje, jak
se populace méni v ¢ase:
@ Matice prechodu obsahuje miry preziti a plodnosti pro
kazdou vékovou skupinu.
@ Populace je rozdélena do diskrétnich vékovych skupin.
@ Model predpoklada, ze miry preziti a plodnosti zlstavaji v
case konstantni.
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Leslieho populacni model Il - Matematické vyjadreni

Zakladni rovnice Leslieho modelu:

n(t+1)=L-n(f) (3.1)
kde:
@ n(t) je vektor populaénich velikosti v Case t,

@ L je Leslieho matice,
@ n(t+ 1) je vektor populaénich velikosti v Case t + 1.

Nasobeni vektor( Priklady na soucin

Nasobeni matic o :
Soucin matic

Leslieho populacni model Il - Leslieho matice L

Leslieho matice L ma tvar:

Fi Fo Fn\
P, 0 --- - 0
L = 0 P2 . 0 ,
K 0 0 - P, 6/

kde F; jsou miry plodnosti a P; jsou miry preziti.
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Soucin matic

Leslieho populacni model IV - Aplikace a omezeni

Leslieho model se pouziva v riznych oblastech:
@ Predpovéd populacniho riistu ohrozenych druh
@ Rizeni populaci $ktdct v zemédélstvi
@ Planovani udrzitelného rybolovu
@ Studium dynamiky lidské populace

Prestoze je Leslieho model uzite¢ny, ma nékolik omezeni:
@ Predpoklada konstantni miry preziti a plodnosti
@ Nebere v ivahu environmentalni variabilitu
@ Ignoruje hustotni zavislost a mezidruhové interakce

@ Muze byt nepresny pro malé populace kvili demografické
stochasticité

Nasobeni vektor( Priklady na soucin

Nasobeni matic o :
Soucin matic

Priklad tfigeneracniho Leslieho modelu |

Mame trigeneraéni Leslieho model s nasledujicimi
parametry:

@ Mira plodnosti dospélych (F3): 2 mlad’ata na jednoho
dospélého jedince

@ Mira preziti mlad’at do dospivajici faze (Pq): 0.5
@ Mira preziti dospivajicich do dospélé faze (P,): 0.8
Leslieho matice pro tento model vypada nasledovné:

0O 0 2
L= 05 0 O
0O 08 O
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Nasobeni matic o :
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Priklad tfigeneracniho Leslieho modelu |l

100
Pfedpokladejme pocatecni populaci: n(0) = ( 50 )

Populace v case t = 1

Populace v case t = 2

0 0 2 60
n2)=L-n1)=| 05 0 0 | [ 50
0 08 0 40

Nasobeni vektor( Priklady na soucin

Nasobeni matic o :
Soucin matic

Priklad tfigeneracniho Leslieho modelu

Populace v casecht=3,t=4,t=5

0 0 2 80 80
n3)=L-n2=[05 0 0| |30 |=] 40
0 08 0 40 24
0 0 2 80 48
n4)=L-nB)=|05 0 0| [ 40 | = 40
0 08 0 24 32

0 0 2

0 0

48 64
n(5)L-n(4)(O.5 )(40)(24)
0 08 0 32 32

Tento priklad ukazuje, jak Leslieho model predpovida zmény ve
vékové struktufe populace v case.
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Nasobeni matic VI

Snadno pak ovéfime nasledujici rovnosti

I','(A . B) = r,-(A) . B, Sk(A . B) =A- SK(B).
k

1 |

Nasobeni vektor( Priklady na soucin
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Nasobeni matic VII

Snadno pak ovéfime nasledujici rovnosti

I','(A . B) = r,-(A) . B, Sk(A . B) = A- SK(B).

" "
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Nasobeni matic o :
Soucin matic

Nasobeni matic VIII

Snadno pak ovéfime nasledujici rovnosti

ri(A-B)=rj(A)-B, s(A-B)=A-s.(B).
k

Nasobeni vektor( Priklady na soucin
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Nasobeni matic IX

Nasobeni matic je (z obou stran) distributivni vzhledem ke
sCitani. To znamen4, ze pro libovolné m, n € N a matice
A A c K1 B, B' € K™P plati

A-B+B) = A-B+A-B,
(A+A)-B = A-B+A-B.

Z distributivity soucinu vektorl vzhledem k jejich souctu je totiz
jasné, ze (i, k)-ty prvek matice A - (B + B') je

ri(A)-sx(B+B') =r;(A) - (sk(B) + s«(B'))
=1i(A) - sk(B) +ri(A) - s4(B),

tedy sa rovna (i, k)-tému prvku matice A - B + A - B'. Podobné
pro druhou rovnost.
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Nasobeni matic X

Podobné, s vyuzitim zaménitelnosti soucinu vektorl a
skalarniho nasobku muzeme dokéazat, Ze pro libovolny skalar
¢ € K avSechny matice A ¢ K™ B ¢ K"™P plati

A-cB=c(A-B)=cA-B.

Rikame pak, Ze nasobeni matic komutuje, t.j. je zaménitelné
s operaci skalarniho nasobku.

Nasobeni vektor( Priklady na soucin
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Nasobeni matic Xl

Nasobeni matic je téz asociativni: pro m,n,p,q € N a
Ac KN Be K™P Cec KP*9 plati

A-(B-C)=(A-B)-C.

Pro dukaz toho si staci uvedomit, Ze pro libovolné vektory
X=(X1,...,Xn) € K"y =(y1,...,¥p)" € KP*1 plati:
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Nasobeni matic XI|

> b1 b1y
X-(B-y)=(x1,...,Xn) - :
> 1 brk Y

= S (S i) = Xy (S b ) vk =
Y1

(S Xyt Sy xbp) - | | = (x-B)-y.
Yp

Nasobeni vektor( Priklady na soucin
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Nasobeni matic XII|

Pakpro1 <i<m,1</[/<aq,je (i,])-ty prvek na pozici (i, /)
matice A - (B - C)

ri(A)-s(B-C) = ri(A)-(B-s/(C))
= (ri(A)-B)-s/(C)
— r(A-B)-s/(C),

tedy se rovna (i, /)-tému prvku matice (A - B) - C.
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Nasobeni matic XIV

Matice A = (aj)mxn zaznamenava vstupni naklady na vyrobky,
radky odpovidaji vyrobkum a sloupce vstupum. Prvek aj; je
roven poctu jednotek vstupu j potrebnych k vyrobé jednotky
vyrobku i.

Oznacéme x vektor jednotkovych cen jednotlivych vstupd, jeho
j-ta slozka udava cenu jednotky j-tého vstupu. Spocitame-li
soucin Ax, bude se jeho i-ta slozka rovnat

ajt X1 + ajeXo + - - - + ainXn.

Pak tedy, i-ta sloZka vektoru Ax se rovna vyrobni cené jednotky
i-tého vyrobku. V tomto smyslu vektor Ax popisuje vyrobni
ceny.

Nasobeni vektor( Priklady na soucin
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Nasobeni matic XV

Podobne se nahlédne, Ze je-liy ¢ R™ pocet vyrobku, které
chceme vyrobit, pak Fadkovy vektory” A udavé potfebny podet
jednotek vstupu — j-ta sloZka se bude se rovnat

yiaij + y28zj + - + Ymam,
coZ je pocet jednotek vstupu j potrebnych k vyrobé daného
poctu vyrobku.

Cislo yT Ax pak popisuje celkové vyrobni naklady pfi poétu
vyrobkuy a vektoru x jednotkovych cen jednotlivych vstupd.
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Algebra matic | - Jednotkova matice

Ctvercovou matici fadu n, ktera ma v8echny prvky na diagonale
rovné 1 a mimo diagonalu 0, oznacujeme |, a nazyvame
jednotkova matice radu n.

S pouzitim tzv. Kroneckerova symbolu

P 1, proi=/,
7710, proi#j,

muzeme psat

1 0 .00

(0 1 . 0 0\
In:(éij)nxn:
00 10

\00 .. 01/
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Algebra matic Il - Jednotkova matice

Jednotkové matice hraji ulohu neutralnich prvkd pro nasobeni
matic.

Pro kazdou matici A € K™*" plati

Mnozina K™" v§ech ¢tvercovych matic fadu n je kromé
operace scCitani matic a nasobeni matic skaldrem vybavena
asociativni operaci nasobeni, ktera je (z obou stran)
distributivni vzhledem ke scitani matic, komutuje s operaci
skalarniho nasobku a jednotkova matice |, je jeji neutralni
prvek.

Mluvime téz o algebre ctvercovych matic typu n.

Algebra matic

Algebra matic Ill - Mocniny Ctvercovych matic

V rdmci algebry matic mizeme, podobné jako pro prvky
télesa K, zavést i mocniny ctvercovych matic.

Pro A ¢ K™ klademe A° =1, a

AK=A. . . -A,
N——
k-krat
pro0 < k € N;
tedy A=A A2=A.-A A=A -A-A atd.
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Algebra matic IV - Priklad

Priklad 4.1

Na obrazku jsou vyznacena letecka spojeni mezi mesty
T1, To, T3, T4. Chceme urcit pocet spojeni s nejvyse Ctyrmi
prestupy mezi kazdou dvojici mest.

—_ a O -
o O oo
OO - -

Informace o spojenich mezi mesty uloZime do matice A = (aj)
typu 4 x 4 nad R tak, Ze aj definujeme rovne 1, pokud z T;
vede spojeni do T;, a a;j = 0 v opacnem pripade. (Je to tzv.
matice sousednosti grafu.)

Algebra matic

Algebra matic V - Priklad

Priklad 4.1

Jaky je vyznam prvku na misté (i, k) v matici A® ? Tento prvek
ma tvar

ai1a1k + AjpAok + Aj3azk + Ajad4k-

Pritom j-ty ¢len souctu je rovny jedné praveé tehdy, kdyz z
mesta T; vede spojeni do mésta T; a z T; vede spojeni do Tk, a
je rovny nule v ostatnich pfipadech. Prvek na misté (i, k) v
matici A? je proto rovny po&tu cest z T; do T s pravé jednim
prestupem.

Analogicky vidime, Ze prvek na misteé (i, k) v matici A" je rovny
poctu cest z T; do Ty s pravé (n — 1) prestupy.
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Algebra matic VI - Priklad

Priklad 4.1

Tedy pocet cest s nejvyse Ctyfmi prestupy z T; do Ty je tedy
prvek na misté (i, k) v maticiB = A + A2 + A3 + A* + A>. Po
kratkém vypoctu mame:

O O O o o - O O
O = 4 —_ A O =
O O O o o O o o
+
o O O o o O o o
- N O - O = =
o O O o O O O o
o - 00 O O O o
w~NNDhDO1 2 DhhOo =
O O O o o O O o

Algebra matic

Algebra matic VII neni komutativni

Uvédomme si, ze pro n > 1 — na rozdil od komutativity
nasobeni v télese K — ndsobeni matic z pozicnich davodl neni
komutativni na K"*",

Napfriklad

N
- O
— —
N~
N\
O_L
— —
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Algebra matic VIII neni komutativni

Naproti tomu komutativita ndsobeni v télese K ma za
dusledek, ze pro vsechna m, n, p a matice A € K™*"|
B € K™P plati rovnost

(A-B)T =B7-AT.
Totiz v k-tém Fadku a i-tém sloupci matice (A - B)" je prvek

ri(A) - sk(B) = sk(B)" - ri(A)" =rk(B') - s;(AT).

Algebra matic

Algebra matic IX - Priklad modelu dravec - kofist

Linearni model dravec-korist, také znamy jako Lotka-Volterriv
model, popisuje dynamiku interakce mezi populaci dravcu a
jejich kofisti. Model je vyjadfen pomoci soustavy dvou
diferencialnich rovnic: gy

= ax — BXy
at (4.1)
Q = Xy —

@ x(t) je velikost populace kofisti v Case t

@ y(t) je velikost populace dravcu v Case t

@ « je koeficient rastu populace kofristi

@ [ je koeficient predace (mira, jakou dravci lovi kofist)

@ ¢ je koeficient efektivity predace (mira premény ulovené
koristi na nové dravce)

@ ~ je koeficient umrtnosti dravcu
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Algebra matic X - Priklad modelu dravec - kofist

Tento model zachycuje zakladni dynamiku mezi populacemi:

@ Populace kofisti roste exponencialné v nepfitomnosti
dravcl (ax), ale je redukovana interakci s dravci (—gxy).

@ Populace dravcl klesa v nepfitomnosti kofisti (—vy), ale
roste diky interakci s kofisti (dxy).

Model pfedpoklada, ze:
@ Kofist ma neomezeny pristup k potrave.
@ Jedinym zdrojem potravy pro dravce je korist.
@ Mira predace zavisi na pravdépodobnosti setkani dravce a
koristi.
@ Prostredi je konstantni a neméni se v ¢ase.

PrestoZe je tento model zna¢né zjednoduseny, poskytuje
zakladni vhled do dynamiky interakce dravec-kofrist a slouzi
jako vychozi bod pro komplexnéjsi modely.

Algebra matic

Algebra matic XI - Priklad modelu dravec - kofist
Konkrétni priklad pro a = =~ =§ = 1, tj. systém
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Algebra matic XII - Priklad - Markovuv proces

MarkovUv proces je stochasticky proces, ktery splnuje
Markovovu vilastnost - budouci stav zavisi pouze na
soucasném stavu, nikoli na historii stavu.

Necht' (X;);c je Markovuv proces s diskrétnim Casem a

koneCnym stavovym prostorem S = {s4, S, ..., Sp}. Linearni
model pro tento proces je dan:

p(t+1)=Pp(t), (4.2)
kde:

@ p(t) = (ps(1), po(1), ..., pn(1))T je vektor pravdépodobnosti
stavl v Case t,

@ P = (pj) je matice pfechodovych pravdépodobnosti.

Algebra matic

Algebra matic XIII - Priklad - Markovuv proces

Prechodova matice P je stochasticka matice, kde p;;
reprezentuje pravdépodobnost pfechodu ze stavu s; do stavu

S;-
P11 P12 -+ Pin
p_ P..21 P.22 P.zn (4.3)
Pnt Pn2 - Pnn
pfiCemz plati:
n
d pj=1, VYjie€1,2,....n (4.4)
i=1
Vektor = (71, m2,...,mn)" je stacionarni distribuce
pravdépodobnosti, pokud plati:
7w =Pm (4.5)
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Algebra matic XIV - Priklad - Markovuv proces

Ergodicky Markovuv fetézec je specialni typ Markovova
fetézce, kde se systém v dlouhodobém horizontu dostane do
jakéhosi rovnovazného stavu, a to nezavisle na svém vychozim
stavu. Jinymi slovy, pokud budeme sledovat tento systém
dostate¢né dlouho, bude travit ur€ity podil ¢asu v kazdém ze
svych moznych stavu, a to s urCitou pravdépodobnosti.

Hazeni kostkou

Predstavte si jednoduchou hru s kostkou. Hodite kostkou
neékolikrat za sebou. Kazdy hod je nezavisly na predchozich
hodech. Pokud budeme hazet dostateéné dlouho, zjistime, Ze
kazda strana kostky padla priblizné stejny pocet krat. Tento
jednoduchy pfiklad ilustruje chovani ergodického Markovova
retézce.

Algebra matic

Algebra matic XV - Priklad - Markovuv proces

Pro ergodicky Markovuv fetézec plati:

lim p(f) == (4.6)

t—o0
nezavisle na poCatecnim rozdéleni p(0).
Linearni model Markovova procesu nachazi vyuziti v mnoha
oblastech, vCetné:
@ Analyzy financnich trhd
@ Modelovani biologickych systémd, Sifeni epidemii

@ Simulace riznych systému, od fyzikalnich procesu az po
socialni interakce.

@ Zpracovani prirozeného jazyka (preklady, chatboti)
@ Predikce pocCasi
@ Algoritmu pro simulaci, strojového uceni
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Operace s bloky

Operace s blokovymi maticemi - soucet a skalarni
nasobek

Operace maticového souctu a skalarniho nadsobku muzeme na
blokovych maticich rozlozit na jednotlivé bloky.

Jsou-li A = (Aj)kxi, B = (Bjj)kx/ blokové matice nad Ciselnym
telesem K a odpovidajici si bloky Aj;, Bj; se stejnym typem
m; x n;, tak jejich soucet je opét blokova matice

A+B=(A;+Bj)ixi

s bloky stejnych typu.

S operaci skalarniho nasobku je to jesté jednodussi, totiz
nemusime se starat o shodnost rozméru jednotlivych bloku.

cA = (CAij)kxl-
I a4
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Operace s blokovymi maticemi | - soucin

Blokova struktura sa prenasi i na soucin matic za podminky, ze
sloupce prvni matice jsou ve stejném poradi rozdéleny na
stejny pocCet stejné velkych skupin, feknéme ny +no + ... + n,,
jako sloupce druhé matice. Tedy pokud A = (Aj),.xv,

B = (Bjk).xvs jsou blokové matice nad K, pficemz blok Aj je
typu m; x n; a blok By typu n; x px, tak jejich soucin je blokova
matice tvaru A - B = (Ci),xv, kde blok

Cik=Ai1 -Bixk+Ap2-Box+...+Aj- Bk

je typu m; x py.

Blokové matice nasobime stejné jako "obycejné" matice, jen
s tim rozdilem, ze soucCet resp. soucin v télese K nahradime
souctem resp. soucinem matic.

Operace s bloky

Operace s blokovymi maticemi Il - diagonala

Jednotkové matice I, jsou prikladem tzv. diagonalnich matic.

Ctvercovou matici A = (&;)nxn Nazyvame diagonalni, pokud
a;j = 0 pro vSechy i # j, tj. pokud vSechny jeji prvky mimo
diagonalu jsou nuly.

Diagonalni matici, ktera ma na diagonale postupné prvky
di, b, ..., dy € K znacime diag(ds, ds, . . ., d,). Tedy napf.

I, = diag(1,...,1).
N——
n-krat

Podobné muzeme definovat i tzv. blokové diagonalni matice.
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Operace s blokovymi maticemi Il - diagonala

Pokud A4, Ao, ..., Ak jsou Ctvercové matice radu ny, no, ..., ng,
tak blokoveé diagonalni matici s bloky Aq, Ao, ..., A
nazyvame ctvercovou blokovou matici

A, 0 ... O

0O A ... O
diag(A'I)A.?v"')Ak): . . . .
0O 0 ... A
kde 0 nachéazejici se na pozici (i, j) oznacuje nulovou matici
Onl-nj.

Pravidlo o soucCinu blokovych matic se redukuje na zvIast

jednoduchy tvar pro blokové diagonalni matice — nasobeni
funguje diagonalné po slozkach.

Operace s bloky

Operace s blokovymi maticemi IV - diagonala

Pokud A = diag(Aq,...,Ax), B =diag(Bq,...,Bk) jsou blokové
diagonalni matice, pfiCemz odpovidajici si bloky A;, B; jsou
Ctvercové matice stejného radu n;, jejich soucin je blokové
diagonalni matice tvaru
A-B :diag(A1 . B1,...,Ak-Bk)

s Ctvercovymi bloky rada ny, ..., ng.
Specialné, pro "obycejné" diagonalni matice plati

diag(ai,...,an) - diag(by,...,b,) =

diag(ai by, . .., anbn).

Plati analogicka pravidla pro soucet a skalarni nasobek
(blokové) diagonalnich matic.

A+B = dag(A;+By,..., A+ By)
cA = diag(cAq,...,CcA)
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