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Abstrakt

V této kapitole zavedeme pojem inverzni matice k dané
Ctvercové matici.
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Abstrakt

V této kapitole zavedeme pojem inverzni matice k dané
Ctvercové matici.

Dale se naucCime pocitat inverzni matice a LU-rozklad matice.
Budeme aplikovat LU-rozklad matice na feSeni soustav rovnic a
vypocet inverze.
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Inverzni matice |

Necht A € K™ t.j. A je tvercova matice typu n x n.
Inverzni matici k matici A rozumime matici B € K< tak, ze

A-B=1,=B-A

Ztejmé k dané Ctvercové matici A existuje nanejvys jedna
inverzni matice.
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Inverzni matice |

Necht A € K™ t.j. A je tvercova matice typu n x n.
Inverzni matici k matici A rozumime matici B € K< tak, ze

A-B=1,=B-A

Ztejmé k dané Ctvercové matici A existuje nanejvys jedna
inverzni matice.

Tuto jednoznacné uréenou matici (pokud existuje) budeme
znadit A",
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Vlastnosti inverzni matice |

K" K" K"

(B-A)-(5) =idkr =+ ()]
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Regularni matice |

Rikame, ze &tvercova matice A € K™ " je reguldrni, pokud k ni
existuje inverzni matice A~'; v opaéném ptipadé A je
singularni.
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Rikame, ze &tvercova matice A € K™ je reguldrni, pokud k ni
existuje inverzni matice A~'; v opaéném ptipadé A je
singularni.

Necht A, B € K™ jsou regularni matice.
Potom i matice A=', A- B a AT jsou requlrni a plati:

(A7) =,
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Regularni matice |

Rikame, ze &tvercova matice A € K™ je reguldrni, pokud k ni
existuje inverzni matice A~'; v opaéném ptipadé A je
singularni.

Necht A, B € K™ jsou regularni matice.
Potom i matice A=', A- B a AT jsou requlrni a plati:

(A7) =,

(A-B) '=B"".-AT,
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Rikame, ze &tvercova matice A € K™ je reguldrni, pokud k ni
existuje inverzni matice A~'; v opaéném ptipadé A je
singularni.

Necht A, B € K™ jsou regularni matice.
Potom i matice A=', A- B a AT jsou requlrni a plati:

(A7) =,




Zleva elementarni matice Realizace ERO a  Vypocet inverze
ESO

@ Realizace ERO
@ Realizace ERO a ESO
pomoci nasobeni matic
. s , @ Vypocet inverzni matice
e Realizace radkovych yp nv
operaci pomoci nasobeni

zleva elementarnimi

maticemi




Zleva elementami matice Realizace ERO a  Vypocet inverze

ESO

Realizace ERO a ESO |

Necht A € K™*1,
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Realizace ERO a ESO |

Necht A € K™*1,

(a) Necht matice B € K™ " vznikne z A provedenim jedné
ERO. Oznacéme E matici, ktera vznikne z matice I,
provedenim stejné ERQO. PotomB =E - A.
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Realizace ERO a ESO |

Necht A € K™*1,

(a) Necht matice B € K™ " vznikne z A provedenim jedné
ERO. Oznacéme E matici, ktera vznikne z matice I,
provedenim stejné ERQO. PotomB =E - A.

(b) Necht matice C € K™*" vznikne z A provedenim jedné
ESO. Oznacme F matici, ktera vznikne z matice |,
provedenim stejné ESO. Potom C = A - F.
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Realizace ERO a ESO |l

Ctvercové matice E € K™", které vzniknou z jednotkové
matice I, provedenim jediné ERO nebo ESO, nazyvame
elementarni matice.
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ESO

Realizace ERO a ESO |l

v

Ctvercové matice E € K" které vzniknou z jednotkové
matice I, provedenim jediné ERO nebo ESO, nazyvame
elementarni matice.

Ctvercové matice E € K™<", které vzniknou z jednotkové

@ matice I, provedenim jediné ERO, nazyvame zleva
elementarni matice,

@ matice I, provedenim jediné ESO, nazyvame zprava
elementarni matice.
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Realizace ERO a ESO |l

v

Ctvercové matice E € K" které vzniknou z jednotkové
matice I, provedenim jediné ERO nebo ESO, nazyvame
elementarni matice.

Ctvercové matice E € K™<", které vzniknou z jednotkové

@ matice I, provedenim jediné ERO, nazyvame zleva
elementarni matice,

@ matice I, provedenim jediné ESO, nazyvame zprava
elementarni matice.

Libovolnou ERO (ESO) na matici A mizeme realizovat
vynasobenim matice A vhodnou elementarni matici E (F) zleva
(zprava).
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Realizace ERO a  Vypocet inverze

ESO

Vypocet inverzni matice |

Navod na vypocet inverzni matice k dané Ctvercové matici
A c KM™n:

(A1) 559 (1,1 A "),

Necht A € K™ aEq,Eyp, ..., Ex € K™ jsou elementarni
matice tak, ZeEx -...-E>-Eq - A =1,. Potom
A'=E, ... .E, E;.

v

Pro libovolné A, B € K™ plati A - B = |, prave tehdy, kdyz
B-A=1I,.
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Vypocet inverzni matice

K stejnému cili vede téZ postup reprezentovany schématem:

=)
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Vypocet inverzni matice

K stejnému cili vede téZ postup reprezentovany schématem:

=)

Matice A € K™" je regularni pravé tehdy, kdyZz ji muZeme
rozloZit na soucin A = E; - ... - Ex kone¢ného poctu
elementarnich maticEq, ..., Ex € K™
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Realizace ERO a  Vypocet inverze

ESO

Vypocet inverzni matice I

Pro libovolné A, B € K™*" plati:

(a) A je radkove ekvivalentni s B (A ~ B) pravé tehdy, kdyz
existuje regularni matice P € K™ tak, Ze A=P - B;
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Vypocet inverzni matice I

Pro libovolné A, B € K™*" plati:

(a) A je radkove ekvivalentni s B (A ~ B) pravé tehdy, kdyz
existuje regularni matice P € K™ tak, Ze A=P - B;

(b) A je sloupcové ekvivalentni s B (A B) pravé tehdy, kdyz
existuje regularni matice Q € K"*" tak, Ze A =B - Q.
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U-rozklad matice Definice Obecny postup

Ptiklad Aplikace

Definice

LU-rozklad matice A je faktorizace matice na soucin dolni
trojuhelnikové matice L (Lower) a horni trojuhelnikové matice U

(Upper).
Piseme:
A=LU

kde:

@ A je Ctvercova matice fadu n,

@ L je dolni trojuhelnikova matice s jednotkami na diagonale,

a
@ U je horni trojuhelnikova matice.



LU-rozklad matice ,
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Ptiklad Aplikace

Vyuziti |

LU-rozklad je zakladnim nastrojem numericke linearni algebry,
ktery nachazi Siroké uplatnéni v mnoha oblastech védy a
techniky. Jeho schopnost efektivné fesit soustavy linearnich
rovnic a provadét dalsi numerické operace z ngj Cini
nepostradatelny nastroj pro védce, inzenyry a programatory.

Kde se LU rozklad vyuziva v praxi?
@ Numerické metody:
o Reseni parcialnich diferencilnich rovnic
e Aproximace funkci
e Numericka integrace

@ Simulace:

e Simulace fyzikalnich systéma
e Simulace ekonomickych modell



LU-rozklad mati
zlad matice Definice Obecny postup

Ptiklad Aplikace

Vyuziti Il

Kde se LU rozklad vyuziva v praxi?
@ Strojové uceni:
e Reseni soustav normalnich rovnic v metodé nejmensich

Ctvercl
e Vypocet inverznich matic v rliznych algoritmech

o Grafické aplikace:

e Transformace soufadnic

o Reseni problému souvisejicich s geometrii
@ InZenyrstvi:

e Analyza konstrukci

e Simulace proudéni tekutin

@ Ekonomie:

e Ekonomické modelovani
e Optimalizace portfolia
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Priklad |

Obecny tvar matic L a U pro matici 3x3:

1 0 0 Uy1 Ug2  Ugg
L= I21 1 0 U= 0 Uy Uz3
/31 /32 1 0 0 U3z

Nalezeni LU-rozkladu mizeme zapsat jako soustavu rovnic:

ap = Up a1 = by as1 = kU1
12 = U12  @x = hbiUip + U  asp = l31U12 + koo
a3 = U3 @o3 = hbyly3 + Upz @33 = l31U13 + holoz + U3z

LU rozklad se Casto pouziva pro feSeni soustavy linearnich
rovnic Ax = b, kterou mizeme prepsat jako LUx = b.

Toto Ize fesit ve dvou krocich:

1. Re§imeLy =bproy. 2.Resime Ux =y pro x.
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Priklad Il
Uvazujme nésledujici matici A:
2 -1 1
A= 4 1 —1
-2 2 A

Nasim cilem je najit matice L a U takové, ze A = LU.

Postup vypoctu:
@ Nejprve uréime prvni sloupec matice L a prvni fadek

matice U:
. a 4
hi=1 (vzdy), un=an=2 hi=-—=_=2
U1 2
as{ -2
by = 20 = 28— 1 U= anp = -1, Urg = arg = 1.
=T 2 ; U2 = a2 13 = a13
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Priklad III

@ Nyni vypocitame zbyvajici prvky druhého sloupce matice L
a druhého fadku matice U:

Upp = @ — biuip =1-2(-1) =3,
_ap—hiuz 2 (=1)(=1)

I
32 Unp 3 3’

Upz = @23 — by,
U3 = -1 - 2(1) = —3.

© Nakonec vypocitame posledni prvek matice U:

Usz = a3 — kU3 — kot =1 — (—1)(1) — 5(-3) =3.
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Priklad IV
Pak
1 00 2 -1 1
L= 2 10 u=|( 0 3 -3
-1 11 0o 0 3
a

1 0

LU = 2 1
-1 1

3
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Obecny postup

Necht' R je dolni (horni) trojuhelnikova matice fadu n s
nenulovymi vsemi prvKy na hlavni diagonale. Pak R je regularni
a inverzni matice R~ je také dolni (horni) trojuhelnikova. M&-li
navic matice R na hlavni diagonale vsechny prvKky rovné 1, pak
i matice R~' ma samé jednotky na hlavni diagondle.




LU-rozklad matice

Definice Obecny postup
Priklad Aplikace

Obecny postup

Necht' R je dolni (horni) trojuhelnikova matice fadu n s
nenulovymi vsemi prvKy na hlavni diagonale. Pak R je regularni
a inverzni matice R™" je také dolini (horni) trojuhelnikova. Ma-li
navic matice R na hlavni diagonale vsechny prvKky rovné 1, pak
i matice R~' ma samé jednotky na hlavni diagondle.

Véta 3.2 (O LU-rozkladu)

Necht A je regularni matice radu n, u které pfi Gaussove
eliminaci nemusime prohazovat radky. Pak existuji reqularni
matice L a U fadu n, pro které plati A = LU, L je doini
trojuhelnikova matice s jednotkami na hlavni diagonale, U je
horni trojuhelnikova matice s nenulovymi prvky na hlavni
diagonale.

Matice L a U jsou témito podminkami uréené jednoznacne.

= = -
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Reseni soustavy rovnic pomoci LU-rozkladu |

Nasledujici priklad ukazuije, jak pouzit LU-rozklad k feSeni
soustavy linearnich rovnic. Proces zahrnuje tfi hlavni kroky:

@ Provedeni LU-rozkladu matice koeficient(.
@ Reseni soustavy Ly = b proy.
@ Reseni soustavy Ux = y pro x.

Tento pristup je zvlasté uziteCny, kdyz potrebujeme fesit vice
soustav se stejnou matici koeficientt, ale riznymi pravymi
stranami, protoZe LU rozklad staci provést pouze jednou.
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Reseni soustavy rovnic pomoci LU-rozkladu I

UvaZujme soustavu linearnich rovnic:

2X1 — Xo + X3 =1
4X1 —|—X2—X3:—2
—2X1 +2X2+X3:7

Tuto soustavu muzeme zapsat v maticovém tvaru Ax = b, kde:

2 -1 1 Xy 1
A= 4 1 1], x=| x|, b= -2

2 2 1 X3 7
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Reseni soustavy rovnic pomoci LU-rozkladu IlI

Z predchoziho ptikladu vime, ze LU-rozklad matice A je:

1. 00 2 -1 1
L=| 2 10 u=(o 3 -3 |.
-1 11 0 0 3

Nyni feSime soustavu Ly = b:

(2 18)()-(%)

Resime postupné:

yi=1
2Y1t+yo=-2 = Yyo=-2-2(1)=-4

W= —

1 1
Yitgletys=7 = yp=7+1-5(-4) =+
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Reseni soustavy rovnic pomoci LU-rozkladu IV

Nyni feSime soustavu Ux = y:

2 -1 1 X1 1
0 3 -3 o | = -4 |.
0 0 3 X3 2

Resime zpétnou substituci:

-
579
_4_|_3&
1+1-2 7
2x1 —Xo+x3=1 = X1:T9:_ﬁ'
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MGzeme ovérit feSeni dosazenim do plvodni soustavy:

7 25 7 25

oy 4 2 L 4 2y
(—g) 1+ 9 =9 9
7 25 14 25
Sy 1ty S,
‘-t -9 =9 9
o5 7 25
—2(— 18)+2(1)+§ §+2+?_7.
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Vypocet inverze pomoci LU-rozkladu |

Obecny postup
Aplikace

Uvazujme matici A:

2 -1 1
A= 4 1 -1].
2 2 1

Chceme najit A~! pomoci LU-rozkladu.
Krok 1: LU-rozklad matice A

Z predchozich prikladd vime, Zze LU-rozklad matice A je:

1 00 2 —1
L= 2 0 U=1| 0 3
-1 1 0 O

W= =

1
-3 |.
3
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Vypocet inverze pomoci LU-rozkladu I

Krok 2: Reseni soustavy pro kazdy sloupec jednotkové
matice

Pro nalezeni A~' musime vyfesit AX = I, kde | je jednotkova
matice 3x3.
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Vypocet inverze pomoci LU-rozkladu I

Krok 2: Reseni soustavy pro kazdy sloupec jednotkové

matice

Pro nalezeni A~' musime vyfesit AX = I, kde | je jednotkova

matice 3x3.

To znamend, Ze budeme fesit tfi soustavy rovnic Ax; = e;, kde

X; je i-ty sloupec A~" a e, je i-ty sloupec jednotkové matice.

Pro prvni sloupec ey = (1,0,0)":

Resime Ly = e+: ]
vri=1,2n+y=0 = yo=-2, —}’1+§Y2+Y3:0

Resime Ux; =y: - Y3a=3
1 5
X3 =g 3X12 = 3X13 = —2 = X2 = ~9 2X11 — X2 + X13 = 1,
3 1
- MTET2
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Vypocet inverze pomoci LU-rozkladu Il

Pro druhy sloupec e, = (0,1,0):
Resime Ly = e5:

y1=0
21 +ye=1 = yo=1
- +1 +y3=0 = _ !
Y1 3}’2 Y3 = Y3 = 3
Re&ime Ux, = y:
om — 1
2
3X22—3X23:1 = X22:§
]
2X21 — X2 + X3 =0 = Xe1 =g
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Vypocet inverze pomoci LU-rozkladu IV

Pro tfeti sloupec e3 = (0,0, 1)7:
ReSime Ly = es:

y1=0
2y1+y2=0 = )=0
]
—Y1+§Y2+Y3=1 = yz3=1

Resime Uxz = y:

1
X33=§

3X32 — 3X33 =0 = X3p =

w| =

2X31 — X300+ X33 =0 = x31=0
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Vypocet inverze pomoci LU-rozkladu V

Krok 3: Sestaveni inverzni matice
Nyni mdZeme sestavit inverzni matici A~' z vypo&tenych

sloupcu: % é
—1

2
AA T=| 4
2

1

]

2

100
(o1o)|

00 1

Timto jsme Uspésné vypocitali inverzni matici pomoci
LU-rozkladu a ovéfili jeji spravnost.

|

w=wl= O

— I —
—_
SN——
—
[lelE I N|—
©ojo
| o=

o=
w=wl= O
SN—
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