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Abstrakt

V této kapitole pfipomeneme zékladni vlastnosti komplexnich
Cisel.

Dale zavedeme pojem obecného télesa K. Prvky télesa
budeme nazyvat skalary.
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Motivace

V redlnych ¢islech nema rovnice x? = —1 2adné fedeni. Tato
skute¢nost nas motivuje k rozsifeni mnoziny realnych Cisel tak,
abychom ziskali feSeni této rovnice a zaroven zachovali
vSechna pravidla pro scitani a nasobeni.

Zavedeme novy symbol i, pro ktery plati:

=1

Toto i nazveme imaginarni jednotkou.

Komplexni ¢islo je Cislo z ve tvaru a + bi, kde a spolu s b jsou
realna cisla a i je imaginarni jednotka. Mluvime o
algebraickém tvaru.
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Algebraicky tvar Operace

Algebraicky tvar komplexnich Cisel

Komplexni Cislo z v algebraickém tvaru zapisujeme jako:

z=a+ bi

kde:
@ aje realna ¢ast komplexniho Cisla z
@ b je imaginarni ¢ast komplexniho Cisla z
Specialni pripady:
@ Pokud b =0, pak z = aje realné Cislo.
@ Pokud a =0, pak z = bi je ryze imaginarni Cislo.
@ Pokud a=0a b =0, pak z = 0 je nulové komplexni ¢islo.
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Scitani a nasobeni

Dvé komplexni Cisla z = a+ bi a zo = ¢ + di jsou si rovna,
prave kdyz:
a=c¢c a b=d

Pro zachovani pravidel scéitani dvou komplexnich cisel
definujeme:
(a+ bi)+ (c+di)=(a+c)+ (b+d)i
a nasobeni dvou komplexnich ¢isel definujeme:
(a+ bi)(c + di) = ac + adi + bci + bdi?

— ac + adi + bci — bd
= (ac — bd) + (ad + bc)i

Algebraicky tvar Operace

Dusledky
Diky tomuto rozSifeni jsme ziskali:
@ Reseni rovnice x2 = —1, konkrétné x = ia x = —i

@ MozZnost fesit kvadratické rovnice s negativnim
diskriminantem

@ Zachovani v8ech algebraickych pravidel pro scitani a
nasobeni

Pro komplexni Cislo z = a + bi definujeme komplexne
sdruzené cislo z jako:
z=a—bi

Pro nenulové komplexni Cislo z = a + bi existuje
multiplikativni inverze:

1 a B b i
TZ1 b E P

V4




Algebraicky tvar Operace

Déleni a absolutni hodnota
Prozi =a+biaz,=c+ di(z # 0):

z; _ (ac+ bd) + (bc — ad)i

2o c2 + d?
Pro z = a+ bi je absolutni hodnota z:
1z| = Va2 + b?

Vyhody algebraického tvaru
@ Snadna interpretace realné a imaginarni Casti
@ Jednoduché scitani a od¢itani

Algebraicky tvar komplexnich Cisel poskytuje intuitivni a
prakticky zpusob reprezentace a manipulace s komplexnimi
Cisly v matematice a jejich aplikacich.
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Geometricky tvar

Geometricky tvar komplexnich cisel, znamy také jako
polarni tvar, poskytuje alternativni zplisob reprezentace
komplexnich Cisel, ktery zduraznuje jejich geometrickou

interpretaci.

Komplexni ¢islo z v geometrickém tvaru zapisujeme jako:
Z = r(cosf + isin )

kde:
@ r je absolutni hodnota (modul) komplexniho Cisla

@ 0 je argument komplexniho Cisla (uhel s kladnou realnou
osou)

v
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Vztah s algebraickym tvarem a Euleruv vzorec

Pro komplexni ¢islo z = a + bi v algebraickém tvaru plati:

r=+va+b?

6 = arctan (g) (s patficnou korekci pro riizné kvadranty)

EulerQiv vzorec spojuje exponencialni funkci s goniometrickymi
funkcemi:
i0

€’ =cosf +isinf

Diky tomu muzeme geometricky tvar zapsat také jako:

z = re'
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Geometricka interpretace

Geometricky tvar
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Nasobeni v geometrickém tvaru

Pro zy = ry(cos 61 + isinf{) a Zo = ra(cos o + isinfy):
Z1 2o = I I’Q[COS((91 + 92) + isin(¢91 + 92)]

To znamen4, Ze pfi nasobeni komplexnich Cisel:

@ Nasobime jejich moduly
@ Scitame jejich argumenty
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Geometricky vyznam nasobeni

21 - 2o = r1ra(cos(0 + 02) + isin(01 + 62))

Geometricky tvar : 5 ;
oY Y Zapis Nasobeni
Vztah s AT Vyhody
Interpretace

Mocniny komplexnich Cisel

Pro komplexni Cislo z = r(cos @ + isin #) a pfirozene Cislo n
plati:

Zz" = r"(cos(nb) + isin(nh))

Toto je znamé jako de Moivreova véta.
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Vyhody geometrického tvaru

@ Snadnd vizualizace komplexnich Cisel v komplexni roviné
@ ZjednoduSeni nasobeni a umocnovani komplexnich Cisel
@ Prima souvislost s goniometrickymi funkcemi

Nasobeni komplexnich &i-
sel komplexni jednotkou

@ Nasobeni komplexnich
Cisel komplexni jednotkou
jako rotace kolem pocatku



Nasobeni komplexnich &i-
sel komplexni jednotkou

Nasobeni komplexnich Cisel komplexni jednotkou

Nasobeni komplexniho Cisla komplexni jednotkou méa zajimavy
geometricky vyznam - zpusobuje rotaci bodu reprezentujiciho
komplexni Cislo kolem pocatku komplexni roviny.

Komplexni jednotka je komplexni Cislo s absolutni hodnotou
1. V polarnim tvaru ji mizeme zapsat jako:

U=cosf +isind = e
kde @ je libovolny realny uhel.

Mé&jme komplexni &islo z = r(cos ¢ + isin ¢) = re'®. P¥i
nasobeni z komplexni jednotkou u dostaneme:

uz = (cos @ + isin@)(rcos ¢ + irsin ¢)
= r(cosf cos ¢ — sin@sin ¢) + ir(sin 6 cos ¢ + cos @ sin ¢)

= rlcos(0 + ¢) + isin(0 + ¢)] = re/(?+¢)
I a4
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Nasobeni komplexnich cisel komplexni jednotkou -
geometricka interpretace

Z vysledku vySe vidime, Zze nasobeni komplexnim Cislem z
komplexni jednotkou u:
@ Zachovava absolutni hodnotu (modul) r pavodniho ¢isla z
@ Pricita argument 8 komplexni jednotky u k argumentu ¢
Cisla z
Geometricky to znamena, Ze bod reprezentujici z v komplexni
roviné se otoCi o Uhel 6 kolem pocatku souradnic.
Specialni pripady
@ Nasobeni ¢islem i (tj. & = 90) otaci bod o 90° proti sméru
hodinovych rucicek.
@ Nasobeni Cislem —1 (tj. 6 = 180) otaci bod o 180°.
@ Nasobeni Cislem —i (tj. # = 270) otaci bod o0 90° ve sméru
hodinovych rucicek.
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Nasobeni komplexnich cisel komplexni jednotkou -
geometricka interpretace

Nasobeni komplexniho ¢isla komplexni jednotkou je elegantni
zpusob, jak provadét rotace v komplexni roviné. Tento koncept
ma Siroké uplatnéni v mnoha oblastech matematiky a fyziky,

v€etné zpracovani signalu, kvantové mechaniky a teorie grup.
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Zakladni pojmy

N — mnozina v8ech pfirozenych Cisel,
Z — mnozina vSech celych Gisel, C
Q — mnozina vSech racionalnich Cisel,

R — mnozina v8ech realnych Cisel, C
C — mnozina v&ech komplexnich Cisel. Q

Nulu povazujeme za prirozené Cislo, tj. 0 € N.

Prvky vySe uvedenych Ciselnych obort Q, R, C nazyvame Casto
skalary. V tomto pripadé pak budeme mluvit o ¢iselném
télese.

Na kazdé z mnozin Q, R, C jsou definované dvé binarni
operace, sCitani + a nasobeni - .

Télesa

Ciselné obory Vlastnosti téles
Axiomy telesa Konec¢na télesa

Struktura Ciselnych oboru |

Obé tyto operace jsou asociativni a komutativni.

Nasobeni je (z obou stran) distributivni vzhledem ke séitani,
tj. pro vSechny prvky x, y, z ptisluSné mnoziny plati

X-(y+2)=x-y+x-2 (xX+y)-z=x-z+y-2Zz

v 7y

Ciselny obor N je v porovnani s obory Z, Q, R a C "chudsi" —
totiZ rovnice tvaru x + a = b maji v oborech Z, Q, R, C feSeni
x = b — apre libovolné a, b, ale v N je takovato rovnice
resitelna, pokud a < b.

Obory Q, R a C jsou vSak "bohatSi" nejen v porovnani s N, ale |
s 7 — rovnice tvaru ax = b maji v oborech Q, R, C feSeni pro
libovolné a # 0 a b, pfiCemz v N Ci Z jsou feSitelné, pouze
pokud a je délitelem b.
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Axiomy télesa |

Telesem nazyvame mnozinu K s dvéma vyznacnymi prvky —
nulou 0 a jednickou 1 — a dvéma binarnimi operacemi na K —
séitanim + a nasobenim - — takovymi, ze plati

(Va,be K)(a+ b=b+ a), (Va,be K)(a-b=>b"-a),

(Va,b,c € K)(a+ (b+c)=(a+ b) + ¢),
(Va,b,ce K)(a-(b-c)=(a-b)-c),

(Vae K)(0+a= a), (Vae K)(1-a= a),

(Vae K)(3be K)(a+ b=0),
(Vae K~ {0}H)(3be K)(a-b=1),

(Va,b,ce K)(a-(b+c)=(a-b)+(a-c)), 0#1.
I a4

Télesa

Ciselné obory Vlastnosti téles
Axiomy télesa Konecna télesa

Axiomy telesa ll

Scitani a nasobeni v télese jsou komutativni a asociativni
operace a nasobeni je distributivni vzhledem ke scitani.

0 je neutréalni prvek scitani a 1 je neutralni prvek nasobeni a
tyto prvky jsou navzajem ruzné.

Prvek b € K takovy, Zze a+ b =0, je k danému a € K urCeny
jednoznacne.

Tento jednoznacné uréeny prvek k danému a oznacujeme —a a
nazyvame opacny prvek k a. Misto a+ (—b) piSeme jen a— b.
Analogicky se Ize presvédCit, ze i prvek b € K takovy, Ze
a-b=1jekdanému 0 # a € K urCeny jednoznacné —
oznadujeme ho a~! nebo % pfipadné 1/a a nazyvame inverzni
prvek k a nebo prevracena hodnota prvku a.

Misto a- b~ piseme téz 2 nebo a/b.
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Vlastnosti téles |

Bud K téeleso. Potom pro vsechnan € N a
a,b,c,by,...,by € K plati

(a) a+b=a+c = b=c,
(b) (a-b=a-c&a#0) = b=c,

(c) a-0=0,
(d a-b=0= (a=0vb=0),
(e) —a=(-1)-a

(fla-(b—c)=a-b—a-c,
(9 a(by+...+b))=a-by+...+a-bp.

Doplfime, Ze podminky (a) a (b) sa nazyvaji zakony o kraceni
pro scitani resp. nasobeni v télese.

Télesa

Ciselné obory Vlastnosti téles
Axiomy télesa Konec¢na télesa

Vlastnosti teles |l

Podminka (e) ndm umoznuje zavést libovolné celociselné
nasobky prvkl z télesa.

Pro a € K, n € Nklademe (—n)a= —(na) = n(—a).
Podobné Ize pro nenulové prvky télesa zavést i libovolné
celoCiselné mocniny. Pro 0 # a € K, n € N klademe
an—= (an)—1 — (3—1)n_

0a=0, 1a=a a=1, a' =a,

n(a+ b) = na+ nb, (m+ n)a= ma+ na,

(mn)a=m(na),  (mn)(a-b) = (ma)-(nb),
(a-b)"=a"-b", n<0= a#0+#b,

amn=a"m.a", (m<0vn<0) = a#0,
am = (am", (m<0vn<0) = a#0

Va,be K, m,nec Z.
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Vlastnosti teles Il

Necht K je téleso a L C K. Rikame, Ze L je podtéleso télesa
K, pokud 0,1 € LaprovSechnaa,be Lplatia+be L,
abel, —ac La,pokud a+#0,takia ' e L.

Podtéleso télesa K je tedy jeho podmnozina L, kterd obsahuje
nulu a jedniCku a je uzaviena vzhledem ke scitani, nasobeni,
opacnému a inverznimu prvku. Zrejmé kazdé podtéleso télesa
K je s témito operacemi zizenymi z K na L i samo télesem.
Rikame pak, Ze téleso K je rozsifenim télesa L.

Zrejmé téleso Q je podtelesem télesa R i télesa C; téleso C je
rozSifenim téles Q a R.

Télesa
Ciselné obory Vlastnosti téles
Axiomy télesa Konec¢na télesa

Vlastnosti téles IV

Charakteristikou télesa K, piSeme charK, nazyvame
nejmensi kladné celé Cislo n takové, ze n1 = 0; pokud takové n
neexistuje, t.j. n1 # 0 pro kazdé celé n > 0, fikame ze K ma
charakteristiku oo (néktefi autofi definuji charK = 0).

Je-li teleso K rozSifenim telesa L, tak obe télesa K a L maji
tutéz jedniCku i nulu, a proto charK = charL.

Zfejmé charQQ = charR = charC = oc.

Necht K je téleso. Potom charK je rovna oo nebo prvocisiu.
I a4 4@ 4@
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Konecna télesa |

V tomto odstavci si ukazeme priklady téles, jejichz
charakteristika neni co. Z tohoto ddvodu se tato télesa
podstatné lisi od nam znamych Ciselnych téles.

Totiz, pro kazdé prvocislo p sestrojime jisté konecné teleso Zp,
které ma p prvku a charakteristiku p. Naopak, dfive uvedena
Ciselnd télesa jsou nekonecna.

Pro potfeby matematické analyzy, tedy i z hlediska fyzikalnich

vvvvvv

vSak v soucCasnosti sehravaji dilezitou Ulohu napft. v teorii
kodovani a kryptografii.
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Konecna télesa I

Pro kazdé kladné celé Cislo n oznaCme

Zn={keN| k<n={01,....n—1}.

Mnozinu Z, nazyvame mnozinou zbytkovych trid modulo n.
Na této mnoziné zavedeme dvé binarni operace — scitani @ a
nasobeni ® (je nutné odlisit s€itani a nasobeni v Z, od
prislusnych operaci + a - v Z).

Pro a, b € Z, klademe

ad b = zbytek po déleni a+ b Cislem n,
a® b = zbytek po déleni a- b Cislem n.
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Konecna télesa lll

@ a ® jsou asociativni a komutativni operace na Z, 0 je
neutralni prvek sCitani a, pro n > 1, 1 je neutréini prvek
nasobeni.

Nasobeni je distributivni vzhledem ke scitani a dale ©ca=n— a
je opacny prvek k a € Zp.

MnoZina Z,, s operacemi & a © je teleso pravé tehdy, kdyz n je
prvocislo.

Télesa
Ciselné obory Vlastnosti téles
Axiomy télesa Konecna télesa

Konecna télesa IV

0123 |4 ©|0]1[2|3]|4
001234 0/{0|0|0|0]|O
11112131410 11011234
21213401 21012413
3(3(4(0(|1]2 3(/0(3|1|4)2
4140123 4104|321

Multiplikativni tabulky scitani a nasobeni v télese Zs.
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Algebraicka struktura

Algebraicka struktura

MnoZina komplexnich Cisel C s operacemi sCitani a nasobeni
tvori téleso, které je algebraicky uzaviené. To znamena, ze
kazda polynomialni rovnice s komplexnimi koeficienty ma
alespon jedno komplexni feseni.

Necht K je libovolné téleso a m, n € N.

Matici typu m x n, nebo téz m x n-rozmérnou matici nad
télesem K rozumime obdélnikovou tabulku

dait a2 ... Qin

dpy doo ... dop
A=| . . . ,

dm dmz2 ... dmn

sestavajici z prvku K.
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