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Abstrakt

V této kapitole zavedeme dva pojmy, které budou hrat

v nasledujicim vykladu kliCovou ulohu a dokdzeme o nich
nékolik jednoduchych tvrzeni. Puljde o pojem télesa a
vektorového prostoru. Déle prozkoumame pojem linearniho
zobrazeni .

Prvky télesa budeme nazyvat skalary a prvky vektorového
prostoru vektory.
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Motivace Geometrie

Geometrickd interpretace vektoru

Vektory v roviné i v prostoru si predstavujeme jako
orientované usecky, tj. Usecky, jejichz jeden krajni bod
povazujeme za pocatecCni a druhy za koncovy — ten je
oznaceny obvykle Sipkou.

Pfitom dvé stejné dlouhé, rovno-
bézné a souhlasné orientované

useCky predstavuji ten stejny vektor

’ v — fikame, Ze jsou umisténi téhoz
/ vektoru.

Abstrakt
Motivace Geometrie

Geometrickd interpretace vektoru

Zvolime-li si néjaky pevny bod O, pak vSechny vektory v roviné
Ci v prostoru mﬁieme_jgdnoznaéné reprezentovat jako

orientované Usecky OA s pocatkem v O.
Jejich koncem mUze byt libovolny bod A roviny ¢&i prostoru, bod

O nevyjimaje — orientovana Usecka @ totiz predstavuje tzv.
nulovy vektor.




Abstrakt
Motivace Geometrie

Geometrickd interpretace vektoru

Vektory v roviné Ci v prostoru mizeme scitat pomoci tzv.
vektorového rovnobézniku.

=7 ? . , .
Soucet vektort U = OA, v = OB je potom znazornény

orientovanou uhlopfickou U + v = Wﬁ rovnobéznika, jehoz
dvé prilehlé strany tvoii Usecky OA, OB.

Abstrakt
Motivace Geometrie

Geometrickd interpretace vektoru

Vektory muzeme rovnéz nasobit libovolnymi skalary, tj. v
naSem pripadé realnymi Cisly:

pokud ¢ € R a Vv je vektor, tak cv je vektor, tj. orientovana
UsecCka s pocatkem v O, jejiz délka je |c|-nasobkem délky
usecky Vv, lezi na té stejné primce jako V a je orientovana
souhlasné s v, pokud ¢ > 0, resp. nesouhlasné s v, pokud
c<O0

(je-li ¢ = 0 nebo V je nulovy vektor, tak, samozrejme, i cV je
nulovy vektor, takze nezalezi na jeho sméru ani orientaci).
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Geometrickd interpretace vektoru

Pokud si mimo pocatek O zvolime v roviné ¢i prostoru jesté dvé
resp. tfi soufadné osy, tj. navzgjem kolmé pfimky prochazejici
pocatkem, a na kazdé z nich jeden bod ve stejné jednotkové
vzdalenosti od pocatku, dostaneme pravouhly souradnicovy
systém v roviné ¢&i v prostoru.

Kazdy bod roviny &i prostoru je potom jednoznacéné urCeny
usporadanou dvojici, resp. trojici svych souradnic a naopak,
kazda dvojice resp. trojice soufadnic jednoznaéné urcuje
néjaky bod roviny Ci prostoru.

PFi pevném souradnicovém systému tak mizeme mnozinu
v8ech vektor( v roviné ztotoznit s mnozinou R? a mnozinu
v8ech vektor( v prostoru s mnozinou R3.
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Motivace Geometrie

Geometrickd interpretace vektoru

Jsou-li (pfi takovémto ztotoznéni) U = (uy, Up) € R?,
V = (v, v») € R? dva vektory v roving, tak snadno ovéfime, Ze
pro jejich soucCet U + v, dany vektorovym rovnobéznikem, plati

U-+V=(u,U)+ (v1,V2) = (U1 + V1, U + Vo).
Je-li ¢ € R, pak pro skalarni nasobek cu dostavame
cu = c(uq, U2) = (cuy, Cls).

Podobné to mizeme ovérit pro vektory v prostoru, tj.
usporadané trojice realnych cCisel.
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Geometrickd interpretace vektoru

Navic si vS§imnéme, Ze predpoklady kolmosti soufadnych os a
rovnosti jednotkovych délek v jednotlivych smérech nehraly
v nasich tvahach zadnou roli.

Staci, aby systém souradnych os tvorily dve riznobezné
primKky (v roving) resp. tfi pfimky nelezici v roviné (v prostoru)
protinajici se v pocatku O.

Za jednotkové délky ve smérech jednotlivych souradnych os

muzeme zvolit délky libovolnych (ne nutné stejné dlouhych)
usecek.

Télesa

Ciselné obory Vlastnosti téles
Axiomy télesa Konecna télesa

@ Konecna télesa

e Télesa a zakladni Ciselné
obory Q,RaC
@ Zakladni Ciselné obory
@ Axiomy télesa
@ Vlastnosti téles



Ciselné obory Vlastnosti téles
Axiomy télesa Konecna télesa

Zakladni pojmy

N — mnozina v8ech prirozenych Cisel,
Z — mnozina vSech celych Cisel, C
Q — mnozina vSech racionalnich Cisel,

R — mnozina v8ech realnych Cisel, C
C — mnozina v8ech komplexnich Cisel. Q

Nulu povazujeme za pfirozené Cislo, tj. 0 € N.
Imaginarni jednotku (ktera je prvkem C — R) budeme znadit 2.

Prvky vySe uvedenych Ciselnych obord Q, R, C nazyvame Casto
skalary. V tomto pripadé pak budeme mluvit o ¢iselném télese.

Télesa . ) -
Ciselné obory Vlastnosti téles

Axiomy télesa Konecna télesa

Struktura Ciselnych oboru |

Na kazdé z mnozin Q, R, C jsou definované dvé binarni
operace, scitani + a nasobeni -.
Obé tyto operace jsou asociativni a komutativni.

Nasobeni je (z obou stran) distributivni vzhledem ke scitani, ij.
pro vSechny prvky x, y, z prislusné mnoziny plati

x-(y+z2)=x-y+x-2z (X+y) - z=x-z+y-2z

Ciselny obor N je v porovnani s obory Z, Q, R a C "chudsi" —
totiZ rovnice tvaru x + a = b maji v oborech Z, Q, R, C feSeni
x = b — apre libovolné a, b, ale v N je takovato rovnice
resitelna, pokud a < b.

Obory Q, R a C jsou vsak "bohatsi" nejen v porovnani s N, ale i
s 7Z — rovnice tvaru ax = b maji v oborech Q, R, C feSeni pro
libovolné a +# 0 a b, priCemz v N Ci Z jsou feSitelné, pouze

EEie— 00




Ciselné obory Vlastnosti téles
Axiomy télesa Konecna télesa

Axiomy télesa |

Telesem nazyvame mnozinu K s dvéma vyznacnymi prvky —
nulou 0 a jednickou 1 — a dvéma binarnimi operacemi na K —
séitanim + a nasobenim - — takovymi, zZe plati

(Va,be K)(a+b=b+ a), (Va,be K)(a-b=b- a),

(Va,b,c € K)(a+ (b+c)=(a+b)+c),
(Va,b,ce K)(a-(b-c)=(a-b)-c),

(Vae K)(0+ a= a), (Vae K)(1-a= a),

(Vae K)(3be K)(a+ b=0),
(Vae K {0H)(3be K)(a-b=1),

(Va,b,ce K)(a-(b+c)=(a-b)+(a-c)), 0#1.
I 4

Télesa . ) -
Ciselné obory Vlastnosti téles

Axiomy télesa Konecna télesa

Axiomy telesa |l

Scitani a nasobeni v télese jsou komutativni a asociativni
operace a nasobeni je distributivni vzhledem ke scitani.

0 je neutralni prvek scitani a 1 je neutralni prvek nasobeni a
tyto prvky jsou navzajem razné.

Prvek b € K takovy, ze a+ b =0, je k danému a € K urCeny
jednoznacné.

Tento jednoznacné uréeny prvek k danému a oznacujeme —a a
nazyvame opacny prvek k a. Misto a+ (—b) piseme jen a— b.

Analogicky se Ize presvédCit, ze i prvek b € K takovy, Ze
a-b=1jekdanému 0 # a € K uréeny jednoznacné —
oznadujeme ho a~! nebo 15 pfipadné 1/a a nazyvame inverzni
prvek k a nebo prevracena hodnota prvku a.

Misto a- b~ piS§eme téz 2 nebo a/b.



Ciselné obory Vlastnosti téles
Axiomy télesa Konecna télesa

Vlastnosti téles |

Bud K téleso. Potom pro vsechnan € N a
a,b,c,by,...,by € K plati

(a) a+b=a+c = b=c,
(b) (a-b=a-c&a#0) = b=c,

(c) a-0=0,
(d a-b=0= (a=0vb=0),
(e) —a=(-1)-a

(fla-(b—c)=a-b—a-c,
() a-(by+...+by)=a-by+...+a- by

Doplime, Zze podminky (a) a (b) sa nazyvaji zakony o kraceni
pro sCitani resp. nasobeni v télese.

Télesa ~ o
Ciselné obory Vlastnosti téles

Axiomy télesa Konecna télesa

Vlastnosti téles |l

Podminka (e) ndm umoznuje zavést libovolné celociselné
nasobky prvkl z télesa.

Pro a € K, n € N klademe (—n)a= —(na) = n(—a).
Podobné Ize pro nenulové prvky télesa zavést i libovolné
celoCiselné mocniny. Pro 0 # a € K, n € N klademe
an—= (an)—1 — (3—1)n_

0a=0, 1a=a a&a=1, a' =a,

n(a+ b) = na+ nb, (m+ n)a= ma+ na,

(mn)a=m(na),  (mn)(a-b) = (ma)- (nb).
(a-b)"=a"-b", n<0= a#0+#b,

amn=a".a", (m<0vn<0) = a#0,
am = (a™"n, (m<O0vn<0) = a#0

vabe K, m necZ.



Ciselné obory Vlastnosti téles
Axiomy télesa Konecna télesa

Vlastnosti teles Il

Necht K je téleso a L C K. Rikame, Ze L je podtéleso télesa
K, pokud 0,1 € LaprovSechna a,be Lplatia+ b e L,
abel, —ac La,pokud a+#0,takia ' e L.

Podtéleso télesa K je tedy jeho podmnozina L, kterd obsahuje
nulu a jedniCku a je uzaviena vzhledem ke séitani, nasobeni,
opacnému a inverznimu prvku. Zrejmeé kazdé podtéleso télesa
K je s témito operacemi zuzenymi z K na L i samo télesem.
Rikame pak, ze téleso K je rozsifenim télesa L.

Ztejmé téleso Q je podtélesem télesa R i télesa C; téleso C je
rozsSirenim téles Q a R.

Télesa ~ o
Ciselné obory Vlastnosti téles

Axiomy télesa Konecna télesa

Vlastnosti téles IV

Charakteristikou télesa K, piSeme charK, nazyvame
nejmensi kladné celé Cislo n takové, Ze n1 = 0; pokud takové n
neexistuje, t.j. n1 # 0 pro kazdé celé n > 0, fikame ze K ma
charakteristiku oo (néktefi autofi definuji charK = 0).

Je-li téleso K rozSitenim télesa L, tak obé télesa K a L maji
tutéz jedniCku i nulu, a proto charK = charL.

Ztejmé charQ = charR = charC = oc.

Necht' K je téleso. Potom charK je rovna oo nebo prvocisiu.
I a4 4@ 4@




Ciselné obory Vlastnosti téles
Axiomy télesa Konecna télesa

Konecna télesa |

V tomto odstavci si ukazeme priklady téles, jejichz
charakteristika neni co. Z tohoto duvodu se tato télesa
podstatné lisi od nam znamych Ciselnych téles.

Totiz, pro kazdé prvocislo p sestrojime jisté konecné téleso Zp,
které ma p prvku a charakteristiku p. Naopak, dfive uvedena
Ciselna télesa jsou nekonecna.

Pro potfeby matematické analyzy, tedy i z hlediska fyzikalnich

vvvvvv

vSak v soucasnosti sehravaji dilezitou ulohu napfr. v teorii
kodovani a kryptografii.

Télesa . ) -
Ciselné obory Vlastnosti téles

Axiomy télesa Konecna télesa

Konecna télesa I

Pro kazdé kladné celé Cislo n oznaCme

Zn={keN| k<n}={0,1,....n—1}.

Mnozinu Z, nazyvame mnozinou zbytkovych trid modulo n.
Na této mnoziné zavedeme dveé binarni operace — scitani @ a
nasobeni © (je nutné odlisit s¢itani a nasobeni v Z, od
prislusnych operaci + a - v Z).

Pro a, b € Z, klademe

a® b = zbytek po déleni a+ b Cislem n,
a® b = zbytek po déleni a- b Cislem n.



Ciselné obory Vlastnosti téles
Axiomy télesa Konecna télesa

Konecna télesa lll

@ a @ jsou asociativni a komutativni operace na Zp, 0 je
neutralni prvek sCitani a, pro n > 1, 1 je neutralni prvek
nasobeni.

Nasobeni je distributivni vzhledem ke scitani a dale ©a=n— a
je opacny prvek k a € Z,,.

MnoZina Z, s operacemi & a © je téleso praveé tehdy, kdyZz n je
prvocislo.

Télesa . ) o
Ciselné obory Vlastnosti téles

Axiomy télesa Konecna télesa

Konecna télesa IV

&|0]1]2|3|4 ©|0]1[2|3]|4
0|01 |2|3]|4 0/{0(0|0|0|O0
1111213410 11011234
21213401 21012413
3(3(4(0|1]2 3|]0(3|1|4)2
41410123 4104|321

Multiplikativni tabulky sc¢itani a nasobeni v télese Zs.



Vektorové prostory Vektorové prostory Priklady

@ Vektorové prostory
@ Priklady vektorovych
prostoru

Q Vektorové prostory

Vektorové prostory Vektorové prostory Priklady

Vektorové prostory |

Bud K (Ciselné) téleso. Vektorovym nebo téz linearnim
prostorem nad K nazyvame mnozinu V' s vyznacnym prvkem
0 a dvéma binarnimi operacemi — s¢itanim + : V x V — V a

nasobenim - : K x V — V —takovymi, ze plati

(vx,y,z€ V)(x+(y+2) = (x+Y) +2)),

(VX y € V)(Xx+y =y +Xx),

(vx € V)(x+ 0 =Xx),

(vx e V)(Jy € V)(x+y=0),

(Va,b e K)(Vx € V)(a-(b-x) = (ab)-x),

(vx € V)(1 - x=Xx),

(vae K)(vx,y € V)(a- (x+y)=(a-x)+(a-y)),
(Va,be K)(Vx e V)((a+b)-x=(a-x)+ (b-x)).
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Vektorové prostory |l

Skalary znaCime "obyc¢ejnymi" malymi latinskymi pismeny a
vektory tucnymi malymi latinskymi pismeny.

Poznamka. | kdyz séitani skalarl v (Ciselném) télese K a
sCitani vektoru znacCime stejnym znakem +-, jde o rlzné
operace.

Podobné nasobeni v (Ciselném) télese a nasobeni vektoru
skalarem jsou rlizné operace, ackoliv obé znacime -.

Pozdéji budeme stejné znacit prislusné operace a nuly
v riznych vektorovych prostorech.

Vektorové prostory Vektorové prostory Priklady

Vektorové prostory |l

Z formalniho hlediska pripominaji axiomy vektorového prostoru
vlastnosti (Giselného) télesa K

sCitani vektoru je opét asociativni a komutativni binarni
operace na V' s neutralnim prvkem 0 € V,

operace nasobeni vektoru skalarem splnuje jakousi podminku
"asociativity", 1 € K je jeji "neutralni prvek"

a plati dva "distributivni zakony".

Jeden podstatny rozdil — ndsobeni v (Ciselném) télese K je
binarni operaci na mnoziné K, t.j. zobrazenim - : K x K — K,

nasobeni ve vektorovém prostoru V nad éiselnym télesem K
neni binarni operace na V, ale binarni operace - : K x V — V.



Vektorové prostory

Vektorové prostory IV

To nam v8ak nebrani zavést obdobné dohody jako pro operace
v (Ciselném) télese: nasobeni ma prednost pred scitanim a
znak nasobeni budeme vétSinou vynechavat, t. . budeme napf.
psat ax + y namisto (a- x) + Y.

Rovnéz budeme vynechavat zavorky, jejichZz umisténi neovlivni
vyslednou hodnotu vyrazu jako napf. v abx nebo

aixXs + ...+ anXn.

Posledni vyraz budeme taktéz znacit

n
D izt QX
a nazyvat linearni kombinaci vektor( X1, . . ., X, s koeficienty

a‘] ..... an.

Specialné pro n = 1 to znamena 2,721 aiX; = aiXy; kvuli
Uplnosti pro n = 0 jeSté klademe prazdnou linearni kombinaci
o a;X; rovnou 0.
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Vektorové prostory VI

Necht V je vektorovy prostor nad (Ciselnym) télesem K. Pak
pro libovolné n € N, a, b, ay,...,a, € K aXx,y,z,
X1,...,Xn € V plati
(@ X+y=X+z=y=2,
(b) (ax=ay& a#0) = x=Yy,
(ax = bx& x #£0) = a= b,

(c) a0 =0 = 0x,
(d ax=0= (a=0vx=0),
() —x=(=1)x,

(f) a(x—y)=ax—ay, (a— b)x =ax — bx,
(9) a(Xi+...+X,)=ax; +...+ axp,
(a1 4+ ...+ ap)X=aX+...+ aX.

Vektorové prostory Vektorové prostory Priklady

Priklady | - RozSifeni téles

Zrejmé kazdé téleso K mlzeme povazovat za vektorovy
prostor nad sebou samym.

Obecnéji, pokud téleso L je rozSitenim télesa K, tak L mizeme
povazovat za vektorovy prostor nad télesem K (formélne staci
"zapomenout" na nasobeni nékterych dvojic prvki a, b € L a
soucin ab pripustitjenproa e K, b € L).

Podobnym zplsobem mlZzeme vektorovy prostor V nad
télesem L zUzenim nasobeni L x V' — V na nasobeni
K x V — V zménit na vektorovy prostor nad télesem K.



Vektorové prostory Vektorové prostory Priklady

Priklady | - RozSifeni téles

Q(¢, V2)
2 3 32 X\ 5
R Q(v2) Q(¢vV2)  Q(¢3V2)
00 @(C) 3/3
Q e Q
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Priklady Il - n-rozmérné radkové a sloupcové vektory
nad danym télesem

Pro libovolné téleso K a n € N je mnozina
K"={(x1,....,X) | X1,..., %, € K}

vSech usporadanych n-tic prvkl z K spolu s operacemi

X+y=X,.... X))+ W1, ¥n) = X1+ Vi, ..o, Xn + Vo),
cX =cC(Xq,...,Xp) = (CX1,...,CXpn),

kde X = (Xx1,...,X,) € K, y=(1,...,¥n) € KTac e K,
vektorovy prostor nad télesem K.
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Priklady Il - n-rozmerné radkové a sloupcové vektory
nad danym télesem

(0,0,0)

Vektorové prostory Vektorové prostory Priklady

Priklady Il - n-rozmérné radkové a sloupcové vektory
nad danym télesem

Ztejmé usporadana n-tice 0, = (0, ..., 0) hraje tlohu nuly

v K. Pokud bude potfebné rozliSit nulové vektory v prostorech
K" pro rGizna ptirozena Cisla n, budeme pro nulu v K" pouzivat
oznaceni 0,,. Opacny prvek k X = (X1, ..., X,) € K" je zfejmé

—X=—(X1,..., X)) = (—=X1,...,—Xn).

Rikame, ze operace na K" jsou definované po sloZkach.
Prvky tohoto vektorového prostoru nazyvame n-rozmerné
radkové vektory nad télesem K.

Vektorovy prostor K° sestava z jediného prvku 0,

pfedstavujiciho "usporadanou nultici”, ktera je nutné nulou
0
v K.
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Priklady Il - n-rozmerné radkové a sloupcové vektory
nad danym télesem

Nékdy bude vyhodnéjSi pracovat s n-rozmérnymi
sloupcovymi vektory nad télesem K, t.j. s vektory tvaru

X1
X = : Jkde xq,...,x, € K.
Xn

Piseme rovnéz K".

Vektorové prostory Vektorové prostory Priklady

Priklady Ill - Polynomy nad danym télesem

Polynomem nebo téz mnohoc¢lenem f stupné n, kde
—1 < ne€ Z,vproménné x nad télesem K rozumime formalni
vyraz tvaru

f(x) = ag+aix+...+ap_1x" 1+ apx”
; .
kde ap, a1, ..., an_1, a@n € jsou skalary, nazyvané koeficienty

polynomu f, a a, # 0.

Nulu 0 € K povazujeme za polynom stupné —1 a nenulové
skalary a € K za polynomy stupné O.

Ztejmé kazdy polynom f definuje (stejné oznacovanou) funkci
f: K — K danou predpisem ¢ — f(c), t.j. dosazenim
konkrétnich hodnot ¢ € K za proménnou x do polynomu f.
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Priklady Ill - Polynomy nad danym télesem

MnoZzinu vSech polynomu v proménné x nad K stupné nejvyse
n, kde —1 < n € Z, budeme znagdit K(")[x]; mnozinu vsech
polynomu v proménné x nad K znaCime KJx].

Libovolny polynom g(x) = >, bix’ € K[x] stupné m < n
muzeme psat ve tvaru

9(x) =bo + bix+ ...+ bypx™ +0x™ 4 4 0x",
t.j. vitvaru g(x) = D7, bix', kde by = 0prom < i < n.
S pouzitim této konvence Ize definovat soucet f + g polynoma
f=>"oaix,g=>",bix"z K[x] ptedpisem

max(m,n)

(F+9)) = f(x) + g = > (a+b)x-

Vektorové prostory Vektorové prostory Priklady

Priklady Ill - Polynomy nad danym télesem

Pokud navic ¢ € K, klademe
(cf)(x) = cf(x) =) cax’

Snadno ovérime, Ze s takto po sloZzkach definovanymi
operacemi souctu a skalarniho nasobku tvofi kazda z mnoZzin
polynomt K(M[x], kde —1 < n € Z, a z&rovefi i mnozina véech
polynomu K|[x] vektorovy prostor nad télesem K.



Vektorové prostory Vektorové prostory Priklady

Priklady IV - Matice nad danym télesem

Matice pevného typu m x n nad télesem K s operacemi souctu
a skalarniho nasobku tvofi vektorovy prostor nad télesem K
tji. K™ bude dale oznacovat pfislusny vektorovy prostor.

Vektorové prostory Vektorové prostory Priklady

Priklady V - Zobrazeni mnoziny X do télesa K

Oznatme KX = {f | f: X — K}. Definujme souéet funkci
f,g € KX jakozto funkci f + g, kde

(f+9)(x) = f(x) + 9(x)
pro vdechna x € X. Pro skalar a € K a funkc f € KX
definujeme skalarni nasobek a s f jakozto funkci a - f, kde
(a-f)(x) = a-f(x)
pro véechna x € X.

KX je vektorovy prostor. Pfitom

@ Nulovy vektor je nulova funkce 0, tj. 0(x) = 0 pro vSechna
x € X.

@ Opacdny prvek k funkci f € KX je zfejmé funkce —f, kde

(—=H(x) = =(f(x))
ﬁro vSechna x € X.
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Priklady V - Zobrazeni mnoziny X do télesa K

@ Zvolme X = [0,1] a K = R. Pak RI%'] je mnoZina véech
reélnych funkci na intervalu [0, 1].

@ X=1{1,2,3,...,n} a K =R. Potom R{123--1} je mnozina
v8ech funkci z {1,2,3,..., n} do R. To ale neni nic jiného,
nez n-tice realnych Cisel (f(1),...,f(n)) z Pfikladu 1.

Matice nad vektory
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@ Matice nad vektorovym
prostorem
@ Ztotoznéni matic
@ Vektorovy prostor Vm*"
@ Blokovy tvar a nasobeni
matic
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Ztotoznéni matic

Matice typu m x n nad télesem K jsou specialnim druhem
blokovych matic.

Matici A = (g;) € K™ mUzeme povazovat jednak za blokovou
matici s bloky a; typu 1 x 1, jednak se na ni miuzeme divat jako
na radek jejich sloupcu resp. jako na sloupec jejich radku.

A pak chapeme jako matici typu m x 1 nad vektorovym
prostorem K1*", resp. jako matici typu 1 x n nad vektorovym
prostorom K™*1,

ri(A)
A=(si(A), s2(A), ..., sy(A))= rZ(:A)

rm(.A)
L .

Matice nad vektor . : ,
y Ztotoznéni matic Blokovy tvar

Prostor VM*1"

Vektorovy prostor V<7 |

Pro libovolné m, n € N a libovolny (abstraktni) vektorovy prostor
V nad télesem K mame definovanou mnozinu V™*" v§ech
matic nad mnozinou V.

Na mnoziné V™" mizeme zavést operace souctu a
skalarniho nasobku po slozkach.

ymxn g témito operacemi tvori vektorovy prostor nad télesem
K.

Zobecnime nyni operaci skalarniho nasobku K x V — V na
operaci souCinu mezi maticemi vhodnych typu nad K a nad V.



Matice nad vektor
y Ztotoznéni matic Blokovy tvar

Prostor VM*"

Vektorovy prostor V™" ||

Pro matice A = (g;j) € K™", a = (u) € V™P klademe
A o= (V,'k) e VM™P kde

n
Vik = > jq U

Tedy soucin A - « definujeme z formalniho hlediska stejné jako
soucin matic nad télesem K, jen s tim rozdilem, Ze operace
souCtu v K je nahrazena operaci souctu ve V a operace
soucinu v K je nahrazena operaci skalarniho nasobku
KxV—V.

Pro nasobeni matic nad V maticemi nad K plati distributivita (z
obou stran) vzhledem ke scCitani, zaménitelnost s operaci
skalarniho nasobku, asociativita a postaveni jednotkovych
matic jako neutralnich prvku (zleva).

Matice nad vektor . : ,
y Ztotoznéni matic Blokovy tvar

Prostor VM*1"

Vektorovy prostor V™"

To znamena, Ze provSechnal/,m,n,p e N, c € K,
A Bec K™n CeK*XMa, B e V™Pplati:

A (a+8)=A-a+A- -3,
(A+B)-a=A-a+B:qa,
A (ca)=c(A -a)=(cA)-a,
C.(A-a)=(C-A) qa,

I, o = «.
Dle amluvy, Zze xc = cx pro ¢ € K, x € V, Ize definovat i soucin

matic 3 = (v;) € V™", B = (by) € K"*P v obraceném poradi
jako matici 3 - B = (wj) € V™*P takovou, ze

n n
W, = Zv,-jbjk = Z bjkvij-
J=1 J=1



Matice nad vektor
y Ztotoznéni matic Blokovy tvar

Prostor VM*"

Vektorovy prostor V™" |V

S vyuzitim posledni definice mizeme pro A € K™ o € V™P,
B e VT™<n B e K"™P dokazat rovnosti

(A-a) =a”-AT, (3-B)T=BT.8".

Tedy i pro nasobeni matic nad K maticemi nad V plati
distributivita (z obou stran) vzhledem ke scitani, zaménitelnost
s operaci skalarniho nasobku, asociativita a postaveni
jednotkovych matic jako neutralnich prvkud (nyni zprava).

Matice nad vektor . : ,
y Ztotoznéni matic Blokovy tvar

Prostor VM*1"

Vektorovy prostor V<"V

To znamena, Ze pro vSechnam,n,p,q € N, ¢ € K,
a, e KN A Be VTP C e KP*9 plati:

(a+B8)-A=a-A+3-A,
a-(A+B)=a-A+a-B,
a-(cA)=c(a-A)=(ca)-A,
a-(A-C)=(a-A)-C,
ol =a.
Vztahy pro radky a sloupce soucinu zUstavaji zachované pro
oba typu soucinu matic nad K a V, ij.

(A o) =riA)-a,  sx(A-a)=A-ska)
r(B-B)=ri(B) B, s«(B-B)=p0"skB)

pre vSechny A € K™ o € VTP 3 € VTMN B e KNP,



Matice nad vektor
y Ztotoznéni matic Blokovy tvar

Prostor VX"

Blokovy tvar a nasobeni matic |

Definice souc€ini A - «, 3 - B jsou ve shodé s puvodnim
nasobenim matic.

Chapeme-li matici A € K™ jakozto fadek, tj. jakozto matici
typu 1 x n nad prostorem sloupcovych vektord K™, tak pro
B € K"*P splyva matice (S1(A),...,Sy(A)) - B vypoclitana
podle "nové" definice s blokovym tvarem
(A-s¢(B),...,A-s,(B)) matice A - B.

Podobné, chapeme-Ili B jako sloupec, tj. jako matici typu n x 1
nad prostorem radkovych vektora KP, tak

r1(B) F (A) -B
A : = : =A-B.
rn(B) rm(A) - B

Matice nad vektor o . ¢
y Ztotoznéni matic Blokovy tvar

Prostor VX1

Blokovy tvar a nasobeni matic |l

Specialné, linearni kombinaci a;xy + ... a,X, vektoru
Xi,...,Xp € V s koeficienty ay,...,a, € K muzeme s vyuzitim
vektorovych matic zapsat ve tvaru soucinud

X1 as

(ai,...,an)- : = (X1,...,Xp) -
Xn an
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Definice Vlastnosti

Linearni .
inearni zobrazeni PFiklady

Definice linearniho zobrazeni |

Necht U, V jsou vektorové prostory nad télesem K.

Rikame, ze ¢: V — U je linedrni zobrazeni, pokud ¢
zachovava operace vektorového souctu a skalarniho nasobku,

tj. pokud pro libovolné x,y € V, ¢ € K plati

p(X+Yy) = ©(X)+ oY),
p(cx) = cp(x).
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Piiklady |
Priklad 5.1

Necht K je téleso. Distributivita soucinu matic vzhledem k jejich
souctu a jeho zaménitelnosti s operaci skalarniho nasobku Fika,

Ze pro pevné m, n, p € N a libovolnou matici A € K™*" je
pritazenim X — A - X definované linearni zobrazeni mezi
vektorovymi prostory matic K"*P — KM*P,

Podobné je pritazenim Y — Y - A definované linearni zobrazeni
KPxm _y KPxN

Specialné pro p = 1 je takto definované linearni zobrazeni

X — A - X mezi sloupcovymi vektorovymi prostory K" — K™,
resp. linearni zobrazeni'y — 'y - A mezi radkovymi vektorovymi
prostory K™ — K",

KaZzZdé linearni zobrazeni mezi konec¢né rozmeérnymi

ii Ve " i iii 7 ii ivii Ii i

Definice Vlastnosti

Linearni .
inearni zobrazeni PFikIady

Piklady I

Necht K je téleso.
Prom,nc Napevné1 <i<m,1<j< njsoupredpisy

A —r;(A), A — s;(A) definovana linearni zobrazeni
Kmxn _, K1><n resp. Kmxn _, Km><1_

Rovnéz A — AT je linedrni zobrazeni K™<n — Knxm,




Definice Vlastnosti
Priklady

Linearni zobrazeni

Piiklady Il

Necht' V je vektorovy prostor nad télesem K, X je mnozina a
x € X je pevné zvoleny prvek.

Pripomerime, Ze VX je vektorovy prostor véech funkci
f: X — V. Dosazeni prvku x do funkce f, tj. prifazeni f — f(x),
je lineérni zobrazeni VX — V.

Podobné, pro libovolnou podmnoZinu Y C X je zuZeni f — f1Y
linedrni zobrazeni VX — VY.

4
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Piiklady IV

Priklad 5.4
Oznac¢me V mnoZinu vsech konvergentnich posloupnosti
realnych Cisel.

Zfejmé V je linearni podprostor vektorového prostoru RY véech
posloupnosti realnych cisel.

Pak zobrazeni V — R, které posloupnostia = (an)>>, € V
prifadi jeji limitu limp_,o an, je linedrn.
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Linearni zobrazeni

Piiklady V
Priklad 5.5

X

UvaZujme projekcim : R > R2tvaru | y | & ( X ) .
e y

Tato projekce je linearni zobrazeni, které neni prosté a je

surjektivni. TotiZ vzor néjakého vektoru v R? je vertikdlni pfimka
vektort z R3.

Definice Vlastnosti

Linearni .
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Piiklady VI
Priklad 5.6

Nasledujici linedrni zobrazeni h : R> — R' dané pfedpisem

(X)lx+y
Yy

neni rovnéz prosté. Pro pevné w € R' je totiZ jeho vzor h='(w)
mnozina vsech vektord v rovine,

o T

a

jejichz souradnice po secteni davaji pravé w.
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Piiklady VII

Vzory mohou samozrejme byt jiné struktury nezZ vyse pouZité
pfimky. Pro linedrni zobrazeni h : R® — R? definované
predpisem

jsou pfislusné vzory roviny x = 0, x = 1, atd., kolmé k ose x.

v
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Vlastnosti linearniho zobrazeni |

Linearni zobrazeni zachovavaji nulovy vektor a opacné vektory,

tj. pro linearni zobrazeni ¢: V — Uax € V plati
p(0) =0,  o(=x)=—p(x).

Pro kazdy vektorovy prostor V je identické zobrazeni
idy: V — V, x — x linearni.

Pro libovolné vektorové prostory U, V nad télesem K zobrazeni
0: V — U, které kazdému vektoru x € V pfifadi nulovy vektor
0 € U, je linearni.

Komutativita operace soucinu v télese a jeho distributivita
vzhledem na séitani znamena, Ze pro libovolny pevny skalar
a € K je pfirazenim x — ax definované linearni zobrazeni
K — K.
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Vlastnosti linearniho zobrazeni Il

Linearni zobrazeni muZzeme charakterizovat jako zobrazeni
mezi vektorovymi prostory (nad tim stejnym télesem), které
zachovavaji linearni kombinace.

Necht U, V jsou vektorové prostory nad télesem K ap: V — U
je libovolné zobrazeni. Nasledujici podminky jsou ekvivalentni:

(i) o je linearni zobrazeni;
(ii) pre véechnax,y € V, a,b € K plati
p(ax + by) = ap(x) + be(y);

(iii) pro libovolné n € N a vSechnaXy,...,X, € V,
Ci,...,Cn € K plati

O(C1Xy + ...+ CnXp) = C1(X1) + ... + Crp(Xn).

v
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