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Toto jsou vznikajici skripta k predndaskam Linedrni algebra a geometrie 1 a Li-
nedrni algebra a geometrie 2. Pokud naleznete jakoukoliv chybu, dejte nam urcité
védét!

1. OPAKOVANTI

Cil. Zopakujeme si zdklady analytické geometrie v roviné a pro-
storu a pocitant s komplexnimi cisly.

V tvodni kapitole si zopakujeme nékteré poznatky, se kterymi se vétsina z vas
seznamila uz na stfedni skole.

Pripomeneme si zaklady analytické geometrie, zejména rovnici pfimky v roviné
a roviny v prostoru a jejich parametrickd vyjadieni. V druhé c¢asti zopakujeme
pocitani s komplexnimi ¢isly. Ukdzeme jejich geometricky vyznam a podrobnéji se
budeme vénovat feseni binomickych rovnic.

1.1. Analytickd geometrie v roviné a prostoru.
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OBRAZEK 1. Soufadnice bodu v roviné

Date: 30. kvétna 2017.
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1.1.1. Souradnice v roviné. Pokud zvolime v roviné néjaky souradny systém, mtzeme
kazdy bod zapsat pomoci jeho soufadnic jako usporddanou dvojici realnych cisel
(p, q). A naopak, kazdé usporadané dvojici redlnych ¢isel odpovida pravé jeden bod
v roviné. Na pfidavné jméno usporddand nesmime zapominat, protoze v uspora-
dané dvojici ¢isel zalezi na jejich poradi. Je-li p # ¢, jsou dvojice (p,q) a (g,p)
rizné. Dvojicim (p, q) a (g, p) také odpovidaji rtizné body v roving. Jsou symetrické
vzhledem k ose prvniho a tfetiho kvadrantu.

Je-li u vektor v roviné s po¢ateénim bodem P = (p1,p2) a koncovym bodem @ =
(¢1,92), pak za jeho soufadnice povazujeme usporddanou dvojici (g1 — p1, g2 — p2)
realnych ¢isel. Souradnice vektoru u nezavisi na volbé pocatec¢niho bodu.
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OBRAZEK 2. Soufadnice vektoru v roving

Naopak, kazd4 uspofadand dvojice (r, s) redlnych ¢isel uréuje vektor u v roviné.
Pocateéni bod P = (p, ¢) mizeme zvolit libovolné, koncovy bod @ mé pak soufad-
nice (p + r,q + s). Pokud za pocétecni bod zvolime pocatek soufadnic (0,0), pak
mluvime o polohovém vektoru bodu (r, s).

Kazdé uspotddané dvojici redlnych ¢isel (r,s) tak odpovidd bud né&jaky bod
R = (r, s) nebo n&jaky vektor u = (r,s) v roving.

Pfipomenme jesté, ze body v roviné mizeme zapsat pomoci soufadnic az poté,
co jsme si zvolili néjaky soufadny systém. Jeden a ten samy bod mtize mit v riz-
nych soufadnych systémech rizné souradnice. Totéz plati pro vektory. S jedinou
vyjimkou, a tou je nulovy vektor, ktery ma stejny poc¢atecni a koncovy bod. Ten
mé v jakémkoliv soufadném systému souiadnice (0, 0).

1.1.2. Rovnice primky a parametricke vyjadrent primky v rovine. Kazdé feseni jedné
linearni rovnice o dvou nezndmych

a1r1 + asxe = b
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OBRAZEK 3. Polohovy vektor bodu

je uspofddané dvojice redlnych ¢isel (21, x2). Mnozina S v8ech feSeni takové rovnice
je néjaka mnozina usporadanych dvojic redlnych cisel:
2. _
S ={(z1,22) € R* : ayx1 + asxo = b} .

Tyto dvojice mizeme povazovat za souradnice bodd v roviné. Mnozina vSech feseni

rovnice pak geometricky odpovida pfimce v roviné (pokud je aspoii jeden z koefici-
entl a1, as nenulovy).
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OBRAZEK 4. Rovnice pfimky
Je-li a3 = 0, je pfimka rovnobézna s prvni souradnou osou, je-li az = 0, je

rovnobézna s druhou souradnou osou.
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Pfimku v roviné muzeme také zapsat parametricky pomoci dvou vektori u a
v # (0,0) jako mnoZinu
{u+tv:teR} ,

vektory sc¢itdme a nésobime redlnym c¢islem po slozkach. Vektor v nazyvame smé-
rovy vektor primky.
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OBRAZEK 5. Parametrické vyjadieni pfimky

Priklad 1.1. Najdeme rovnici a parametrické vyjadfeni piimky .S, kterd prochézi
body P =(2,3) a Q = (—1,1).

Snazsi je vyjadrit pfimku v parametrickém tvaru. Za vektor u zvolime polohovy
vektor (2,3) bodu P. Vektorem v bude vektor s po¢ateénim bodem P a koncovym
bodem @, tj. v =(—1,1) — (2,3) = (-3, —2). Parametrické vyjadieni pfimky S je

{u+tviteR}={(2,3)+t(-3,-2):teR} .

K nalezeni rovnice piimky najdeme priseciky pfimky S se soufadnymi osami.
Vyjdeme z parametrického vyjadfeni. Volbou ¢t = 2/3 dostdvdme bod (0,5/3)
piimky S na druhé soutadné ose, a volbou ¢ = 3/2 najdeme priseéik (—5/2,0)
pfimky S s prvni soufadnou osou. Z obrazku 4 pak nahlédneme, Ze musi platit

-5 5 b
—=— a -—=—.
2 aq 3 as
Staci tedy zvolit napf. b =5, a; = —2 a ay = 3. Jedna z moznych rovnic piimky S
je tedy —2x1 4 3x5 = 5. A

Otazky 1.2. K rovnici pfimky —2x1 4+ 3z = 5 najdéte rovnici néjaké rovnobézné
primky. Které dalsi rovnice popisuji stejnou pfimku jako rovnice —2x; + 3z5 = 57
Kdy dvé rovnice urcuji riznobézné primky?
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OBRAZEK 6. Souradnice bodu a vektoru v prostoru

1.1.3. Souradnice v prostoru. Podobné volba souradného systému v prostoru umoziuje
zapsat kazdy bod prostoru jako uspofddanou trojici (p, ¢, r) redlnych éisel.

Na obrazku 6 je také znézornén polohovy vektor bodu (p,gq,r) a vektor s pocé-
teénim bodem P a soufadnicemi (p, g, 7). Jakékoliv usporadané trojici redlnych éisel
odpovida jednoznacné uréeny bod v prostoru a také jednoznac¢né urceny vektor v
prostoru.

Stejné jako v roviné také souradnice bodd v prostoru zavisi na volbé souradného
systému. Rovnéz na ném zavisi souradnice jakéhokoliv nenulového vektoru. Nulovy
vektor ma v kazdém soufadném systému souiadnice (0,0, 0).

1.1.4. Rovnice roviny a parametrické vyjddreni roviny v prostoru. Kazdé Feseni
jedné linearni rovnice o tfech neznamych
a1x1 + a2 + a3x3z = b
je uspofddand trojice (z1, o, xs) redlnych éisel, kterd odpovidé néjakému bodu v
prostoru. Mnozina vSech feSeni
3
S = {(mhl'g,xg) € R’ :a1x1 + agsxo + azxrz = b}
pak odpovida néjaké roviné v prostoru, pokud je asponi jeden z koeficientl a1, as, as
nenulovy. Rovina je rovnobézné s prvni soutadnou osou pravé kdyz je a; = 0,
podobné s dalsimi osami. V pfipadé a; = as = 0 jde tedy o rovinu rovnobéznou s
rovinou urcenou prvnimi dvéma soufadnymi osami =1, To.
Také rovinu v prostoru muzeme vyjadrit v parametrickém tvaru
S={u+sv+iw:steR},
kde u je polohovy vektor néjakého bodu roviny a v, w jsou dalsi vhodné vektory.

Priklad 1.3. Najdeme parametrické vyjadfeni roviny uréené body P = (0,2,1),
Q= (1,2,3), R = (2,1,0). Za vektor u zvolime polohovy vektor bodu P, tj. u =
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OBRAZEK 7. Rovnice roviny v prostoru
X2
A
b S
a
W
\'
u
> X1
b
b -
ag
X3

OBRAZEK 8. Parametrické vyjadieni roviny v prostoru

(0,2,1). Za vektor v miZeme zvolit napiiklad vektor s pocate¢nim bodem P a
koncovym bodem @, tj. v = (1,2,3) — (0,2,1) = (1,0,2). A nakonec za vektor w
zvolime vektor s pocatecnim bodem P a koncovym bodem R, tj. w = (2,1,0) —
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(0,2,1) = (2,—1,—1). Parametrické vyjadfeni roviny je tedy
{(0,2,1) + 5(1,0,2) + £(2, =1, —1) : s,t € R} .
A
Rovnici této roviny mutzeme z jejiho parametrického vyjadreni najit podobné,
jako jsme hledali rovnici pfimky v roviné z jejitho parametrického tvaru. Najdeme
hodnoty parametrt s, t, které urcuji bod roviny na prvni souradné ose. Takovy bod
musi mit druhou a tfeti soufadnici rovnou 0. Tato podminka vede na soustavu dvou
linearnich rovnic o dvou neznamych:
24+0s—-1t =
14+2s—t = 0,
kterd m4 feSeni ¢t = 2 a s = 1/2, na prvni soutadné ose lezi bod (0+ 1s+2¢,0,0) =
(9/2,0,0). Podobné najdeme priise¢iky parametricky zadané roviny s dalsim sou-
fadnymi osami. Ze soufadnic téchto prusecik potom odvodime koeficienty aq, as, a3

a b pomoci obrazku 7. Brzy se nau¢ime mnohem rychlejsi postup a proto ten praveé
naznaceny uz nebudeme délat podrobné az do konce.

Otazky 1.4. Jak pozname, Ze dvé linedrni rovnice o tfech nezndmych uréuji rov-
nobézné roviny? Kdy urcuji riiznobézné roviny? Jak by feseni pfedchoziho pfikladu
probihalo, kdyby body P, Q, R lezely na jedné pfimce?

1.1.5. Soustava rovnic primky a parametrické vyjadreni primky v prostoru. Jedno-
dussi je najit v tomto pripadé parametrické vyjadieni. To je

S={u+tv:teR} ,
kde u, v jsou vhodné vektory v prostoru.
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OBRAZEK 9. Parametrické vyjadieni pfimky v prostoru
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Méme-li parametricky vyjadfit pfimku prochézejici body P = (—2,3,1) a Q =
(1,0,5), zvolime u = (—2,3,1), tj. polohovy vektor bodu P, a za v napiiklad
vektor s poc¢atecnim bodem P a koncovym bodem @, tj. v =(1,0,5) — (-2,3,1) =
(3,—3,4). Parametrické vyjadieni je tedy

{(-2,3,1) +¢(3,-3,4) : t e R} .

Neexistuje jedna linedrni rovnice o tfech neznamych, jejiz mnozZina feSeni by
odpovidala pfimce v prostoru. Kazdou pfimku v prostoru ale mtizeme vyjadrit jako
mnozinu vSech Feseni soustavy dvou linedrnich rovnic o tfech neznamych:

anei + a2 + ajzrz = by
a21T1 + Q22T2 + ag3T3 = by .
Kazda primka je totiz prinikem dvou rovin a kazdou z téchto dvou rovin mizeme

popsat jednou linearni rovnici o tfech nezndmych. Prinik téchto dvou rovin odpo-
vida mnoziné vSech spole¢nych FeSeni obou rovnic.

X2

OBRAZEK 10. Prtinik dvou rovin v prostoru

Musime dat jenom pozor, aby kazda z rovnic urcovala rovinu, tj. aspon jeden
z koeficientd ai1,a12,a13 byl nenulovy, a stejné tak mezi koeficienty asoi, aso, as3
musi byt aspoii jeden rizny od nuly. A je$té musi byt obé roviny rtiznobézné,
coz zajistime pozadavkem, ze zadny z vektort (ai1,a12,a13) a (a21,ass, azs) neni
nasobkem druhého.

Nyni mizeme geometricky nahlédnout, jak mtze vypadat mnozina vSech FeSeni
jakékoliv soustavy linedrnich rovnic o tfech nezndmych. Protoze je to prinik néja-
kych rovin, miZe to byt bud rovina, nebo pfimka, nebo bod, a nebo prazdnd
mnozina (to v pfipadé, Ze je soustava nefesitelnd). A nakonec musime je§té pridat
cely prostor, coz nastane pokud je kazda rovnice v soustavé tvaru 0z +0zs +0x3 =
0, kterou spliiuje jakakoliv trojice (z1,z2,x3).
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Podobné nahlédneme, Ze mnozina vSech feSeni jakékoliv soustavy linearnich rov-
nic o dvou nezndmych je bud pfimka, nebo bod, nebo prdzdnad mnozina, a nebo
celd rovina.
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1.2. Komplexni éisla.

1.2.1. Pocitani s komplexnimi c¢isly. Komplexni ¢islo je ¢islo tvaru
a+1ib
kde
e a,b jsou realna Cisla ,
e i je imagindrni jednotka, pro kterou plati i2 = —1 .
Je-li z = a + ib komplexni ¢islo, pak

e (Cislo a nazyvame redlnd cdst ¢isla z a oznacujeme je Rez
e cislo b nazyvame imagindrni ¢dst ¢isla z a oznacujeme je Im z .

Kazdé komplexni ¢islo z tak mtizeme zapsat jako z = Re z+i Im 2. Dvé komplexni
¢isla z = a+ib a w = c+ id se rovnaji pravé kdyz se soucasné rovnaji jejich redlné
Casti a imaginarni ¢asti, tj. pravé kdyz plati a = c a b =d.

S komplexnimi ¢isly pocitame stejné jako s algebraickymi vyrazy. S¢itame

(a+1ib)+ (c+id) = (a+c)+i(b+d) ,
a nasobime
(a+ib)(c +id) = (ac + i*bd) + iad + ibc = (ac — bd) + i(ad + bc) .

Diky pfedpokladu i2 = —1 je souéin komplexnich &isel opét komplexni é&islo.

Stejné snadné je odcitani,
(a+1ib) — (c+id) = (a—c)+i(b—d) ,
zatimco pfi déleni komplexnich ¢isel musime vice pocitat:

a+ib a+ib c—id (ac+bd)+i(bc—ad) ac+bd  bc—ad

ctid ctid c—id E+d@+(—cdtcd) E+d& T Etrd

Posledni tii zlomky ve vypoétu maji smysl pravé kdyz c? 4+ d? > 0, coz je pravé
kdyz aspon jedno z redlnych cisel ¢, d je rtizné od 0, a to nastava prave kdyz je
komplexni ¢islo ¢ + id nenulové.

1.2.2. Cisla komplexné sdrufend. P¥i tipravé zlomku z komplexnich &isel do alge-
braického tvaru jsme zlomek rozsitili ¢islem ¢ —id. P¥i poc¢itani s komplexnimi ¢isly
mé zména znaménka imaginarni slozky dilezité misto.

Definice 1.5. Je-li z = ¢ + id komplexni ¢islo, pak ¢islo ¢ — id nazyvame c¢islo
komplexné sdruzené k cislu z a oznacujeme jej z.

Cislo komplexné sdruzené k z = ¢ — id je tedy c + id = z, proto pro kazdé kom-
plexni ¢islo z plati prvni z nasledujiciho seznamu jednoduchych vlastnosti komplex-
niho sdruzovani.

wll
|

Z

z = Z pravé kdyz je z realné cislo
z+zZ=2c=2Rez ,
z—z=1i2d=1i2Imz ,
2Z=c?+d* .
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Také ostatni vlastnosti snadno odvodime z definice komplexné sdruzeného c¢isla

k ¢islu z a muizete si je dokdzat sami. Zde si vypoctem ovéfime pouze tu posledni:
2%Z = (c+id)(c —id) = ¢* —i*d® +i(dc — cd) = * + d* .

Komplexni sdruzovéani také ,zachovava“ algebraické operace s komplexnimi ¢isly.

Je-li w = a + ib dalsi komplexni ¢islo, pak plati
e Wtz=w+7 ,
e WZ=WZ .

Prvni vlastnost fika, ze ¢islo komplexné sdruzené k souc¢tu dvou komplexnich ¢isel
dostaneme také tak, ze vezmeme cisla komplexné sdruzena k obéma s¢itanciim a
ta pak seCteme. Druhé vlastnost fika totéZ pro soucin. Druhou vlastnost si ovéfime
vypoctem:

wz = (a+ib)(c+id) = (ac—bd)+i(ad + bc) = (ac — bd) — i(ad + bc) ,

wz = (a—1ib)(c—id) = (ac—bd) —i(ad + bc) .

Obeé ¢isla wz a wZ maji stejné redlné a imaginarni ¢asti a proto se rovnaji.

1.2.3. Zdkladni c¢iselné obory. Kazdé realné ¢islo a je soucasné komplexnim ¢islem
a + 0. Mnozina vsech redlnych ¢isel, budeme ji oznacovat R, je tak podmnozinou
mnoziny vSech komplexnich ¢isel, kterou budeme oznacovat C. Komplexni ¢isla jsou
nejvétsim z ¢iselnych obort, se kterymi jste se dosud ucili pocitat. Od pfirozenych

¢isel, kterd znac¢ime N (natural numbers), pfes celd ¢isla Z (Zahlen), racionalni ¢isla
Q (quotients), realnd ¢isla R (reals) az po komplexni éisla C (complex numbers):

NczZcQcRcC.

1.2.4. Zdkladni véta algebry. Jednou z pficin postupného rozsirovani ¢iselnych obori
byla potfeba Tesit rovnice. V kazdém oboru obsazeném v mnoziné realnych cisel R
Ize formulovat rovnici, kterd v tomto oboru nemé zadné feseni. Rovnice z +2 =1
ma pouze prirozené koeficienty, ale zadné prirozené ¢islo ji nefesi. Podobné rovnice
2z = 1 nem4 zadné celoéiselné feseni, rovnici 2 = 2 nefesi z4dné racionalni &islo, a
rovnice 2 = —1 nem4 z4dny reilny kofen. Obor komplexnich ¢&isel uz kvtili feseni
polynomiélnich rovnic neni nutné dale rozsifovat, nebot plati nasledujici zdkladni
véta algebry.

Véta 1.6. Kazdy nekonstantni polynom s komplexnimi koeficienty md aspor jeden
komplexni koten.

Zakladni vétu algebry lze formulovat také néasledujicim zptsobem.

Vé&ta 1.7. Pro kazdy polynom p(z) = anx™+a,_13" 4 +ajx+ag stupnén > 1
s komplexnimi koeficienty an, n_1,...,a1,aq existuji komplexnt ¢isla z1, 29, ..., 2y
(nemusi byt navzdjem riznd), pro kterd plati

Ant"™ + ap_12" + o+ ayz 4 ag = an(x—z1)(x —22) - (T — 2p) .

Tuto formulaci mizeme také strucné vyjadrit slovy kaZdy nekonstantni polynom
s komplexnimi koeficienty se rozklddd na soucin linedrnich ciniteli. Kazdé z kom-
plexnich ¢isel 21, 22, . . ., 2, je kofenem polynomu p(z) a tedy Fesenim polynomialni
rovnice a,x™ + - - -+ a1x 4+ ag = 0. Z porovnani stupint polynomt na obou stranach
posledni rovnosti dostaneme ihned nasledujici dtisledek.

Dusledek 1.8. KaZdy polynom stupné n s komplexnimi koeficienty md nejvyse n
navzdjem ruznich komplexnich korend.
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Polynom s realnymi koeficienty nemusi mit zadny realny kofen, znamym pii-
kladem je polynom z? + 1. Podle zakladni véty algebry ma ale néjaké komplexni
kofeny. Pro komplexni kofeny polynomu s realnymi koeficienty plati nasledujici
tvrzeni. Riké, Ze komplexni kofeny polynomi s realnymi koeficienty se sdruzuji do
paru.

Véta 1.9. Je-li p(z) = anz™ + ap_12" L + -+ + a1x + ag polynom s redlnymi
koeficienty, pak je ¢islo z € C koten polynomu p(x) pravé kdyz je zZ (¢islo komplezné
sdruzené k z) také koten polynomu p(z).

Diikaz. Narozdil od zékladni véty algebry ma véta o komplexnim sdruzovani kofent
jednoduchy dikaz, a proto si jej uvedeme.

Kazdy koeficient a; polynomu p(x) je redlné ¢islo, plati proto @; = a;. Stejné tak
plati 0 = 0. ProtoZe predpokladdme, 7e z je kofen polynomu p(x), plati p(z) = 0, a
tedy také M = 0 = 0. V néasledujicim vypoétu pouzijeme, Ze komplexni sdruzovani
zachovava s¢itani a nasobeni komplexnich ¢isel. Plati

0=p(2)=apz"+ap_12"" 14+ +a1z+ag
=2 ap1 2" T2+
=0 7"+ 12" @z + a0
=0, 7" ap 12" FaZ 4 ap = p(2)

coz dokazuje, Ze Z je kofen polynomu p(x).
Je-li naopak Zz kofen polynomu p(z), pak jsme pravé dokazali, Ze také z = z je
kofen polynomu p(x). O

1.2.5. Komplezni rovina. Realna ¢isla zndzornujeme na realné ose. Komplexni ¢islo
z = a + tb mizeme znazornit jako bod (a,b) v roviné s kartézskymi soufadnicemi.
V takovém piipadé mluvime o komplexni roviné. Také se mizete setkat s nazvem
Gaussova rovina a v anglicky psanych uéebnicich s ndzvem Argand plane, pfipadné
Argand diagram.

Na obrazku je kromé ¢isla z = a + ib znazornéné také ¢islo komplexné sdruzené
k z, tj. ¢islo Z = a — ib. Geometricky je komplexné sdruzené ¢islo Z symetrické s
¢islem z vzhledem k redlné ose.

Obrazek 12 ukazuje geometricky vyznam véty 1.9 o komplexnim sdruzovani
korent polynomi s redlnymi koeficienty — mnozina vsech kofenu je symetricka vzhle-
dem k realné ose.

Déle si na obrazku 13 ukizeme geometricky vyznam s¢itani komplexnich ¢isel.
Jsou-li z = a+1ib a w = c+id komplexni ¢isla, pak soucet z+w = (a+c¢)+i(b+d)
odpovida bodu se soufadnicemi (a + ¢,b + d) a ten dostaneme jako koncovy bod
sou¢tu polohového vektoru bodu (a, b) odpovidajiciho z a polohového vektoru bodu
(¢, d) odpovidajictho w.

1.2.6. Poldrni souradnice v roviné. Geometricky vyznam nasobeni je o néco slozi-
téjsi. Pro jeho pochopeni je vhodnéjsi pouzit k zapisu bodtl v roviné poldrni sourad-
nice. V roviné s kartézskymi soufadnicemi mizeme kazdy bod P = (a,b) rizny od
pocatku soutadnic jednoznacné urcit pomoci vzdalenosti » > 0 bodu P od pocatku
a orientovaného uhlu «a, ktery dostaneme tak, ze kladnou x;-ovou poloosu otacime
kolem pocatku soutradnic proti sméru hodinovych ruci¢ek az do polopfimky s pocat-
kem v bodé (0,0) a prochizejici bodem P. Dvojici ¢isel (r, ) nazyvame poldrni
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X2
A
a+ib
b *
E > X1
| a
B -
a-ib

OBRAZEK 11. Geometrické znazornéni komplexniho ¢isla v roving

X2

X1

@ -0
o----o
L e e
[
L T B T

OBRAZEK 12. Komplexni kofeny polynomu s redlnymi koeficienty

souradnice bodu P, viz. obrazek 14. Protoze otocenim o plny thel 27 neboli 360
stupni dostaneme zpét kladnou poloosu 1, neni thel o uréeny jednoznacné. Rizné
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Z+w = (a+c) +i(b+d)

w=c+id

OBRAZEK 13. Soudet komplexnich éisel

mozné hodnoty « se lisi o néjaky celoéiselny nasobek 27. V pfipadé, ze P = (0,0)
je pocatek soufadnic, je 7 = 0 a thel « neni definovan.

Y

X1

Q
[l S

OBRAZEK 14. Poléarni soufadnice bodu v roving

Z polarnich soutfadnic (r,«) bodu P # (0,0) vypocteme jeho kartézské soutrad-
nice (a, b) jako
a=rcosa, b=rsina .
Naopak z kartézskych soufadnic (a,b) bodu P # (0,0) dostaneme jeho polarni
soutadnice pomoci vztahi

a b
r=+va2+b2, cosqa=-———, sina= —— .
’ a2+bz7 /a2 + b2
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Protoze funkce sinus a kosinus maji periodu 27, plyne odtud znovu, ze thel « je
urc¢eny jednoznacné az na celociselny nasobek 2.

1.2.7. Goniometricky tvar komplexniho ¢isla. Bod P odpovida komplexnimu ¢islu
z = a + tb. Vyjadiime-li jeho kartézské soutfadnice (a,b) pomoci polarnich, dosta-
neme
z=a+ib=rcosa+irsina =r(cosa+isina) .
Vyjadteni z = r(cos o + i sin ) nazyvame goniometricky tvar komplexniho ¢isla
z # 0.
e Cislo r nazyvame absolutni hodnota Cisla z a oznacujeme jej |z| ,
e thel a nazyvame argument komplexniho ¢isla z a oznacujeme jej argz .
Plati tedy
|z| = Va2 + b2, cos(argz) = S sin(arg z) =

a2 + b2’

b
Vaz+p2
také arg z mize nabyvat riznych hodnot, které se ale vzdy lisi o celociselny naso-

bek 2. Protoze plati (posledni pata rovnost pod Definici 1.5), Ze 27 = a® + b?,
dostavame pro absolutni hodnotu ¢isla z vyjadreni

o zI2=27 .

1.2.8. Geometricky vyznam ndsobeni komplexnich c¢isel. Body na jednotkové kruz-
nici odpovidaji komplexnim ¢isltim cos a+i sin .. Takovym ¢isltim fikame komplexni
jednotky.

X2

A

Wz z

OBRAZEK 15. Souéin komplexnich jednotek
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Pro soucin dvou komplexnich jednotek w = cosa + isina a z = cos§ + isin 8
plati
wz = (cosa+isina)(cosf + isin )
= cosacosf —sinasinf + i(cos asin 5 + sin «a cos §)
= cos(a+ )+ isin(a+p) ,
v posledni rovnosti jsme pouzili vzorce pro sinus a kosinus souc¢tu dvou thli.

Souc¢in dvou komplexnich jednotek je tedy opét komplexni jednotka, pro kterou
plati

o arg(wz) =argw + argz ,
rovnost plati az na celo¢iselny nasobek 2.
Jednoduchou indukci podle n pak snadno dokazeme diilezitou Moivreovu vétu:

Véta 1.10. Pro kazdy uhel o a kaZdé prirozené c¢islo n plati

(cosa +isina)™ = cos(na) + isin(na) .

X2
A

rs

> X1

OBRAZEK 16. Souéin komplexnich éisel
Jsou-li nynf w = r(cosa +isina) a z = s(cos 8+ isin ) libovolna dvé nenulova
komplexni ¢isla, pak pro jejich soucin plati
wz = r(cosa+isina)s(cos + isinf)
= rs(cosa+ isina)(cos S + isinf)
= rs(cos(a+ B) +isin(a+ f)) .
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Pro absolutni hodnotu a argument soucinu w z tak plati

o |wz| = |w[lz] ,
o arg(wz) = argw + arg z .

V jednoduchém specidlnim p¥ipadé, kdy w = i = cos(w/2) + isin(r/2) dosta-
vame, Ze |iz| = |i||z| = |2| a arg(iz) = argi + argz = § + arg z. Vynasobit ¢islo z
¢islem 4 tak znamend pootocit ¢islo z kolem pocatku soufadnic o pravy thel proti
sméru hodinovych ruci¢ek. To mizeme také snadno nahlédnout z algebraického
tvaru z = a + ib, nebot i z = i(a + ib) = —b +ia .

X2

O
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
!
i

o

> X1

OBRAZEK 17. Souéin komplexniho ¢isla s imaginarni jednotkou

Dokéazeme si jesté dvéma zpusoby trojuhelnikovou nerovnost pro komplexni ¢isla,
ktera rika, ze pro libovolna dvé ¢isla z = a + ib a w = ¢ + id plati

o |z+w| < |z|+|w| .

K algebraickému dukazu trojuhelnikové nerovnosti vyuzijeme dalsi dvé jedno-
duché vlastnosti absolutni hodnoty komplexnich ¢isel. Pro kazdé komplexni ¢islo
z = a + b plati

o |zl =1z,
e Rez <z .

Prvni rovnost plyne piimo z definice absolutni hodnoty, dokdzeme druhou. Je-li
z = a + ib, pak plati

a<lal=va2<Va2+b=]|z| .
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Pro kazdou rovnost nebo nerovnost v nasledujicim vypoctu (s vyjimkou posledni
rovnosti) si najdéte v pfedchozim textu tu vlastnost komplexnich ¢isel, kterou pou-
zivame.
lz4+w? = (+w(zFw)=(2+w)(Z+T)=2Z+ 20 + wZ + W
2% + 20 + wZ + |w|? = |2]? + 2@ + 20 + |w|?

22 + 2Re () + [w]? < |22 + 2|2 + [wf? = 2] +2 2] [] + [w[?
|22 + 22| [w] + [w? = (2] + [w])* .
Dokézali jsme tak |z +w|? < (|z|+|w|)? a po odmocnéni dostavame trojihelnikovou

nerovnost pro komplexni ¢isla.
Pomoci geometrického vyznamu s¢itani komplexnich cisel trojuhelnikovou ne-

rovnost snadno nahlédneme z obrazku.

X2

A

1

| Z+w] Z+w

i
12

OBRAZEK 18. Trojuhelnikova nerovnost pro komplexni éisla

1.2.9. ReSeni binomické rovnice z" = 1. Zafneme FeSenim rovnice 2° = 1. Tuto
rovnici zfejmeé spliiuje Cislo zp = 1. Z Moivreovy véty plyne, Zze komplexni jednotka

Z1 = COS 5 7 81n 5

je daldi kofen rovnice z° = 1, nebot 2} = cos(27) + isin(27) = 1.
Polozime-li zo = 27, plati 25 = (zf) 5= 219 =1 a dostavame tak dalsi kofen 2.
Moivreova véta 1iké, ze

) 2\ . 27\’ 2.2r\ .. [2-2r%
z9g = 21 = | cos 5 +2s1n 5 = cos R + 2s1n 5
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Analogicky najdeme dalsi dva kofeny

3-2m . 3-2m
Z3 = cos< 5 >+zsm( 5 ) ,

427 . (427
24 = cos<5>—|—zsm< 5 )

Nasli jsme tak pét navzajem rtznych kofentt zp = 1, 21, ..., 24. Polynom 2° — 1
mé stupenn 5, podle Disledku 1.8 rovnice z° — 1 = 0 vice kofenii mit nemfize. A
protoze zg = 1 = cos(0- 27 /5) + isin(0 - 2w /5), mizeme vSechny kofeny zapsat jako

k-2 k-2
Z) = COS <57T> + i sin (;), pro k=0,1,2,3,4 .

Znéazornime-li je v komplexni roviné, dostaneme vrcholy pravidelného pétithelniku,
ktery je vepsany do jednotkové kruznice a jeden z vrchola je ¢islo 1.

X2

A
4]

V)

Z3

OBRAZEK 19. Kofeny rovnice z° = 1

3=1a 2% =1. Rovnice z° = 1 mé

k-2 k-2
2 = COS (37T> —i—isin(gﬂ-)7 pro k=0,1,2 |

které tvori vrcholy rovnostranného trojihelniku vepsaného do jednotkové kruznice
tak, aby jednim z vrchold bylo ¢islo 1.
Rovnice z® = 1 méa kofeny

k-2 k-2
zkcos(87r>+isin<87r), pro k=0,1,...,7 ,

Na dalsim obrazku vidime kofeny rovnic z
koteny
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které tvori vrcholy pravidelného osmithelniku vepsaného do jednotkové kruznice
tak, aby jednim z vrchold bylo éislo 1.

X X2
A A
Z; 2
! < A
° > X ® X
=1 ' 24 =1 !
. L ]
. Z5 Z7
Z> 2

OBRAZEK 20. Koieny rovnic 23 =1a 28 =1

Obecné ma rovnice 2" = 1 celkem n navzajem riznych kofeni

k-2 k-2
zk:cos<7r>—|—isin<7T>7 pro k=0,1,....n—1,
n n

které tvori vrcholy pravidelného n-tihelniku vepsaného do jednotkové kruznice tak,
aby jednim z vrcholu bylo ¢islo 1. Kofeny rovnice z™ = 1 také nazyvame n-te
odmocniny z 1.

1.2.10. Resent binomické rovnice 2™ = w pro libovolné w. Zacneme piipadem w =
i = cos(m/2) + isin(w/2). Je-li navic n = 2, Fesime rovnici

2% = cos (f) + 7sin (E)
N 2 2

Také v tomto pfipadé nam Moivreova véta napovi jeden kofen

= cos () +isin (3)
Zp = COS 1 i sin 1

Druhy kofen snadno ziskame z prvniho:
() i (§) = cos (G +m) s (G 7)
= — = — — | — m | — = - m ( —
21 20 cos | 4 isin { e isin {47

Pokud si z; prepiseme jako

£+2 £+2
21 = cos | 2 il +isin [ 2 T ,
2 2

2

miizeme oba kofeny rovnice z

T+k2 T+k2
Z) = COS (M> + i sin (M) pro k=0,1 .

= cos(m/2) + isin(m/2) vyjadiit jednou formulkou

2 2
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X2

> X1

VA

OBRAZEK 21. Kofeny rovnice 22 =i

3 4

Podobné najdeme kofeny rovnic z° = i a z* = i. V obou pfipadech vyjdeme z
toho, Ze prava strana i = cos(r/2) + isin(r/2). Rovnice 23 = cos(r/2) + isin(r/2)

ma koreny
T+k2 T+k2
Zp = COos (237T> + isin (237T> pro k=0,1,2 .

\

\

X1 X1

L2
)

Z
) S

OBRAZEK 22. Kofeny rovnic 22 =i a 2% =4
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4

Rovnice z* = cos(7/2) + isin(7/2) mé kofeny

T +k2 T+k2
Z, = COos (m) + ¢ sin (m) pro £k=0,1,2,3 .

V obou pripadech snadno provedeme zkousku pomoci Moivreovy véty.
Na zakladé analogie muzeme nyni najit vSechny kofeny rovnice z" = w pro
jakoukoliv komplexni jednotku w = cos « + i sin av.

k2 k2
zk:cos<m>+isin<a+ﬂ> pro k=0,1,2,...,n—1 .
n n

> X1

Zn-1

OBRAZEK 23. Kofeny rovnice 2™ = cosa + isin «

Pomoci Moivreovy véty ovéfime, ze kazdé cislo z, je kofenem rovnice z" =

cos o + ¢ sin o
n ( (a+k27r) . (a+k27r)>n
z, = cos| —— | +esm | ———
n n
( a+k27r> . < a+k27r)
= cos{n——— | +isin|{n——
n n

= cos(a+k2m) +isin(a+ k27)

= cosa+isina .

Cisla z; jsou navic navzajem riizna pro k = 0,1,...,n — 1, nebot se argumenty
libovolnych dvou z téchto ¢isel lisi o méné nez 27.
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Nakonec najdeme kofeny rovnice 2" = w pro libovolnou nenulovou pravou stranu
w = r(cos a + isina). Pro kazdy kofen zj rovnice 2™ = w musi platit

n n
2" = |2 ] = Jw| =71,
odkud plyne |z| = /7. VSechny kofeny rovnice 2" = w tak musi mit absolutni
hodnotu rovnou /7. Stejné jako v pfedchozim piipadé |w| = 1 ovéfime pomoci

ivreovy véty, 7z I Vi = ) Si j
Moivreo éty, ze kofeny rovnice 2™ = r(cos a + i sin «) jsou

k2 k2
2k = W(COS<W>+isin<m>) pro k=0,1,2,....n—1.
n n

X2
w 1
° Z In 7
ad .
r ° %
a

> X1

? 201

OBRAZEK 24. Kofeny rovnice 2" = w

1.2.11. Eulerova formule. Dfive nebo pozdéji se setkate s Fulerovo formuli, ktera
tiké, ze pro kazdé realné ¢islo a plati

e'* =cosa+isina .

K dukazu této formule potfebujete védét, jak se definuje Fulerovo ¢islo e, které je
iracionélni (stejné jako 7) a jeho pfiblizna hodnota je 2, 718. O néco pozdéji se pak
dozvite, jak spoéitat mocninu e’® s ¢isté imagindrnim exponentem ic.

V této chvili mizeme Eulerovu formuli pouzit jako pohodlnéjsi zapis komplexnich
jednotek cos a + 7 sin a. Dfive dokazané vlastnosti souc¢inu dvou komplexnich éisel
muZzeme pomoci Eulerovy formule zapsat jako pravidla pro pocitani s mocninami,
které v pripadé redlnych exponentti znate ze stfedni skoly.

Vzorec pro soucin dvou komplexnich jednotek pak miZeme zapsat jako

eia eiﬁ _ ei(aJr,B) )
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Podobné jednoduse lze zapsat Moivreovu vétu:
(eia)n — ei(noz)
Goniometricky tvar nenulového éisla w = r(cos a + i sin a) je potom
z=re" |

kde r = |w| a o = argw.

Souéin dvou komplexnich ¢isel w = r €' a z = s e*? miizeme zapsat ve tvaru

wz=re*se’ = (rs)ei(aJ“B) ,

odkud pfimo plynou uz diive uvedené formulky pro absolutni hodnotu a argument
sou¢inu dvou komplexnich ¢isel, které fikaji, ze |wz| = rs = |w||z| a arg(wz) =
a+ [ =argw + arg z.
Cviceni
1. Spoditejte redlnou a imaginarni ¢ast komplexnich ¢&isel

1+
2—-3i’

(1+1)(2 - 36), (1—4)* .

2. Pro z =1—1 a w = 2+ 3i spocitejte

zZ _
Zt+w, z—w, 2w, —, ZW, WZ .
w

3. Najdéte realné a imaginarni ¢asti kofent rovnice

25 =1 .
4. Najdéte koreny kvadratické rovnice

22— (B+i)z+(2+i)=0.
5. Dokazte, ze 1 4 ¢ je kofenem kubické rovnice
224224+ (5—Ti)z— (104 2i) =0

a najdéte zbyvajici dva kofeny této rovnice.
6. Dokazte, Ze pro libovolna dvé nenulova komplexni ¢isla z,w plati

arg (3) =argz —argw .
w

7. Najdéte absolutni hodnotu a argument &isel 147 a v/3+4. Najdéte redlnou a imaginarni

slozku ¢isla ]
1+

V3+i
7T_\/§+1 . 7r_\/§—1

CcoS —

S = , a sin =
12 22 12 2v2

8. Najdéte vSechny kofeny rovnice

a dokazte, ze

2 =-1.
9. Pomoci Moivreovy véty dokazte, ze pro kazdy thel « plati

cos 5o = 16 cos® a — 20 cos® o + 5 cos v, sin b = (16 cos® a — 12 cos® a + 1) sina .

10. Najdéte vyjadreni cos 3« a sin 3o pomoci cos « a sin a.
11. Dokazte, ze pro kazdou komplexni jednotku z = cos a + i sin « plati
1

1 .
2cosa=2z+4+ -, 2isiha=z-—— .
z z
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12. Dokaite, 7e je-li w # 1 koFen rovnice 2z = 1, pak plati
I+w+w” =0 .

13. Dokazte, ze pro komplexni jednotku

cos 27r—0—‘s' 2
z = —_ 7SI ——
5 5

plati
14+z2z4+22422+2"=0.
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2. RESEN{ SOUSTAV LINEARNICH ROVNIC

Cil. Naucime se Tesit soustavy linedrnich rovnic Gaussovo eli-
minacni metodou. UkdZeme si jok parametricky vyjddrit mnoZinu
vSech teseni takové soustavy. A upozornime na problémy, které
prinasi Tesent velkych soustav linedrnich rovnic na pocitacich.

2.1. Ulohy vedouci na soustavy linearnich rovnic.
Mnoho nejriznéjsich tloh lze pfevést na feSeni soustavy linedrnich rovnic. Pro
ilustraci uvedeme pét jednoduchych prikladt z rtznych oboru.

2.1.1. Elektrické obvody. U elektrického obvodu na obrazku chceme urcit proudy
protékajici jednotlivymi vétvemi.

10
259 @ 3090
1Q
0V — @
500

OBRAZEK 25. Elektricky obvod z ¢asti 2.1.1

Pouzijeme metodu elementarnich smycek. Spociva v tom, Ze obvod néjak roz-
délime na elementarni smycky a v kazdé smycce si libovolné zvolime smér prochaze-
jiciho proudu. Proudy protékajici jednotlivimi elementarnimi smyckami oznacime
11, I, I3 podle obrazku. Pouzijeme druhy Kirchhoffiv zakon, ktery fika, ze soucet
orientovanych napéti na jednotlivych odporech v uzaviené smycce se rovna souctu
napéti na zdrojich v této smyéce. Pro kazdou smycku tak ziskdme (jesté s pomoci
Ohmova zakona) jednu rovnici:

11 +25(1; — I2) + 50(1, — I3) =10
25(Iy — Iy) + 301, + 1(Is — I3) = 0
50([3 — Il) + 1([3 — 12) + 5513 =0 .
Zjednodusenim dostaneme soustavu tfech linedrnich rovnic o tfech neznamgych,

kterd mé pravé jedno feseni (I, I, I3) = (0,245, 0,111, 0,117). Z toho dopocteme
proudy pro jednotlivé vétve.
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1Q

J\/\/\/ 0,245A

0,1114

25Q

300
0,134A

550
0,128 4

0,1174

OBRAZEK 26. Proudy v elektrickém obvodu z ¢asti 2.1.1

B [ 2k

OBRAZEK 27. Nezndmé zavazi

2.1.2. Nezndmd zdvazi. Mame t¥i zavazi. Prvni vazi 2kg, ale hmotnost dalsich dvou
nezndme (predstavte si vesmirné objekty, jejichz vzdélenosti 1ze pfimo uréit, ale
hmotnosti nikoliv). Podafilo se ndm ale najit dvé rovnovazné polohy, viz obrézek.

7Z téchto informaci mizeme hmotnosti urcit. Porovnanim momentt totiz dosta-
neme soustavu linedrnich rovnic

40h + 15¢ = 50 - 2
25c =25-2450h

kterou snadno vyfesime.

2.1.3. Prokladant kruznice danymi body. Chceme najit kruznici v roviné prochaze-

jici body (1,0), (—1,2), (3,1). (Napiiklad vime, Ze n&jaky objekt se pohybuje po

kruhové drize, mame zméfeny t¥i polohy a chceme urcit stfed a polomér obihani.)
Rovnice kruznice v rovin€ ma tvar

2?4y +ar+by+c=0 .
Dosazenim danych tfech bodti ziskdme soustavu linearnich rovnic

l1+a+c=0
5—a+2b+c=0
10+3a+b+c=0 .

Soustava méa pravé jedno Feseni (a,b,c) = (—7/3,—-13/3,4/3), takze hledand kruz-
nice mé rovnici

713 4
2 p— Zy4+-=0.

2
Y TRt gyt g
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« T
-1 1 2 3

OBRAZEK 28. Kruznice prochazejici danymi tfemi body

Chceme-li znat stfed a polomér kruznice, rovnici mizeme upravit na tvar

T L, BY
6 Y=% ) 18"

ze kterého vidime, Ze hledand kruznice m4 st¥ed (7/6,13/6) a polomér /85/18.

Ve skutec¢nosti budou méreni polohy obihajiciho objektu zatizena chybou, takze
jich provedeme daleko vice a vznikne soustava mnoha rovnic o tfech neznamych. Ta
zpravidla nebude mit feSeni a budeme hledat v néjakém smyslu nejlepsi aproximaci.
V kapitole o skalarnim soucinu se s jednou metodou na hledani dobré aproximace
seznamime.

2.1.4. Pohyb hlavy disku. Objekt jednotkové hmotnosti se pohybuje bez tfeni po
pfimce, na pocatku je v poloze 0 a mé nulovou rychlost.

I I I I I

-3 -2 -1 0 1 2 3
OBRAZEK 29. Pohyb hlavy ¢tecky
Po dobu 8 vtefin na objekt ptisobi vngjsi sily f(¢). Vnéjsi sila je konstantni vzdy

béhem jedné vtefiny, tj. f(t) = z; pro j—1 <t < jaj=12,...,8 Chceme
dosdhnout toho, aby se po 8 vtefinach poloha objektu rovnala b; a jeho rychlost

byla by. Vektor nezndmych sil (z1,...,xs) proto musi spliiovat soustavu
15z +13:r +11:17 +9:z: +7x +5x +3 +1:r b
— — — — — — —T — =
o L1t e 53 g Tat STs o6 T 7+ 5T = 0

T+ a0+ 23+ x4 + 25+ 26+ 27+ 28 =0by .
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Soustava ma mnoho nezndmych, malo rovnic a mnoho feseni. V této kapitole se
naucime uspokojivé popsat vSechna feSeni. V praxi ndm vétsinou pijde o to vybrat
v néjakém smyslu nejvyhodnéjsi feseni. Jedna z metod je vysvétlena opét v kapitole
o skaldrnim soucinu.

2.1.5. Vycislovdni chemické rovnice. Uvazujme chemickou reakci toluenu a kyseliny
dusic¢né, pri které vznika TNT a voda:

CyHgs + HNO3s — C7yH50gN3 + HO
Vy¢isleni chemické rovnice znamend nalezeni pomért jednotlivych molekul, aby
pocet atomu kazdého prvku byl na obou stranéch stejny.

$O7Hg + yHN03 — ZO7H5OGN3 +vH0

Chceme tedy najit hodnoty x,y, z,v, které spliuji soustavu rovnic. To vede na
rovnice

Tr="Tz
8xr+y =52+ 2v
y =3z,
3y =6z4wv

Vzhledem k vybusné povaze tohoto pfikladu nebudeme na tomto misté radéji uva-
dét resSeni.

Redlny vyznam maji pouze nezaporna feseni. Nezajimaji nas tedy vSechna feseni
soustavy, ale pouze ta feSeni, ktera splnuji dodatecné omezujici podminky = > 0,
y>0,z2>0,v>0.S témito omezujicimi podminkami dostavame soustavu li-
nedrnich rovnic a merovnosti. ReSeni takovych soustav hraje vyznamnou roli v
matematickém oboru nazyvaném linedrni programovdnt nebo linedrni optimali-
zace. V téchto tlohach se maximalizuje hodnota néjaké linedrni funkce definované
na mnoziné vech feSeni soustavy linearnich rovnic a nerovnosti. Ulohy linearniho
programovani jsou nejjednodussi tfidou a nejpouzivanéjsim typem optimalizacnich
uloh, rozsdhlého oboru s aplikacemi v nejriznéjsich oblastech lidského konéni.

2.2. Soustavy linearnich rovnic a aritmetické vektory.

2.2.1. Soustavy linedrnich rovnic.

Definice 2.1. Linedarni rovnice o n nezndmgch s redlnymi koeficienty je rovnice
a171 + asTo + -+ apTy, =0

kde vSechny koeficienty a1, as, ..., a, a ¢islo b jsou dané realné ¢isla a x1, xs, ..., %,
jsou neznamé.
Soustava m linedrnich rovnic o n nezndmgch je soustava

1121 + a12%2 + -+ A1 Ty = by

(1) a21%1 + A22%2 + -+ + A2 Ty, = by

Am1T1 + Gm2T2 + -+ + AmpTn = bm

s redlnymi koeficienty a;;, redlnymi pravymi stranami b; a nezndmymi 1, 2, ..., Tp.
Reélna ¢isla x4, . . . , z, jsou Tesenim dané soustavy, pokud spliuji zarovern vsechny
rovnice.
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Koeficient a;; je koeficient v i-té rovnici u j-té nezndmé x;. Prvni z indexti ij je
index rovnice, druhy je index neznamé.

Jedno feSeni soustavy linearnich rovnic o n nezndmych budeme zapisovat jako
usporadanou n-tici ¢isel. To predpoklddéd néjaké pevné usporddani neznamych. 7Z
kontextu bude toto usporadani zfejmé, neznamé jsou vétsinou znaceny xi, ..., Ty.
Usporadanou n-tici ¢isel nazyvame n-slozkovy aritmeticky vektor.

2.2.2. Aritmetické vektory.

Definice 2.2. Aritmetickym vektorem nad R s n slozkami rozumime uspoiddanou
n-tici redlnych cisel

Z1

T2

Tn

Pozdéji uvidime, Ze za vektor lze povazovat i funkci, matici, atd. Pfivlastek
aritmeticky pouzivame proto, abychom zdfiraznili, Ze mdme na mysli usporadané
n-tice Cisel.

Jak je vidét z definice, aritmetické vektory budeme psat sloupcové. Naptiklad
3-slozkovy vektor zapiseme

Pro Gsporu mista aritmeticky vektor ¢asto napiSeme fadkové a pridame exponent
T, napriklad
v =(1,-33,5)7T .

V prvni kapitole jsme si pfipomnéli, ze 2-slozkovy aritmeticky vektor muzeme
interpretovat jako soufadnice bodu nebo jako soutfadnice vektoru v roviné se sou-
fadnym systémem. Podobné 3-slozkové aritmetické vektory mohou geometricky od-
povidat bodiim nebo vektorim v prostoru.

Na zékladé analogie mtizeme fikat, Ze 4-slozkové aritmetické vektory (ay, as, az, as)’
odpovidaji bodim nebo vektortim ve ¢tyfdimenzionalnim prostoru s néjakym sou-
Ffadnym systémem, prestoze ¢tyfdimenzionalni prostor si uz vizualné predstavit ne-
umime. Podobné pro kazdé n € N mtzeme n-slozkové aritmetické vektory interpre-
tovat jako body nebo jako vektory v prostoru dimenze n.

2.2.3. Operace s aritmetickymi vektory. Kazdy realny aritmeticky vektor mtzeme
nasobit redlnym cislem a aritmetické vektory se stejnym poctem slozek muzeme
sCitat. Obé operace provadime ,,po slozkach®.

Definice 2.3. Jsou-li u = (uy,us...,u,)" av = (vi,vs,...,v,)7 dva n-slozkové
aritmetické vektory nad R, pak jejich souc¢tem rozumime aritmeticky vektor

Uy U1 u1 +v1

U2 V3 Uz + V2
u+v= . +

Un Un Up, + Up
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Je-li u = (uy,...,u,)" aritmeticky vektor nad R a ¢t € R realné ¢islo, pak t-
nasobkem vektoru u rozumime vektor
uy tu1
u2 tUQ
t-u=tu=t =
Un, tuy,

Pro dva n-slozkové vektory u, v definujeme
—u=(-1)ru a u—-v=u+(-v).
Vektor —u nazyvame opacny vektor k vektoru u.

Priklad 2.4.

1 5) 2 -5 -3
2 3 | - 2 = 6 +1 -2 | = 4
7 -2 14 2 16

A

Obé operace maji pfirozenou geometrickou interpretaci. Na obrazku 30 je zna-
zornén geometricky vyznam souctu u + v: vektor v umistime do koncového bodu
vektoru u, soucet u+ v potom spojuje poc¢atek vektoru u s koncem vektoru v. Ge-

! .\ y _ U+V
/

OBRAZEK 30. Soudet vektortt

ometricky vyznam nasobeni vektoru realnym ¢islem ¢ ukazuje obrazek 31: vektor se
prodlouzi (pro |t| > 1) nebo zkrati (pro |t| < 1) a pfipadné jesté prevrati do opad-
ného sméru (pro t < 0). Zdivodnéni spravnosti této interpretace je na obrazku 77?7
(TODO) v piipadé 2-slozkovych vektori.

OBRAZEK

2.3. Ekvivalentni a elementarni apravy. Soustavy linedrnich rovnic lze fesit
tak, Ze postupné eliminujeme neznamé. Pouzivime k tomu tpravy, které neméni
mnozinu vSech feSeni soustavy. Takovym tpravam fikame ekvivalentni upravy.

Definice 2.5. Fkvivalentni upravou soustavy linearnich rovnic rozumime tpravu,
ktera neméni mnozinu vSech feseni.

Eliminaci neznamé si nejprve ukazeme na piikladu dvou linearnich rovnic o dvou
neznamych.
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OBRAZEK 31. Néasobky vektort

Priklad 2.6. Vyfesime soustavu
xr1 + 2:172 =3
333‘1 — T2 = 2.
Budeme eliminovat nezndmou ;. Z prvni rovnice ji vyjadiime pomoci xs:
T = 3 - 21’2 5
a dosadime do druhé rovnice, prvni rovnici nechame beze zmény:
1 +2x9 =3
3(3*2172)71’2:2 .
Po roznasobeni a tpravé druhé rovnice dostaneme soustavu
1+ 229 =3
—7(E2 =-7.

Eliminovali jsme tak neznamou x; z druhé rovnice. Provedené tipravy jsou vratné
v tom smyslu, Ze ze vzniklé soustavy rovnic lze odvodit ptivodni soustavu. Proto
maji obé soustavy stejnou mnozinu vSech feseni a provedend uprava je tedy ekvi-
valentni.

Stejné upravy soustavy muzeme dosahnout mnohem rychleji tak, ze pripo¢teme
(—3)-néasobek prvni rovnice k druhé a prvni rovnici nechdme beze zmény. Vyjadio-
vani a dosazovani proto nebudeme nadéale pfi eliminaci pouzivat.

Vzinklou soustavu muzeme jednoduse doresit. Z druhé rovnice vypocteme zo = 1
a dosadime do prvni rovnice (znovu eliminace, tentokrét nezndmé z3). Dostaneme

1’1:3721'2:1 .

Piivodni soustava ma pravé jedno feseni, a to (1,1)7. Jinymi slovy, mnozina vsech

feSeni soustavy je
1
1
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Ukazuje se, ze pfi FeSeni jakékoliv soustavy linedrnich rovnic vysta¢ime pouze se
tfemi jednoduchymi typy ekvivalentnich iprav, které nazyvame elementarni tpravy
soustavy.

Definice 2.7. Elementdrni upravy soustavy linearnich rovnic jsou

(i) prohozeni dvou rovnic,
(ii) vyndsobeni né&jaké rovnice nenulovym ¢islem ¢,
(iii) pFicteni t-nésobku jedné rovnice k jiné rovnici .

Dokazeme, Ze elementarni tipravy jsou skutecné ekvivalentni, tj. Ze neméni mnozinu
vSech TeSeni soustavy linedrnich rovnic.

Tvrzeni 2.8. Elementdrni upravy nemeéni mnoZinu vsech feseni soustavy linedr-
nich rovnic.

Dikaz. Dtkaz dostaneme spojenim tii jednoduchych tvah. Napfed si v§imneme,
7e kazda elementarni iprava zméni nejvyse jednu rovnici v soustave.

Potom si ukéazeme, 7e kazdé feSeni (z1,zs,...,7,)? plvodni soustavy je také
fesenim jediné zménéné rovnice v nové soustavé. Dokazeme si to na tfeti elementarni
upravé, kdy pii¢itdme t-nasobek i-té rovnice k j-té rovnici pro néjaké j # i. Dané
feseni (21,9, ...,2,)7 pivodni soustavy splituje rovnice

;121 + Q2T + -+ AinTp = b;

aj1T1 + ajpTe + -+ ajnTn = bj
splnuje proto také rovnici
tai1xy + tapps + - - + taipxn = th;

(tim jsme mimochodem dokézali, Ze kazdé feseni piivodni soustavy je také Fesenim
nové rovnice vzniklé druhou elementéarni ipravou) a tedy také rovnici

(aj1 + ta;1)zy + (a2 + taip)xs + - - + (ajn + tap,)z, = b +tb; .

Vektor (21, T2, ..., 2,)T je samozfejmé také fesenim vSech ostatnich (nezménénych)
rovnic nové soustavy.

Oznacime S mnozinu vSech feSeni ptivodni soustavy a 7" mnozinu vsech Feseni
nové soustavy. Pravé jsme dokazali, ze plati S C T — zadné feSeni ptvodni soustavy
se elementarnimi Gipravami neztrati.

A nakonec si uvédomime, ze efekt kazdé elementarni Gpravy mizeme zvratit jinou
elementarni tpravou a dostat zpét puvodni soustavu. V pfipadé prvni Gpravy staci
prohodit jesté jednou prohozené rovnice. V pfipadé druhé tpravy staci tutéz rovnici
vynasobit inverznim é&islem ¢! (proto je nutné predpokladat t # 0). V piipadé tieti
upravy pficteme (—t) nasobek i-té rovnice k j-té rovnici. (To pfedpokladd, ze i-té
rovnice se tieti elementarni dpravou nezménila, proto predpoklad j # i.)

Protoze puvodni soustavu dostaneme z nové také jednou elementarni tpravou,
platirovnéz T' C S, odkud plyne rovnost S = T'. Ta fikd, Ze puvodni a nova soustava
maji stejné mnoziny vsech feSeni. (I

2.3.1. Soustava s jednim Tesenim. Jako dalsi pfiklad vyfeSime nésledujici soustavu
t¥1 linedrnich rovnic o tfech nezndmych x1, x2, x3 pomoci elementarnich tprav.
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2.%1 + GLEQ + 51’3 =0
3x1 + dxo + 18x3 = 33
2xq1 + 4x9 + 1023 = 16 .

Budeme postupné eliminovat neznamé tak, abychom prevedli soustavu do tvaru,
ze kterého se feSeni snadno dopocita. Tvar, o ktery se snazime, je tzv. odstupriovany
tvar. Ponékud nepfesné feCeno odstupnovany tvar znamend, ze v kazdé rovnici je
na zacatku vice nulovych koeficienti nez v rovnici predchéazejici.

Nejprve eliminujeme neznamou x1, tj. docilime toho, Ze ve vSech rovnicich kromé
prvni bude nulovy koeficient u x;. Udélame to tak, Ze pri¢teme vhodné nasobky
vhodné rovnice (vhodnd je kazd4 rovnice s nenulovym koeficientem u z) k ostatnim
tak, aby z ostatnich rovnic neznama x; ,,zmizela“, tj. méla v nich nulovy koeficient.

V naSem pfipadé bychom mohli (—3/2)-nésobek prvni rovnice pficist k druhé a
(—1)-nésobek prvni rovnice pficist ke tfeti. Aby ndm vychézely hez¢i koeficienty,
vynasobime napfed tfeti rovnici jednou polovinou:

2x1 + 629 + 523 =10
3r1 4+ 5xo + 18x3 = 33
1+ 229+ d5xr3 =38
a pak ji prohodime s prvni rovnici:
x1 + 229 + bxy =8
3r1 + dxo + 18x3 = 33
2{E1+6$2+5.’23 =0.

Nyni jsme pfipraveni k eliminaci nezndmé x;. Pfi¢teme (—3)-nasobek prvni rov-

nice ke druhé:
xr1 + 2x9 + 5x3 =8
—xo + 3$3 =9
2I1+6$2+5I3 =0.

a (—2)-ndsobek prvni rovnice ke tfeti:

T + 2z + 513 = 8
—x2+3x3=9
+2x9 — bxg = —16 .

Po eliminaci jedné nezndmé jiz prvni rovnici nebudeme ménit a budeme se zaby-
vat pouze zbylymi rovnicemi. V nasem pfipadé jiz zbyvaji pouze dvé a k eliminaci
neznamé xo staci pri¢ist 2-nasobek druhé rovnice ke treti.

1 + 225 + 5r3 =8
—Z2 + 3£C3 =9
T3 — 2.

Tim jsme dokondili eliminacni fdzi feSeni soustavy a muzeme dopocitat feseni

tzv. zpétnou substituct, kdy postupujeme od posledni rovnice k prvni a postupné
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dosazovanim ziskdvame hodnoty jednotlivych nezndmych. V nasem pripadé dosta-
vame r3 = 2, ro = —3, r1 = 4. Pivodni soustava méa pravé jedno feseni, a to
aritmeticky vektor

X1 4
X = ) = -3
T3 2

P1i TeSeni soustavy jsme mohli samoziejmé zacit eliminaci libovolné neznamé,
také nebylo nutné tfeti rovnici prehazovat s prvni a nasobit ji napfed jednou polo-
vinou.

Pro feseni velkych soustav tisic rovnic o tisicich neznamych potiebujeme jed-
notlivé kroky eliminace néjak usporadat tak, aby je bylo mozné pouzit kdykoliv a
bez ohledu na to, jaké jsou koeficienty soustavy. Tomuto postupu se ¥ikd Gaussova
eliminacni metoda nebo zkracené Gaussova eliminace.

2.3.2. Maticovy zdpis. K formulaci Gaussovy eliminace a také pro zkriceni zapisu
budeme misto soustavy psat jeji rozsirenou matici. Nejprve zavedeme pojem matice.

Definice 2.9. Matici (nad R) typu m x n rozumime obdélnikové schéma redlnjych
¢isel s m radky a n sloupci.

Zapis A = (aij)mxn zZnamend, ze A je matice typu m x n, kterd ma na pozici
(4,7) (tedy v i-tém Fadku a j-tém sloupci) ¢islo a;;.

Pozor na poradi indext — prvni index oznacuje fadek, druhy sloupec.
Definice 2.10. Matici soustavy

1171 + a12x2 + - -+ a1pTy = by

a21%1 + A22%2 + -+ - + A2 Ty, = by

Am1T1 + Gm2T2 + -+ + AmpTn = bm

rozumime matici koeficientti u neznamych:

ail ai12 N A
a1 a22 ... Qon
A= (ai ')mxn -
J
am1 Am2 ... Qmn
Vektor pravych stran je vektor b = (by, by, ..., by)T a rozsivend matice soustavy je
matice typu m x (n+ 1)
a1 ai12 ce.o Q1n bl
a921 as9 s Qop bg
(A]b) =
Gml Gm2 . Qmp | b

Rozsifena matice soustavy tedy vznikne tak, ze do i-tého radku zapiseme koe-
ficienty v i-té rovnici u proménnych z1,...,x, a nakonec pfidame pravou stranu.
Pro prehlednost se pravé strany nékdy oddéluji svislou ¢arou. Rozsifend matice se
tim rozdéli na dva bloky. V levém je matice soustavy a v pravém je sloupec pravych
stran.
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Pro soustavu rovnic z predchoziho prikladu

2x1 4+ 622 + 53 =0
3x1 + 5x2 + 18x3 = 33
2xq1 4+ 4xo 4+ 10x3 = 16

jsou jeji matice, sloupec pravych stran a rozsifena matice poradé

2 6 5 0 2 6 5]0
A=|3 5 18], b=|3 |, A4|b)=[3 5 18|33
2 4 10 16 2 4 10|16

Prohozeni dvou rovnic se v rozsirené matici projevi prohozenim odpovidajicich
dvou radkt, vynasobeni i-té rovnice ¢islem ¢ odpovida vynésobeni i-tého radku
matice Cislem ¢ a podobné pficteni t-nasobku i-té rovnice k j-té odpovida pricteni
t-nasobku i-tého fadku k j-tému fadku. Pro vyznaceni, Ze rozsifend matice vznikla
z predchozi ekvivalentni Gipravou, pouzivame symbol ~. Upravy provedené u nasi
soustavy tedy zapiSeme takto:

2 6 510 1 2 5|8
3 5 1833 |~ 3 5 18(33 | ~
2 4 10116 2 6 510

1 2 5 8
~1 0 -1 3 9 ~1 0 -1 3
0 2 —-5|-16
Zapis uprav se timto znacné zkratil a zpiehlednil.

Misto ,soustava rovnic s rozsifenou matici (A |b)“ budeme nékdy struéné fikat
ssoustava (A | b)“. V dalsim textu také budeme ¢asto misto slova nezndmd pouzivat
slovo proménnd.

Poznamenejme jesté, Ze uzitim nasobeni matic z kapitoly 4 lze TeSeni soustavy
rovnic s rozsifenou matici (A |b) zapsat jako hledani vSech aritmetickych vektort
x takovych, ze

(en) =
o [\
= ot
N © OO0

Ax=Db .
Maticovy popis se hodi nejen ke zkraceni a zptfehlednéni, je vyhodnéjsi i pro teore-

tické avahy.

2.3.3. Jeden parametr. Podivejme se nyni na ptiklad soustavy t#i rovnic o tfech
neznamych, kdy Fesenim je pfimka. Pouzivame rovnou maticovy zapis.

1 4 3|11 1 4 3|11
1 45[15~l00 2[4 |~
2 8 3|16 00 3|6
14 3|11 L4 3l
~0024~<0024>.
0000

V prvni dpravé jsme pficetli (—1)-ndsobek prvniho fddku k druhému a (—2)-
nasobek prvniho faddku k tfetimu. V druhé tdpravé jsme (3/2)-ndsobek druhého
rfadku pricetli k tfetimu. Nakonec jsme jen vynechali posledni fadek odpovidajici
rovnici 0z + Oz 4+ Ozg = 0, kterd mnozinu feSeni neméni (vynechédni této rovnice
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neni elementdrni Gpravou, ale je zfejmé upravou ekvivalentni). Vznikla soustava
rovnic je v nematicovém zapisu
r1 + 4z + 33 =11
2%3 =4 .
7Z posledni rovnice umime spocditat z3 = 2 a z prvni rovnice x1, zndme-li ovSem

9. Neznamou x5 1ze volit libovolné a budeme ji fikat parametr. Parametr oznacime
xo =t avyjde z1 = 11 — 4zo — 3x3 = 5 — 4¢. Mnozina vSech feseni je tedy

5—4t
t :teR
2
V naSem konkrétnim pripadé lze za parametr zvolit také neznamou z; = s,

dopoditat xo = 5/4 — s/4 a ziskat mnozinu FeSeni ve tvaru

s
5/4—s/4 | :s€R
2

Nevyhodou této druhé volby je, Ze by nefungovala, pokud by byl koeficient u x5 v
prvni rovnici roven nule. Volba parametri, ktera funguje vzdy, bude diskutovana u
nasledujiciho prikladu a pak v plné obecnosti v ¢asti 2.4.

Vratme se ale k mnoziné feseni {(5 — 4t,¢,2)T : t € R}. Vektor (5 — 4t,t,2)7T lze
pomoci séitani aritmetickych vektord a jejich nasobeni realnymi Cisly vyjadrit také
jako

5—4t 5—4t 5 —4t 5 —4
t = 0+t = 0 |+ t = 0 | +¢ 1
2 240t 2 0t 2 0
TakZe mnozinu vSech feSeni lze napsat ve tvaru
5 —4
0 | +¢ 1 :teR
2 0

Tento tvar je lepsi nez predchozi. Vidime z néj totiz ihned, Ze feSenim je pfimka
prochazejici bodem (5,0,2)7 se smérovym vektorem (—4,1,0)%.

2.3.4. Vice parametri. Podivame se na soustavu s vice parametry, ze které jiz
snad bude vidét obecny postup. Soustava bude mit pét neznadmych z1, zo, x3, x4, x5,
jeji feSeni budou 5-slozkové aritmetické vektory, které odpovidaji bodim (nebo
vektortim) v pétidimenzionalnim prostoru. Vizualni pfedstava proto neni dost dobte
mozZna.

Elementarnimi apravami rozsifené matice soustavy dostaneme

00 1 0 2|3 1 2 -1 3 0] 2
24 -1 6 2|1 ~1 2 4 -1 6 2|1 ~
12 -1 3 0] 2 00 1 0 2|-3
1 2 -1 3 0] 2 1 2 -1 3 0] 2
o0 1 02}{-3|]~100 1 0 2|-3
00 1 0 2|-3 00 0 00O
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V prvni upravé jsme prohodili fadky tak, aby byl na prvnim misté v prvnim fadku
nenulovy prvek. V druhé tpravé jsme (—2)-nasobek prvniho fadku pficetli ke dru-
hému. Ve tfeti Gpravé jsme (—1)-ndsobek druhého fadku piicetli ke tfetimu.

Soustava je ted v odstuptiovaném tvaru. K volbé parametri nejprve uréime pi-
voty, to jsou prvni nenulové prvky v kazdém fadku. Proménné odpovidajici sloup-
cium s pivotem se nazyvajl bdzové promeénné. V nasem pripadé jsou jimi z; a x3.
Zbylé promeénné jsou tzv. volné promenné, v nasem piipadé€ xa, x4, 5. Volnym pro-
ménnym také Fikdme parametry, nebot jejich hodnoty miizeme zvolit libovolné:
To = tg, x4 = t4, x5 = t5 pro néjaka cisla to,t4,t5 € R.

Hodnoty bazovych proménnych z1, x3 pak dopoc¢teme zpétnou substituci. Tim
dostaneme x3 = —3 —2t5 a x1 = 2 — 2ty +x3 — 3ty = —1 — 2t5 — 3t4 — 2t5. MnoZinu
vsech TesSeni soustavy tak miizeme zapsat jako mnozinu 5-slozkovych aritmetickych

vektoru
—1 — 2ty — 3ty — 2t5

ta
—3 — 2t5 tto,ty,ts ER s
ta
s
kterou pomoci operaci s aritmetickymi vektory zapiSeme v parametrickém tvaru

-1 -2 -3 -2
0 1 0 0
-3 + 1o 0 + ty 0 +t5 —2 tto,ty,ts ER
0 0 1 0
0 0 0 1

Pozdéji si ukdzeme o néco rychlejsi zptisob, jak najit parametrické vyjadieni
mnoziny vSech feSeni soustavy linedrnich rovnic.

2.4. Gaussova elimina¢ni metoda. Nyni pfedstavime obecnou metodu feSeni
soustav linedrnich rovnic.

2.4.1. Odstupriovany tvar. Dosud jsme pri feSeni soustav linedrnich rovnic vystacili
s ekvivalentnimi tpravami tii typi. A protoZze misto rovnic piSeme rozsifenou ma-
tici soustavy, provadime tpravy radkd této matice. Proto jim fikdme elementdrni
radkové upravy. Definujeme je pro jakoukoliv matici.

Definice 2.11. Elementdrnimi rddkovymi upravami matice rozumime nasledujici
tfi typy uprav:
(i) prohozeni dvou Fadkii matice,
(if) vynésobeni jednoho z Fadkt matice nenulovym ¢islem,
(iii) pri¢teni libovolného ndsobku jednoho fadku k jinému fadku.

Upravu (i), tedy prohozeni dvou fadkf matice, lze docilit posloupnosti zbylych
dvou tuprav, viz cviceni.

Gaussova elimina¢ni metoda je zalozena na prevodu jakékoliv matice do rad-
kové odstupiiovaného tvaru pomoci elementarnich fadkovych uprav. Matice C' =
(Cij)mxn je v odstupriovaném tvaru, pokud v kazdém nenulovém fadku matice C
kromé prvniho je na pocéatku (tj. zleva) vice nul, nez na poc¢atku fadku nad nim.
Z této definice ihned plyne, ze nad zadnym nenulovym fadkem nemize byt nulovy
radek. V matici v fadkoveé odstupiiovaném tvaru tak jsou vSechny nenulové radky
v horni ¢asti matice a teprve pod nimi jsou radky nulové.
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OBRAZEK 32. Matice v fadkové odstupiiovaném tvaru

Symbolicky muzeme definovat matici v fadkové odstupniovaném tvaru nésle-
dovné.

Definice 2.12. Matice C' = (¢;j)mxn je v Tddkové odstupriovaném tvaru, pokud

existuje celé ¢islo r € {0,1,...,m} takové, ze fadky r+1,...,m jsou nulové, fadky
1,...,r jsou nenulové, a plati ky < ko < --- < k,., kde k; je index sloupce, ve kterém
je prvni nenulové ¢islo v i-tém Fadku (tedy plati ¢;1 = ¢io = -+ = ¢ ;-1 =0 a
¢ik; 7 0; jesdté jinak, k; = min{l : ¢;; # 0}).

Prvkim c; ,, 1 =1,2,...,r, fikdme pivoty.

Soustava linearnich rovnic je v rddkove odstupriovaném tvaru, pokud jeji rozsifena
matice je v fadkové odstupniovaném tvaru.

Lze také definovat sloupcové odstupniovany tvar matice. Ten ale nebudeme pou-
Zivat, proto budeme misto fadkové odstupnovany tvar fikat stru¢néji odstupriovany
tvar.

Priklad 2.13. Matice

0103 4 0 O
1 7 2 00200 -1 0
( 8 8 8 ) , 0o 3 1], 0000 4 2 3
00 7 0 00O 0O 0 10
00000 0O O
jsou v odstupnovaném tvaru. Matice
1 7 2 2 3 1
( 8 8 (1) ) , 00 1], 0 3 1
0 0 7 0 2 0
v odstupnovaném tvaru nejsou. A

Gaussova eliminace prevadi kazdou matici A = (a;j)mxn do odstupniovaného
tvaru posloupnosti elementarnich fadkovych tprav.
Eliminace jednoho sloupce (jedné proménné) probéhne nasledovné.
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1. Najdeme prvni nenulovy sloupec, jeho index oznacime k;. Pokud takovy
sloupec neexistuje, je matice A v fddkové odstupriovaném tvaru (nebot je
nulovd), jsme tedy hotovi.

2. Pokud je ajx, = 0, prohodime prvni fadek s libovolnym radkem 7, ve kterém
je air, # 0.

3. Pro kazdé i = 2,3,..., m pfi¢teme (—a;k, /a1, )-nasobek prvniho fadku k
i-tému radku.

Vsimnéte si, Ze po provedeni kroku 2. méame a1x, # 0 a po provedeni kroku 3 méme
A2k, = A3k, = *** = Gk, = 0.

Dale postup opakujeme s matici bez prvniho fadku. V dalsim kroku tedy na-
jdeme prvni sloupec s indexem ks, pro ktery je alespon jedno z ¢isel agg,, - - -, Gmk,
nenulové, feknéme a;i, # 0,7 > 2. Prohodime druhy a j-ty fadek a pak pro kazdé
i =3,4,...,m pii¢teme (—a;x,/azx, )-nasobek prvniho fadku k i-tému radku.

Gaussova eliminace kon¢i bud v bodé 1, nebo ve chvili, kdy dojdou nenulové
radky. To je i pripad, kdy mé matice A pouze jeden nenulovy fadek.

N4&s popis Gaussovy eliminace neni jednoznacny algoritmus, protoze nepiedepi-
sujeme, ktery fadek prohodime s prvnim fadkem v kroku 2. Rtzné implementace
Gaussovy eliminace to fesi riznym zpusobem, coz je divod, pro¢ zadny konkrétni
zpusob nepfedepisujeme. Vice o tom v ¢asti 2.6 o numerické stabilité.

Véta 2.14. Gaussova eliminace prevede kazdou matici A = (ai;) typu m x n do
odstupniovaného tvaru.

Dikaz. Dukaz provedeme indukci podle poctu fadkt matice A, tj. podle m. Pro
m = 1 Gaussova eliminace nic nedélad a matice je vzdy v odstupriovaném tvaru,
takze tvrzeni plati.

Predpokladejme, ze véta plati, pokud mé matice méné nez m radkd, a vezméme
matici A s m Fadky. Pokud ji tvofi samé nuly, pak se eliminace zastavi v bodé 1. a
véta plati, protoze nulovd matice je v odstupnovaném tvaru. Predpokladejme tedy,
ze tomu tak neni.

Necht & je index prvniho nenulového sloupce v matici soustavy. Ozna¢me B
matici po provedeni eliminace k-tého sloupce.

Z matice B vynechame prvni fadek a na matici se zbylymi m — 1 fadky pro-
vedeme Gaussovu eliminaci. Podle indukéniho pfedpokladu dostaneme matici C' v
odstupniovaném tvaru. Prvni nenulovy sloupec v matici C' mé index [ > k, nebot
prvni nenulovy sloupec v celé matici A mél index k a vSechny prvky v k-tém sloupci
matice B pod nenulovym prvkem v prvnim fadku jsou nulové. Vratime-li do ma-
tice C nahoru prvni fddek matice B, dostaneme tak opét matici v odstupnovaném
tvaru. Tato matice je vysledkem Gaussovy eliminace na ptvodni matici A. O

Plati dokonce vice — pocéet r nenulovych fadkt v matici C' je matici A uréeny
jednoznacné, tj. nezavisi na tom, jak jsme Gaussovu eliminaci pouzili. Stejné tak
jsou matici A jednoznacné urcené indexy ki, ks, ..., k. sloupct v matici C, které
obsahuji pivoty. Dokézeme si to pozdéji, piislusnou terminologii zavedeme uz nyni.

Definice 2.15. Cislo r, tj. poc¢et nenulovych fadkt v matici C' v odstupiiovaném
tvaru, kterou dostaneme z matice A Gaussovou eliminaci, se nazyva hodnost ma-
tice A a znadi se r(A) nebo rank(A). Sloupce v matici A s indexy kq, ko,...,k, 2
definice 2.12 nazyvame bdzové sloupce matice A.
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OBRAZEK 33. Gaussova eliminace po prvnim cyklu

2.4.2. Eliminacni faze teseni soustavy linedrnich rovnic. Mame-li fesit soustavu m
linedrnich rovnic o n nezndmych 1, ...z, s rozsifenou matici (4|b), pouZijeme
Gaussovu eliminaci na matici (A | b). Vysledkem je néjaka matice (C'|d) v fadkové
odstupniovaném tvaru, ze které také miizeme urcit bazové sloupce. Je-li sloupec pra-
vych stran bazovy, je posledni nenulovy faddek matice (C'|d) tvaru (00 ... 0|d,),
kde pivot d, # 0. Tento Ffadek odpovida rovnici

O0z1 +0z2 + -+ - + 0z, = d, )

kterd neméa zadné FeSeni. Ptivodni soustava (A |b) je proto také nefesitelna.

Pokud sloupec pravych stran neni bazovy sloupec matice (A |b), tj. plati-li 1 <
k1 < ko < -+ < k. < n, ukdZeme Ze soustava (A |b) je FeSitelnd a najdeme vSechna
FeSeni pomoci zpétné substituce.

2.4.3. Zpétnd substituce. Ozna¢ime P mnozinu indext téch sloupct od 1 do n, které
nejsou bazové, tj.
P={12,....n}\{k1,... .k} .

Mnozina P miize byt i prazdna, pokud je kazdy sloupec s vyjimkou sloupce pravych
stran bazovy. Proménnym x,, p € P, fikdme volné proménné (nebo téz parametry).
Ostatni proménné, tj. proménné zy, , Tk,, - - . , Tk, jsou bazové proménné.

Nyni nahlédneme, ze kazda volba hodnot volnych proménnych dava pravé jedno
feSeni soustavy (A | b). Matici (C'|d) po provedeni Gaussovy eliminace odpovida
soustava linearnich rovnic ve tvaru

Clky Thy + Clky +1Tky 41 + - F CLpZyn = dy

€21y Thy + C2 ky+1Thy+1 + *+ + C2.nTy = da

Cr.k, Tk, + Crk,+1Tk,+1 + -+ CrndTn = dr 5
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coz je ekvivalentni soustavé rovnic

—1

Ty, =y g, (d1 = CLg +1Tky 41 — - oo — C1n )
—1

Ty = Cg o, (A2 — C2 oy +1They 41 — -+ . — C2,nTn)
—1

Lk, = Cp .. (dr — Crk 41Tk 41 — - -0 Cr,nxn)

Posledni rovnice jednoznac¢né urcuje hodnotu bazové proménné xj, pomoci hodnot
volnych proménnych — parametri. Po dosazeni za zj, do predposledni rovnice jed-
noznacné spocteme xj._, pomoci hodnot volnych proménnych — parametri, atd.
Tomuto dopoé¢itavani hodnot bazovych proménnych fikdme zpétnd substituce. Do-
kézali jsme tak nasledujici pozorovani.

Pozorovani 2.16. Pokud sloupec pravich stran rovnice (A|b) neni bazovy, pak
pro libovolnd redind cisla x, € R, p € P, existuji jednoznacné urcend redlnd ¢isla
Thys Thys - - -, Tk, € R takovd, Ze aritmeticky vektor (x1, 22, ...,1,)T je vesenim sou-
stavy (A|Db).

Nakonec podobné jako v ¢astech 2.3.3 a 2.3.4 vyjadiime mnozinu vSech Feseni
soustavy (A|b) ve tvaru

S = u—|—thvp:tp€R pro kazdé pe P, ,
peP

kde u a v, pro p € P jsou vhodné n-slozkové aritmetické vektory. Nebylo by tézké
nahlédnout, Ze FeSeni lze skuteéné zapsat v tomto tvaru, ale diikaz odlozime na
dobu, kdy budeme mit vhodné pojmy a aparat.

Dosavadni poznatky o feSeni soustav linearnich rovnic si shrneme do nésledujici
véty.

Véta 2.17. Mnozina véech tesend tesitelné soustavy (A |b) o n nezndmgch je rovnd
mnozine

S = u+ztpvp: t, € R pro kazdé p e P
peP

pro vhodné n-slozkové aritmetické vektory u a v, p € P.

Pfipomerime je$té geometricky vyznam: S je néjaky “rovny utvar” (bod, pfimka,
rovina, ... ), u je jeden z bodi v S a v, p € P jsou smérové vektory.

2.4.4. Shrnuti. Obecnou soustavu m linedrnich rovnic o n nezndmych lze vyfesit
nasledujicim postupem.

1. Gaussovou eliminaci prevedeme soustavu na ekvivalentni soustavu v od-
stupniovaném tvaru.

2. Rozhodneme, zda soustava ma feSeni. Pokud ne, tj. pokud existuje rovnice
typu 0x1+0x9+- - -4+0x,, = d # 0, skon¢ime s tim, Ze soustava je nefesitelna.

3. Uréime volné proménné (parametry) — tj. proménné odpovidajici sloupctum,
kde nejsou pivoty. Mnozinu indext téchto sloupci oznac¢ime P.
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4. Mnozinu v8ech feSeni vyjadfime tvaru

u+2tpvp : tp € R pro kazdé pe P
peEP
pro vhodné n-slozkové aritmetické vektory u a v,, p € P.

Vsimnéte si, ze pocet volnych proménnych je roven ¢islu n — r, kde r je pocet
nenulovych fadkd matice v odstupniovaném tvaru, kterou jsme dostali z rozsifené
matice FeSitelné soustavy (A|b) Gaussovou eliminaci. Jiz dfive jsme definovali,
Ze toto ¢islo se rovnd hodnosti rank(A|b) rozsifené matice soustavy. Zatim sice
neumime dokézat, Ze hodnost matice nezavisi na tom, jaké ekvivalentni Gpravy
pouzivame k jejimu prevodu do odstupniovaného tvaru, nicméné tomu tak je. Intui-
tivné to lze zdvodnit tim, Ze v popisu mnoziny feSeni mame n—r parametrd, takze
mnozina FeSeni je (n — r)-dimenzionalni Gtvar, pfi¢emZ tato dimenze samoziejmé
zavisi jen na ptvodni soustavé, nikoliv na konkrétnim odstupniovaném tvaru.

Na popsany postup Feseni rovnic se d4 také divat takto: na za¢atku méme rovni-
covy popis ,rovného utvaru“ v n-rozmérném prostoru, v bodé 1. nalezneme piehled-
néjsi rovnicovy popis stejného utvaru a v bodé 4. nalezneme jeho parametricky
popis.

V dalsi ¢asti této kapitoly se budeme zabyvat tfemi souvisejicimi otazkami.

e Jak rozumét geometrii soustav linearnich rovnic?
e Co se muze prihodit, budeme-li soustavy linearnich rovnic fesit na pocitaci?
e Jak dlouho to bude trvat?

2.5. Geometrie soustav linearnich rovnic.

2.5.1. Rddkovyj pohled na soustavy linedrnich rovnic. V prvni opakovaci kapitole
jsme si ukazali, ze v pfipadé soustavy lineadrnich rovnic o dvou nezndmgych x, x
urcuje kazda rovnice néjakou pfimku v roviné, pokud je aspon jeden z koeficientti u
x1 a xg nenulovy. Mnozina vSech feSeni je potom priunikem téchto piimek. Z toho
je intuitivné jasné, jak mize vypadat mnozina vSech feseni.
e Cela rovina. To se stane v pripad€é, Ze vSechny rovnice maji trividlni tvar
0x1 + 0x9 = 0.
e Piimka. To se stane v pfipadé, Ze vSechny (netrividlni) rovnice popisuji
tutéz primku, neboli vSechny rovnice jsou nasobkem jedné z rovnic.
e Bod. Nastane v pripadé, Ze rovnice soustavy popisuji alespon dvé rtzné
pfimky a vSechny tyto pfimky prochazeji jednim bodem.
e Priazdna mnozina. Nastane v pfipadé, Ze dvé rovnice urcuji rovnobézné
primky, nebo rovnice urcuji tfi pfimky neprochazejici jednim bodem, nebo
jedna z rovnic je trividlné nesplnitelné, naptiklad Oz + Oxzo = 123.

V pripadé soustavy linedrnich rovnic o tfech nezndmych x1, xo, 3 je kazdé feseni
néjaky bod v trojrozmérném prostoru. Kazda rovnice s aspon jednim nenulovym
koeficientem u neznamych x,xs,x3 urcuje néjakou rovinu v prostoru. Mnozina
vsech TeSeni soustavy je tedy prunikem néjakych rovin. Pro mnozinu vsech feseni
tedy mame nasledujici moznosti, uz bez obrazki.

e Cely prostor. To nastane v trividlnim pripadé, kdy jsou vSechny rovnice v
soustaveé tvaru Ozy + Oxs + Oxz = 0.

e Rovina.

e Piimka.
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OBRAZEK 34. Geometrie jednoznacéné fesitelné soustavy o dvou nezndmych

><\

OBRAZEK 35. Geometrické divody nefesitelnosti soustavy o dvou nezndmych

e Bod.

e Prizdna mnozina. Tento piipad nastane, pokud dvé rovnice urcuji rovno-
bézné roviny, nebo jsou roviny sice po dvou ruznobézné, ale nemaji zadny
spoleény bod (v tom piipadé musi byt aspon tfi), a nebo je v soustavé
trividlné nefesitelna rovnice, naptiklad Oz; + Oxs 4+ Oz = 123.

Jedna netrividlni linedrni rovnice o dvou nezndmych odpovida pifimce v ro-
viné. Jedna netrividlni linedrni rovnice o tfech nezndmych odpovida roviné v tii-
dimenzionalnim prostoru. Na zakladé analogie mtizeme tvrdit, Ze jedna netrivialni
rovnice o ¢tyfech neznamych odpovida 3-dimenziondlnimu rovnému tatvaru ve 4-
dimenzionalnim prostoru. A s jesté vét$i odvahou muZeme prohlasit, Ze mnoZina
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v8ech FeSeni jedné netrividlni rovnice o n neznamych odpovidd néjakému (n — 1)-
dimenzionalnimu rovnému ttvaru umisténému v n-dimenzionalnim prostoru. Tako-
vému utvaru fikdme nadrovina v n-dimenziondlnim prostoru. Mnozina vsech feseni
soustavy linearnich rovnic o n nezndmych pak odpovida priniku néjakych nadrovin
v n~-dimenzionalnim prostoru.

2.5.2. Sloupcovy geometricky pohled. Ukazeme si jesté jeden geometricky pohled na
soustavy linearnich rovnic. Tento pohled bude v dalsim textu nabyvat na vétsim
vyznamu nez ptvodni pohled pies rovnice pfimek, rovin, atd. Vezméme si jedno-
duchou soustavu dvou rovnic o dvou nezndmych

—1’1+3£L’2=].
217171‘2:3 .

Rozsifenad matice této soustavy je

-1 3 |1
2 -113

Pfi feseni soustavy hledame hodnoty proménnych x1, xo tak, aby platila rovnost
dvouslozkovych vektort
—x1 + 322 . 1
2371 — T2 o 3

Vsimnéme si, Ze v prvnim sloupci matice soustavy jsou koeficienty u proménné
1 a ve druhém sloupci jsou koeficienty u proménné x,. Témto vektorum fikédme
sloupcové vektory matice soustavy. Levou stranu posledni rovnosti mizeme pomoci
sloupcovych vektort pfepsat ve tvaru

—x1 + 322 . -1 3
(st )== () =)
a celou soustavu jako
-1 3 1
()= ()= (5)

Na obrazku je geometrické znazornéni této soustavy. Mame dany dva vektory a; =
(—1,2)T aay = (3, —1)T, a hleddme né&jaké jejich nasobky tak, abychom se soué¢tem
téchto nasobkil ,trefili“ do bodu se soufadnicemi (1,3)7, coZ je aritmeticky vektor
b pravych stran soustavy.

Na dalsim obrazku pak vidime ,,geometrické feSeni této soustavy. Plati totiz

2(5) e (5)-()

feSenim je aritmeticky vektor (2,1)7.
Ze sloupcového pohledu na tuto soustavu muzeme ziskat jesté vice. Leva strana
soustavy mize nabyvat hodnot

(2 ) e %) mumaer)

To je parametrické vyjadieni roviny. Z geometrického ndhledu vidime (i kdyz to jesté
neumime efektivné dokazat), Ze vhodnou volbou nasobki vektorti a; = (—1,2)7 a
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X2

> X1

a

OBRAZEK 36. Sloupcovy pohled na soustavu o dvou neznamych

X2

A

a

2a; ®

a1

> X1

a

OBRAZEK 37. Geometrické feSeni soustavy o dvou neznadmych

ay = (3,—1)7 se miizeme trefit do jakéhokoliv bodu roviny a navic pravé jednim
zpusobem. Tento poznatek muzeme zformulovat také tak, Ze soustava

-1 3 |
2 —1]b
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je fesitelna pro jakoukoliv pravou stranu b = (b1,bs)7 a feSeni je vidy urcené
jednoznacné.
Jesté zajimavejsi je pripad tfi linedrnich rovnic o dvou neznamych, napft.
xr + 31’2 =-5
2I1 + 2562 =-2
3r1+xo=1.

Rozsifenad matice této soustavy je

1 3|5
2 2| -2
3 1] 1

Soustavu muzeme pomoci sloupcovych vektort rozsifené matice zapsat jako

1 3 -5
T 2 + Zo 2 = -2
3 1 1

Tentokrat hleddame koeficienty z1 a x2, kterymi je tfeba vynasobit sloupcové vektory
a; = (1,2,3)T aay = (3,2,1)7 tak, abychom se aritmetickym vektorem zja; +z2as
trefili do bodu se soufadnicemi (—5,—2,1)7.
Mnozina
{xlal + Zoaz 1 X1,To € R}

je parametrické vyjadieni roviny v trojrozmérném prostoru (kterd prochézi bodem
(0,0,0)7). Mizeme se proto trefit pouze do bodi, které lezi v této roviné. Pokud
vektor b = (b1, b, b3)T v roviné {x1a; + z2as : 21, 72 € R} nelezi, soustava

1 3|h
2 2| by
3 1] bs

neni fesSitelnad. Pokud vektor b v této roviné lezi, soustava ma feSeni a navic je
uréené jednoznacné. Soustava je tedy fesitelna praveé kdyz vektor pravych stran b
lezi v roviné s parametrickym vyjadfenim {zia; + xoas : 1,22 € R}.

V nasem konkrétnim pifpadé vektoru (—5,—2,1)7 plati

1 3 -5
12 )=-2(2]|=[-2].
3 1 1

coz dokazuje nejen to, Ze soustava s pravou stranou (—5,—2,1)7 je feSitelnd, ale
také, ze vektor (=5, —2,1)T lezi v roviné

1 3
xr1 2 —+ X9 2 Z(El,.’EQER
3 1

Abychom zjednodusili dalsi vyjadfovani, zavedeme nésledujici zcela zakladni

vvvvv

arni algebry.
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Definice 2.18. Jsou-li uj,uy,...,u, m-slozkové vektory a aj,as,...,a, reilna
c¢isla, pak definujeme linedrni kombinaci vektora uy, us, . . ., u, s koeficienty a1, as, ..., a,
jako m-slozkovy vektor

aiuy + asUg + -+ - + apUy,
Soustavu

1121 + a12%2 + -+ + A1 Ty = by

a21%1 + A22%2 + -+ - + A2 Ty = by

Am1T1 + Q2T + -+ CmnTn = by,

pak mtzeme prepsat do tvaru

aii @12 A1n b1

azi a2 A2 by
z1 . + T2 . + -4z, . =

am1 Am?2 Amn bm

Na levé strané méame linedrni kombinaci sloupcovych vektorti matice soustavy s
nezndmymi koeficienty x1,xo, ..., T,. Soustava je reSitelnd pravé kdyz lze sloupec
pravych stran vyjadfit jako linearni kombinaci sloupcovych vektort matice sou-
stavy. Vektory koeficientti kazdé takové linearni kombinace pak tvori mnozinu vSech
FeSeni soustavy.

2.5.3. Vijznam obou geometrickych pohledi. na soustavu linedrnich rovnic. Rad-
kovy pohled nam dava predstavu, jak mize vypadat mnozina vSech feSeni soustavy
linedrnich rovnic o m-nezndmych. Mnozina vSech feSeni jedné rovnice je nadro-
vina (za predpokladu, Ze asponl jeden z koeficientd u nezndmgych je nenulovy) v
n-dimenzionalnim prostoru. Mnozina vSech feseni soustavy m-linearnich rovnic o n
neznamych je pak prunikem néjakych nadrovin.

Naproti tomu sloupcovy pohled ndm dava geometrickou predstavu, kdy je sou-
stava linearnich rovnic Ax = b fesitelna. Je to pravé kdyz lze sloupcovy vektor
pravych stran b vyjadiit jako linedrni kombinaci sloupcovych vektorti matice sou-
stavy A. Geometricky vyznam této podminky v piipadé soustavy dvou nebo tii
rovnic o dvou neznamych jsme si ukazali vyse.

2.6. Praktické problémy pri numerickém fFesSeni velkych soustav rovnic.

2.6.1. Numerickd stabilita. PTi feSeni soustav linedrnich rovnic na pocitaci ¢asto
reprezentujeme realnd cisla s néjakou predem urcenou pfesnosti. Takovych ¢éisel,
které muzeme reprezentovat v pocitac¢i pomoci plovouci desetinné ¢arky, je ale pouze
kone¢né mnoho, jakkoliv obrovsky ten pocet je. Muze se pfihodit, ze vysledek néjaké
aritmetické operace se dvéma reprezentovatelnymi ¢isly uz reprezentovat nejde a
pocitac jej musi zaokrouhlit.

Problémem je, Ze zaokrouhlovani koeficient neni ekvivalentni Gprava soustavy.
Na konci algoritmu tak sice dostaneme presné tesent, ale jiné soustavy. Otazkou
obrovské dulezitosti je jak moc se lisi presné feseni soustavy pozménéné zaokrouhlo-
vanim od pfesného feSeni ptivodni soustavy. Témito otdzkami se mimo jiné zabyva
numerickd linedrni algebra. Zakladni poznatek zni, ze Gaussova eliminace je obecné
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numericky nestabilni. To znamena, ze malé zaokrouhlovaci chyby mohou vést k vy-
sledku, ktery se velmi lisi od spravného.
Uvazujme napiiklad soustavu

—-107% 12
1 113 )’

1 2,0003\"
1,0001° 1,0001

Pokud pouzijeme aritmetiku s tfemi platnymi ciframi, Gaussova eliminace nam

da
—-107* 112 -107% 1 2
( 1 13)”( 0 10 2~104>
a zpétnou substituci dostaneme feseni (0,2)7, které se od spravného ligi vyznamné v
prvni slozce. Problémem je, Ze jsme pfi tipravé pii¢itali 10*-n4sobek prvniho fadku
k druhému a ¢&islo 104 je tak velké, ze smaZe pro danou soustavu podstatny rozdil
mezi koeficientem 1 u proménné x, a pravou stranou 3 ve druhé rovnici.

Tomuto problému lze nékdy predejit tak, ze vzdy ptfed eliminaci jedné proménné
prohodime fadky tak, aby pivot byl co nejvétsi (v absolutni hodnoté). Tomu se ¥ika
castecnd pivotace. V nasem prikladu bychom napfed prohodili oba fadky a teprve
pak eliminovali prvni sloupec:

—-107% 112 1 113 1 113
1 113 —107%* 112 0 112

Dostaneme tak feseni (1,2)7, které se rovna spravnému feseni zaokrouhlenému na
t¥i desetinna mista. Lépe to se zaokrouhlovanim na tfi desetinnd mista nejde.
Céastetna pivotace ale nezamezi vem probléméim s numerickou stabilitou. P¥i-
kladem muze byt soustava
2109 )
3 )

ktera vznikne z predchozi vynasobenim prvni rovnice éslem 10°. Reseni pti pouziti
aritmetiky se tfemi platnymi ciframi vyjde opét (0,2)7 a &astecnd pivotace tomuto
problému nezamezi (fadky jsou jiz od zac¢dtku ve spravném pofadi). U tohoto pii-
kladu je problém ve znacéném rozdilu ve velikosti ¢isel v prvnim fadku a druhém
radku.

Témto i dalsim typtm problémt lze zamezit dplnou pivotaci, pfi niz prohodime
pred kazdym cyklem eliminace zbylé fadky a sloupce tak, aby pivot byl co nejvétsi.
Uplné pivotace je numericky stabilni v kazdém p¥ipadé. P#i prohozeni sloupcti ne-
smime zapomenout na to, ze vlastné prohazujeme proménné. Misto prvni soustavy
bychom tak fesili soustavu

1 —107*]2
( 1 1 3 )

Gaussova eliminace se zaokrouhlovanim na tii platna mista by probéhla nasledovné:

1 —107*]2 1 —107*]2
11 |3 0 1 1

jejimz presnym feSenim je

—-10 10°
11
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a zpétnou substituci bychom dostali 1 = 1 (prohazovali jsme sloupce, tak musime
také prohodit proménné) a xo = 2, coz je tak blizko pfesnému FeSeni ptivodni
soustavy jak je to jenom pfi zaokrouhlovani na t¥i platnd mista mozné.

Prohledédvani matice v kazdém cyklu tak, aby byl pivot co nejvétsi, je casové
hodné narocné, proto se mu algoritmy pro numerické feseni velkych soustav line-
arnich rovnic snazi vyhnout, pokud to jenom trochu lze. V takovém pripadé se v
eliminac¢ni fazi pouzivaji jiné algoritmy, které nejsou zalozené na Gaussové elimi-
naci, jsou ale numericky stabilnéjsi.

2.6.2. Spatné podminéné soustavy. Jiny typ problémit ukiZeme na soustavé

0,835 0,667 | 0,168
0,333 0,266 | 0,067 ) °

.....

Pokud ¢islo 0,067 jen nepatrné zménime na hodnotu 0,066, feSeni se zmeéni na
(—666, 834)T. Diivodem tohoto drastického rozdilu je, Ze pifmky uréené rovnicemi
jsou témér rovnobézné, takze mald zména jedné z nich mize posunout prunik daleko
od ptivodniho. V nasem piikladu se smérnice obou piimek lii zhruba o 3,6 - 1076.

Soustavam, jejichz TFeseni je velmi citlivé na malou zménu koeficientti, fikame
Spatné podminéné. U Spatné podminénych soustav ndm nepomiize ani numericky
velmi stabilni algoritmus, protoZe koeficienty jsou v praxi vétsinou ziskdny méfenim,
takze jsou zatiZeny chybou. Je proto zapotfebi zménit matematicky model, ktery
vedl k soustavé, navrhnout jiny experiment, apod., abychom se vyhnuli $patné
podminénym soustavam.

2.7. Jak dlouho to bude trvat. Mame-li fesit velkou soustavu linearnich rov-
nic na pocitaci, potfebujeme néjakou predstavu, jak dlouho bude vypocet trvat —
vtefinu, den, mésic, do vanoc? Doba vypoctu samoziejmé zavisi na konstrukci poci-
tace. Nicméné jakousi pfedstavu ndm miize dat odhad poctu aritmetickych operaci,
které je tfeba pii vypoctu provést.

Pocet operaci se obvykle udava v jednotce flop, coz je zkratka od floating-point
operation pouzivana i v ¢estiné. Kazda z operaci s¢itani, od¢itani, nasobeni a déleni
dvou ¢isel predstavuje jeden flop. My budeme radéji pouzivat termin aritmetickd
operace. Pfipadné prohazovani radkt nepocitame.

Pro zjednoduseni se omezime na feSeni soustav n linedrnich rovnic o n nezna-
mych, které maji jednoznacné feseni. To znamend, Ze mnozina vSech feseni nema
zaddny parametr, neboli ze kazda proménna je bazova. Po Gaussové eliminaci jsou
proto pivoty na mistech s indexy 11, 22, 33, ..., nn. Ve skutecnosti toto je pfipad,
ktery vyzaduje nejvice aritmetickych operaci.

Zv148t spo¢teme podet aritmetickych operaci nutnych pro Gaussovu eliminaci a
zvl4st pro zp&tnou substituci. Nékteré kroky vypoctu si miizete doplnit jako cvideni.

Pri Gaussové eliminaci pouzivame aritmetické operace pouze v kroku 3. Spoci-
tame, kolik aritmetickych operaci je maximalné treba pro krok 3., tj. pro jeden
cyklus Gaussovy eliminace.

Chceme-li vynulovat prvni prvek ve druhém fadku, musime napied spocitat podil
as1/a11, to je jedno déleni. Pak musime spocitat n — 1 souéint (ag;/a11)a1; pro
i =2,3,...,n a jeden souéin (ag1/ai1)by pro pravou stranu. To je celkem nejvyse
n+1 nasobeni/déleni. Mize jich byt méné, pokud je nékteré z ¢isel aj;nebo b; rovné
0.
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1 2 n n+l

1] e

2 )

°
°
°
°
°
n °

OBRAZEK 38. Rozsifend matice soustavy po Gaussové eliminaci

Nakonec spo¢teme n — 1 sou¢ttt —(as1/a11)a1; + az; pro i = 2,3,...,n. Pro
i = 1 jej pocitat nemusime, protoze predem vime, ze vyjde 0. Nakonec pfidame
jesté jeden soucet —(ag1/a11)b1 + be na pravé strané. Celkem potfebujeme nejvyse
n s¢itani/odéitani.

Dohromady vynulovéni prvku ag; pod pivotem na misté (1,1) v matici typu
nx (n+1) vyzaduje nejvyse n+1 nasobeni/déleni a n s¢itdni/odéitani. Je-li asy = 0,
nemusime tyto operace vibec provadét.

Musime vynulovat vSech n — 1 prvka v prvnim sloupci, to znamend, ze na treti
krok Gaussovy eliminace potfebujeme nejvyse

2

(n —1)(n+1) =n* — 1 néasobeni/déleni a (n — 1)n =n? —n séitani/odéitani .

Druhy cyklus Gaussovy eliminace provadime s matici bez prvniho fadku a nemu-
sime se starat o prvni sloupec, ktery uz je cely nulovy. Potfebujeme na néj nejvyse

(n —1)? —1 nasobeni/déleni a (n —1)? — (n — 1) séitani/od¢itani .
Ve tietim cyklu je to nejvyse
(n —2)? — 1 nasobeni/déleni a (n —2)* — (n —2) séitani/odé¢itani, atd.

Posledni cyklus Gaussovy eliminace nuluje prvek pod pivotem na misté (n—1,n—1)
a stoji nas nejvyse

22 — 1 néasobeni/déleni a 22 — 2 séitani/odéitani .

Dohromady tak celd Gaussova eliminace vyzaduje nejvyse

Z k* — (n — 1) néasobeni/déleni .
k=2
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Nyni vyuZijeme vzorecky, jejich diikaz (matematickou indukci) je ponechdn jako

cviceni: .
ns3 n?
Z =" + = Zl k= +

1\3\:

Gaussova elimlnace vyzaduje nejvyse
3 2 3 5
Zkz n,17%+%+%,1,(n,1):%+%,£ nésobeni/déleni .
Pocet operaci +/— je pak nejvyse

2 3

9 n n n n n
—+—--1-|=4+--1]=—-

Zk Zk 2+6 <2+2 ) 3

Vypocet naro¢nosti Gaussovy eliminace si shrneme do nasledujiciho tvrzeni.

w|3

Tvrzeni 2.19. Gaussova eliminace rozsitené matice soustavy n linedrnich rovnic
o n nezndmych vyZaduje nejvyse

2nd  n?  Tn N 2n3

+ ~
3 2 6 3
aritmetickych operact.

Pro velka n je prvni ¢len dominantni. Gaussova eliminace soustavy s 10000 rov-
nicemi o 10000 neznamych tak vyzaduje zhruba (2/3)10'2 ~ (2/3)2%° aritmetickych
operaci (nebot 10% = 210).

Pro odhad naroc¢nosti zpétné substituce si pfipomenime tvar soustavy po probéhlé
Gaussové eliminaci v pripadé, ze pivoty jsou na mistech 11, 22, ..., nn:

c1171 + C12T2 + €13T3 + -+ Clp—1Tp_1 + C1aTn = d1

C22%2 + C23%3 + -+ C2p—1Tp—1 + Con®y = do

Cn—1,n—1Tn-1 + Cpn—1,nTn = dn—l
CnnTn = dp, .
P1i zpétné substituci tak postupné dopocitavame
—1
Ty = Cpplp,

—1
Tn—1=Ch n— 1(dn—1 - Cn—l,n-rn)

—1
Ty = Cyy (d2 — €233 — ++ — Con—1Tp—1 — C2nTn)
= ¢ 1(d
z1 = cpy (di — C12%2 — C13T3 — " — C1.p—1Tn—1 — CinTn)
a to vyzaduje
n 2 n—1 2
n n p P n n. .., s s

§ k= 5 + 5 nasobeni/déleni a E k= 373 séitdni/odéitani .
k=1 k=1

Tvrzeni 2.20. Zpétnd substituce vyZaduje pri feSeni soustavy n linedrnich rovnic
o n nezndmych nejvyse n? aritmetickych operact.
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Nyni je vidét, ze pro velkd n je pocet operaci nutnych pro zpétnou substituci
zanedbatelny vzhledem k poctu operaci nutnych pro Gaussovu eliminaci.
Cviéeni
1. Najdéte kvadraticky polynom p(x) = ax® + bx + ¢, pro ktery plati p(0) = 3, p(1) = 1,
p(2) =2.
2. Dokazte, Ze prohozeni dvou radk matice lze docilit zbylymi dvémi elementarnimi
rfadkovymi Gpravami.

3. Matematickou indukci podle n dokazte, ze pro kazdé ¢islo n > 1 plati

M

n
dSok=1+243++n="0+
k=1

o3

4. Matematickou indukci podle n dokazte, ze pro kazdé ¢islo n > 1 plati

n 3 2

k=1

Jr

o3

5. Spoctéte, kolik aritmetickych operaci je nejvyse tfeba pro Gaussovu eliminaci soustavy
m rovnic o n nezndmych pro libovolna m, n.

6. Spoctéte, kolik aritmetickych operaci je nejvyse tfeba pro zpétnou substituci pfi reseni
soustavy m rovnic o n nezndmych pro libovolna m, n.
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Shrnuti druhé kapitoly

(1)

Soustava m linedrnich rovnic o n nezndmych s realnymi koeficienty je sou-
stava

1121 + a12%2 + -+ A1 Ty = by

G211 + a22%2 + -+ + G2,Ty = by

Am1T1 + Gm2X2 + -+ AmpTn = bm .

Soustavy linedrnich rovnic fesime pomoci ekvivalentnich uprav. To jsou
upravy, které neméni mnozinu vsech feseni soustavy.
Vystacime s ekvivalentnimi Gpravami tii typt, kterym rikdme elementdrni
upravy:
(i) prohozeni dvou rovnic,

(ii) vynasobeni néjaké rovnice nenulovym &islem ¢,
(iii) pFic¢teni t-ndsobku jedné rovnice k jiné rovnici.
Kazdé feseni soustavy linearnich rovnic s n neznamymi je usporadana n-tice
(z1,22,...,2,) redlnych ¢isel. Uspofaddanou n-tici redlnych ¢éisel nazyvame
aritmeticky vektor nad R s n slozkami. Aritmetické vektory chapeme jako
sloupce ¢isel, kvili tispoie mista je ale zapisujeme také (w1,z2,...,7,)7.
Mnozinu vSech n-slozkovych aritmetickych vektord nad R oznacujeme R”™,
nazyvame ji také redlny aritmeticky prostor dimenze n.
Aritmetické vektory scitame po slozkdch

(1,22, wn) + (W y2s - yn) T = (T Y22+ 2, T+ )

a ndsobime redlnym cislem také po slozkach
t(z1, o, .. xn)T = (txy, tag, ... tay,)T

Postup pfi feseni soustavy linedrnich rovnic zapisujeme prehledné pomoci

matic. Matice nad R typu m x n je obdélnikové schéma redlnych cisel s

m Fadky a n sloupci. Zapisujeme ji symbolicky A = (@ij)mxn, ¢islo a;; je

prvek matice v ¢-tém fadku a j-tém sloupci.

Soustava linearnich rovnic z bodu (1) ur¢uje dvé matice. Matice soustavy

je matice koeficientd u neznamych:

a1 ai12 . QA1n
a1 a2 ... Q2n
A= (aij)an =
Am1 Am2 cee Qmn
Ptiddme-li k matici soustavy vektor pravych stran (by,ba, ..., b,)T, dosta-

neme rozsirenou matici soustavy

a1 ai2 e A1n bl

a1 @22 ... Q2p by
(A|b) =

Aml Am2 -« Gmn | bm
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Elementarnim tpravam soustavy linearnich rovnic odpovidaji elementdrni
rddkové upravy rozsifené matice soustavy. Definujeme je ale pro jakoukoliv
matici A a jsou to

(i) prohozeni dvou fadkd matice,

(ii) vynasobeni jednoho z Fadkd matice nenulovym ¢islem,
(iii) pFic¢teni libovolného nasobku jednoho fadku k jinému radku.
Gaussova eliminace je postup, jak kazdou matici prevést do odstupnova-
ného tvaru.
Matice C' = (¢ij)mxn je v odstupliovaném tvaru, pokud v kazdém nenu-
lovém Fadku matice C' je na pocétku (tj. zleva) vice nul, nez na pocétku
fadku nad nim. Grafické znazornéni matice v odstupniovaném tvaru je

1 K1 ky kK n

Formélné definujeme, Ze matice C' = (¢i;j)mxn je v Tddkové odstupriova-
ném tvaru, pokud existuje celé ¢islo r € {0,1,...,m} takové, ze ¥adky
r+1,...,m jsou nulové, fadky 1,...,r jsou nenulové, a plati k1 < ko <
-+ < k., kde k; je index sloupce, ve kterém je prvni nenulové ¢islo v i-tém
radku.

Prvkim ¢;p,, ¢ = 1,2,...,r, tj. prvnim nenulovym prvkim v jednotli-

vych tadcich, fikdme pivoty.
Gaussova eliminace spoc¢iva v nasledujicich krocich:

1. Najdeme prvni nenulovy sloupec, jeho index oznac¢ime k;. Pokud ta-
kovy sloupec neexistuje, je matice A v fadkové odstupniovaném tvaru
(nebot je nulovda), a jsme hotovi.

2. Pokud je aix, = 0, prohodime prvni fadek s libovolnym radkem i, ve
kterém je a;i, # 0.

3. Prokazdéi = 2,3,...,m pfi¢teme (—a;, /a1x, )-ndsobek prvniho fadku
k i-tému radku.

4. Postup opakujeme s matici bez prvniho radku.

Gaussovou eliminaci pfevedeme kazdou matici A = (ai;)mxn do odstuprtio-
vaného tvaru C' = (¢;;)mxn- Riznym pouzitim Gaussovy eliminace miizeme
dostat rtizné odstuptiované tvary, nebot v kroku 2. mdme moznost volit in-
dex i. Bez dikazu jsme si fekli, ze pocet nenulovych fadkd r a indexy
k1 < ko < -+- < k; z formélni definice odstupnovaného tvaru vyjdou vzdy
stejné, jsou urcené jednoznaéné matici A.

Cislo 7 nazyvame hodnost matice A a zna¢ime je rank(A). Sloupce s indexy
ki,ka, ..., k. nazyvame bdzové sloupce matice A.

Soustavu linedrnich rovnic fesime ve tfech krocich. Eliminacni faze spociva
v prevedeni rozsifené matice soustavy do odstupnovaného tvaru Gausso-
vou eliminaci. Je-li sloupec pravych stran bazovy sloupec rozsifené matice
soustavy, nemé soustava Feseni.
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Pokud sloupec pravych stran neni bazovy, nasleduje zpétnd substituce. Na-
pred urcime bdzové promeénné Ty, ,Tk,,...,Tk,., zbyvajicl proménné jsou
volné promenné a jejich hodnoty mutzeme zvolit libovolné. Poté odzadu po-
stupné spocteme hodnoty bazovych proménnych zy, , zx ..,x1 pomoci
volnych proménnych.

Nakonec zapiSeme mnozinu vsech Feseni soustavy v parametrickém tvaru

r—19"

u+2tpvp: t, € R pro kazdé p € P
peP

pro vhodné n-slozkové aritmetické vektory u a v, p € P, kde P je mnozina
indexft volnych proménnych-parametri. Kazdé volné proménné z, odpo-
vid4 jeden vektor v,,.

Reseni soustavy linearnich rovnic lze chépat geometricky dvéma rfiznymi
zpusoby. MnoZina vSech feSeni soustavy je priinik mnozin feseni jednotli-
vych rovnic. Mnozina vSech feseni jedné linedrni rovnice o n neznadmych je
nadrovina, tj. ,rovny utvar® dimenze n — 1 v prostoru R™ dimenze n. To v
pripadé, ze aspon jeden z koeficientti u neznamych je nenulovy. V trividlnim
pripadé, kdy jsou vSechny koeficienty u nezndmych nulové, je mnozina vSech
feSeni bud prazdnd nebo cely prostor R™. Pokud soustava linearnich rovnic
obsahuje aspoil jednu netrividlni rovnici, je mnozina jejich feSeni prinikem
nadrovin.

Pro sloupcovy pohled na feSeni soustavy linedrnich rovnic potfebujeme
klicovy pojem linedrni kombinace. Jsou-li uj,us,...,u, aritmetické vek-
tory nad R s m slozkami a a1, as, . . ., a, realna ¢isla, pak linedrni kombinact
vektord ui,us, ..., u, s koeficienty ai,as,...,a, nazyvame vektor

ajuy + agug + - - - + au, € R™ .

Reseni soustavy linearni rovnic (A|b) spoéivd v nalezeni viech moznjch
linearnich kombinaci sloupcovych vektort ap, as, . .., a, matice soustavy A,
které se rovnaji vektoru pravych stran b. Soustava je tedy Fesitelna pravé
kdyz sloupec pravych stran lze vyjadrit jako linearni kombinaci sloupcovych
vektorti matice soustavy.

Resime-li soustavu linedrnich rovnic na poéitaci, je tfeba mit na paméti,
7Ze v pocitaci lze ulozit presné pouze konecné mnoho cisel. Miize se stat,
ze pri nékterych krocich vypoctu je nutné vysledky zaokrouhlit, aby se do
pocitace ,vesly“. Zaokrouhlovani koeficient ale neni ekvivalentni tprava.
Pocita¢ nam sice da néjaké Feseni, je to ale feseni jiné soustavy. Numerickd
stabilita, tj. vztah mezi pfesnym feSenim a FeSenim ziskanym na pocitaci,
je zékladnim problémem numerické linedrni algebry.

Nékteré soustavy maji jinou nepiijemnou vlastnost - drobna zména nékte-
rého koeficientu nebo prvku na pravé strané zpusobi velkou zménu feSeni.
Takovym soustavam se fika spatné podminéné. Pokud koeficienty soustavy
ziskdvame méfenim, tak se na FeSeni Spatné podminéné soustavy nelze
viitbec spolehnout. Tento problém nelze odstranit ani numericky velmi sta-
bilnim algoritmem.

Pro hruby odhad doby, jakou bude trvat feseni velké soustavy linearnich
rovnic o mnoha neznadmych na pocitaci, je dobré odhadnout pocet arit-
metickych operaci, které vypocet vyzaduje. Gaussova eliminace soustavy n
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linearnich rovnic o n nezndmych potiebuje nejvyse (2/3)n® operaci. Zpétna
substituce jich potfebuje nejvyse n2. Pro velkd n je asova naro¢nost zpétné
substituce zanedbatelné.

Kliéové znalosti z druhé kapitoly nezbytné pro prubéiné sledovani
prednasek s pochopenim

Aritmetické vektory a poéiténi s nimi.

Pojem linearni kombinace vektor.

Matice, zejména védeét Ze prvek a;; lezi v i-tém fadku a j-tém sloupci.
Definice fadkové odstupriovaného tvaru matice.

Fakt, ze Gaussova eliminace pievede kazdou matici do fadkové odstuptio-
vaného tvaru.

Umét TeSit soustavy linedrnich rovnic a vyjadfit mnozinu vSech feSeni v
parametrickém tvaru.

Rozumét fadkovému a sloupcovému pohledu na feSeni soustavy linedrnich
rovnic.
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3. TELESA

Cil. Studiem vlastnosti redlnyjch ¢isel, které pouZivame pi resent
soustav linedrnich rovnic, dojdeme k pojmu télesa. UkdZeme si
nékolik dileZitych prikladu téles.

3.1. Motivace.

V minulé kapitole jsme Fesili soustavy linedrnich rovnic nad redlnymi ¢isly. Zcela
stejny postup lze vyuzit pro feSeni soustav linedrnich rovnic nad jinymi obory,
napiiklad komplexnimi ¢isly. Pomoci detailni analyzy feSeni jednoduchych rovnic si
uvédomime, jaké vlastnosti pocitani s redlnymi ¢isly ndm umoznuji takové rovnice
Fesit.

Zamysleme se nejprve jaké vlastnosti realnych ¢isel vyuzivame p¥i feSeni rovnice
T + a = b, konkrétné tieba

r+11=18 .
Snazime se odhlédnout od toho, Ze feSeni okamzité vidime a Ze nékteré vlastnosti
realnych ¢isel jiz pouzivame zcela automaticky.

Vétsina z nas by na tomto misté navrhla odecist od obou stran ¢islo 11. My
se budeme snazit vystacit se dvémi zakladnimi operacemi, s¢itanim a nasobenim.
Ostatni operace, jako od¢itani a déleni, budeme povazovat za odvozené. Proto k
obéma stranam radéji pricteme ¢islo —11. Protoze jsme zapomnéli na komutativitu
s¢itani, musime se domluvit, z které strany pri¢itame. V nasem piipadé potiebujeme
pricist zprava. Dostavame

(x4+11)+ (—-11) = 18 + (—11) .
Dalsim krokem je prezavorkovani levé strany a vypocet souctu na pravé strané:
4+ (11+(-11) =7 .
Ted mtuzeme zavorku vypodcitat:
z+0=7.
Nakonec vyuzijeme skutecnosti, ze x + 0 = x a dostavame
r="T.

P1i feseni rovnic typu z+a = b tedy vyuzivame asociativitu s¢itani, existenci ne-
utrélniho prvku a existenci opacnych prvki. Presnéji feceno, vyuzivame nésledujici
vlastnosti:

(S1) (,asociativita s¢itani“) Pro libovolna ¢isla a, b, ¢ € R plati

(a+b)+c=a+(b+c) .

(S2) (,existence nulového prvku®) Existuje ¢islo 0 € R takové, Ze pro libovolné
a € R plati
0+a=a+0=a .
(S3) (,existence opacného prvku®) Pro kazdé a € R existuje b € R takové, ze
a+b=b+a=0.

Takové b znac¢ime —a.
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Pointa je v tom, ze kdykoliv mame na néjaké mnoziné binarni operaci + s témito
vlastnostmi, pak mutZeme na feSeni rovnic typu  + a = b (nebo a + x = b) pouzit
zcela stejny postup. Binarni operaci se rozumi jakékoliv zobrazeni, které kazdé
usporadané dvojici prvkid z T jednoznacéné pritadi prvek T

Definice 3.1. Bindrni operaci na mnoziné T rozumime zobrazeni z T x T do T.

Je-li @ binarni operace na T', pak jeji hodnotu na dvojici (a, b) zapisujeme vétsi-
nou a @ b, misto &(a, b), nebo formélné jesté spravnéjsiho ®((a,d)).

Vsimnéte si, ze a & b musi byt definované pro kazdou dvojici a,b € T a ze
vysledek operace je opét prvek T. Pokud méa @ vlastnost (S1), pak ve vyrazech typu
a1 ®as @ --- D a, nemusime psat zavorky, protoze kazdé smysluplné uzavorkovani
d4 stejny vysledek (ditkaz je technicky docela ndro¢ny, nebudeme jej provadét).
Obecné vSak nemiuzeme beztrestné prohazovat poradi.

Piiklady mnozin a operaci spliiujici (S1), (52), (S3) jsou

e T'=17 a + je bézné scitani.

e Podobné T'=Q (nebo T'= R, nebo T'= C) a + je bé&zné séitani.

e Vétsim prikladem je mnozina vSech realnych funkci realné proménné s ope-
raci s¢itani funkeci.

e Naopak velmi malym piikladem je T = {0,1} s operaci @ definovanou
0e0=1®1=0a0l=10=1.

e Zcela odlisnym piikladem pak je mnozina vSech permutaci na néjaké pevné
mnoziné s operaci o sklddani permutaci. Tento piiklad se od predchozich
lis{ v tom, Ze operace neni komutativni (tj. nesplituje aob =bo a).

Vra?me se nyni k problému, které vlastnosti redlnych cisel vyuzivame pii feseni
soustav linearnich rovnic. Uvazujme rovnici typu a - ¢ = b, napiiklad 3 - x = 12.
Postup feseni je néasledujici.

3-x=12

371 .(3-2)=3""1-12
(371-3).-x=4
l1-x=4
r=4 .

Vsimnéte si, ze postup je velmi podobny postupu na feseni rovnice x+a = b. Rozdil
je v tom, Ze misto operace + pracujeme s operaci -, misto 0 pouzivame prvek 1 a
misto —z pouzivame x~!. Vlastnosti -, které vyuzivame, jsou proto velmi podobné
vlastnostem (S1), (S2), (S3) s jednim dulezitym rozdilem — obdoba vlastnosti (S3),
coZ je existence inverzniho prvku, plati pouze pro nenulova ¢isla. PouZité vlastnosti
jsou nasledujici.
(N1) (,asociativita ndsobeni“) Pro libovolna éisla a,b,c € R plati
(a-b)y-c=a-(b-c) .

(N2) (,existence jednotkového prvku“) Existuje éislo 1 € R takové, ze pro libo-
volné a € R plati
lra=a-1=a .
(N3) (,existence inverzniho prvku“) Pro kazdé a € R takové, ze a # 0, existuje
b € R takové, ze
a-b=b-a=1.
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Takové b znadime a 1.

P1i elementarnich tpravach soustavy linedrnich rovnic pouzivame jesté dveé dalsi
vlastnosti. Ty lze vidét napiiklad z tprav, které automaticky pouzivame, pti¢itame-
li 2-nésobek rovnice z+3y = 10 k rovnici (—2)z+4y = 15. V Gpravéch jiz vyuzivime
(S1) a (N1), takZe nepiseme zavorky.

20 +3y)+ (—2)z+4y =2-10+ 15
2r+2-3y+ (—2)z +4y =35
2z + 6y + (—2)x + 4y = 35
2x 4+ (=2)x + 6y +4y = 35
2+ (=2)x+(64+4)y=35

0z + 10y = 35
0+ 10y = 35
10y =35 .

Kromé jiz formulovanych vlastnosti jsme vyuzili tyto:
(D) (,oboustranna distributivita“) Pro libovoln4 ¢isla a,b, ¢ € R plati

a-(b+c)=a-b+a-c a (b+c)ra=b-at+c-a .
(S4) (,komutativita s¢itdni“) Pro libovolna ¢isla a,b € R plati
a+b=b+a .

Jesté jsme vyuzili, ze 0 - z = 0. Pozdéji vSak ukazeme, Ze tento vztah plyne ze
zbylych vlastnosti.

Shrneme-li vS§echny doposud zformulované vlastnosti, dostaneme pojem mneko-
mutativniho télesa. Nikde jsme totiz nevyuzili komutativitu nasobeni a soustavy
linearnich rovnic lze Gaussovou eliminaci fesit i nad nekomutativnimi télesy, jen
bychom se museli dohodnout, zda koeficienty v rovnicich budeme psat zleva nebo
zprava. Rovnice ax = b totiz mize mit jiné feseni nez rovnice za = b. Dulezitym
prikladem nekomutativniho télesa je téleso kvaterniond, o kterém se zminime na
konci kapitoly.

My ale budeme pracovat s télesy, kde nasobeni je komutativni, proto do definice
télesa tuto vlastnost pridame. Tim padem staci vyzadovat jen jeden z distributiv-
nich zdkont a mizeme také zjednodusit vlastnosti (S2), (S3), (N2) a (N3). Jesté
priddme tzv. axiom netriviality, tj. pozadavek Ze téleso mé alespon 2 prvky. Jedno-
prvkovou mnozinu totiz za téleso nechceme povazovat.

3.2. Definice télesa.
Definice 3.2. Télesem T rozumime mnozinu 7 spolu s dvéma bindrnimi operacemi
+,- na T, které splnuji nasledujici axiomy.

(S1) (,asociativita s¢itani“) Pro libovolné prvky a,b,c € T plati

(a+b)+c=a+(b+c) .
(S2) (,existence nulového prvku*) Existuje prvek 0 € T takovy, Ze pro libovolné
a € T plati
a+0=a .
(S3) (,existence opa¢ného prvku®) Pro kazdé a € T existuje —a € T takové, ze

a+(—a)=0.
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(S4) (,komutativita s¢itani“) Pro libovolné prvky a,b € T plati
a+b=b+a .
(N1) (,asociativita nasobeni“) Pro libovolné prvky a,b,c € T plati
(a-b)y-c=a-(b-c) .
(N2) (,existence jednotkového prvku®) Existuje prvek 1 € T takovy, Ze pro libo-
volné a € T plati
a-l=a .
(N3) (,existence inverzniho prvku“) Pro kazdé 0 # a € T existuje a=! € T
takové, ze
a-a”t=1.
(N4) (,komutativita ndsobeni“) Pro libovolné prvky a,b € T plati
a-b=b-a .
(D) (,distributivita“) Pro libovolné prvky a,b,c € T plati
a-(b+c)=a-b+a-c.
(= T) (,netrivialita®) |T] > 1.

Prvek 0 z axiomu (S2) téz nazyvame neutrding prvek vzhledem k operaci + a
prvek 1 z axiomu (N2) je neutrding prvek vzhledem k operaci - . V nésledujicim
tvrzeni ukézeme, ze oba neutralni prvky jsou urcené jednoznacné. Tyto jednoznacné
urcené prvky pak vystupuji v axiomech (S3) a (N3).

Formulace (S3) muZe byt trochu matouci. Pfesnéji bychom méli fict, Ze pro kazdé
a € T existuje b € T takové, ze a + b = 0, a poté libovolné takové b oznacit —a.
V nésledujicim tvrzeni dokadzeme, ze b = —a je pro dané a urceno jednoznacné.
Podobné pro inverzni prvky.

Stejné jako je bézné u realnych cisel budeme soucin a - b Casto zapisovat jako
ab. Také budeme dodrzovat konvenci, Ze nasobeni mé prednost pied sé¢itanim. Déle
definujeme

a—b=a+(-b) a %:ab_l .

Téleso je zadané mnozinou 7' a urcenim dvou binarnich operaci + a - na
mnoziné T'. Samotna mnozina téleso neurcuje. Rovnéz poznamenejme, ze vzhledem
k definici binarni operace (definice 3.1) musi byt a+b a ab definované pro kazdou
dvojici prvki a,b € T a vysledek musi lezet v mnoziné 7.

Piikladem télesa je mnozina raciondlnich (nebo redlnych nebo komplexnich) ¢isel
spolu s béznymi operacemi. Mnozina celych ¢isel spolu s bé&Znymi operacemi téleso
netvofi kvuli axiomu (N3). Dfive neZ se podivame na dalsi pfiklady, dokdZeme
nékolik jednoduchych vlastnosti, které maji vSechna télesa.

Tvrzeni 3.3. V kazdém télese T plati

(1) nulovy prvek je urceny jednoznacné,

(2) rovnice a4+ x = b md vidy prdvé jedno fesent, specidlné opacny prvek —a
je prvkem a € T urceny jednoznacne,

(3) jednotkovy prvek je uréeny jednoznacné,

(4) rovnice ax = b, a # 0, md vidy prdvé jedno Tesend, specidlné prvek a=*
inverzni k proku 0 # a € T je prvkem a urcéeny jednoznacné,

(5) 0a =0 pro libovolny prvek a € T,

(6) je-li ab =0, pak bud a =0 nebo b =0,
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(7)
(8)
(9)
(10)

Dikaz.
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—a = (—1)a pro kazdy prvek a € T,

z rovnosti a + b = a + ¢ plyne b = ¢,

z rovnosti ab = ac a predpokladu a # 0 vyplgvd b = ¢,
0#1.

(1) Pfedpokladejme, ze 0 a 0’ jsou prvky, pro které a+0=a =a + 0/
pro libovolné a € T. Pak plati

0=0+0=0+0=0".

V prvni rovnosti jsme vyuzili, Ze a = a + 0 pro libovolné a (vyuzili jsme
to pro a = 0'), ve druhé rovnosti vyuzivime komutativitu séitdni — axiom
(S3) — a ve tfeti rovnosti vyuzivame, ze a + 0’ = a (pro a = 0).
Tedy 0’ = 0, coz jsme chtéli dokézat.

Vezmeme libovolné a,b € T a predpokladame, ze x € T i 2’ € T spliuji
a+x="baa+ 2’ =0b. Pficteme k obéma strandm rovnosti a +x = a + 2’
libovolny pevné zvoleny opac¢ny prvek —a k a, pouzijeme asociativitu s¢itani
a axiomy (S3),(S4) a (S2). Dostavame

a+x:a+z’
(—a) + (a+ ) = (=a) + (a +2')
(-a) +a) +z=((-a) +a) +'
O+z=0+2a

Tvrzeni o jednozna¢nosti opa¢ného prvku dostaneme volbou b = 0.
Obdobné jako (1)

Obdobné jako (2)

Pro libovolné a mame uzitim (D)

0a + 0a = (04 0)a = Oa .

Rovnice 0a + x = Oa ma tedy feseni x = Oa, ale také x = 0 podle axiomu
(S2). Z bodu (2) nyni vyplyva 0a = 0.

Predpokladejme, ze ab = 0 a a # 0, a dokdZeme Ze b = 0. Rovnice ax = 0
m4 FeSeni x = b a také x = 0 podle predeslého bodu a axiomu (N4). Takze
0 = b podle bodu (4).

Je tfeba ukazat, ze (—1)a je opacény prvek k a. Pak tvrzeni plyne z jedno-
znacnosti opac¢ného prvku (bod (2)). Skutecné

a+(-1)a=1la+(—1l)a=(1+(-1)a=0a=0 ,

kde jsme vyuzili (N2), (D), (S3) a bod (6).
Rovnice a + 2 = (a + ¢) ma TeSeni x = ¢ (zfejmé) a x = b (podle pfedpo-
kladu). Z bodu (2) plyne b = c.
Podobné jako pfedesly bod.
Pokud 0 = 1, pak vynasobenim obou stran libovolnym ¢islem a a uzitim (5)
a (N2) dostaneme 0 = Oa = la = a. Tedy kazdy prvek je roven nulovému,
takze |T'| = 1.

|

Dalsi spole¢né vlastnosti vSech téles jsou ve cvicenich.
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3.3. Télesa Zj,.

Dtlezitym pfikladem téles jsou télesa Z,, kde p je prvocislo. Tato a jina konecnd,
télesa se pouzivaji napiiklad v informatice p¥i navrhu kédi, které umoziuji spoleh-
livy pfenos informace kanalem se Sumem, nebo pfi navrhu rychlych algoritma pro
pocitani s celo¢iselnymi polynomy.

3.3.1. Déleni se zbytkem. Pocitani v télesech Z,, je zalozené na déleni se zbytkem.
Nasledujici tvrzeni shrnuje to, co jste se naucili uz na prvnim stupni zakladni skoly.

Tvrzeni 3.4. Pro kaZdé prirozené ¢islo n € N a kaZdé celé éislo a € Z existuji
jednoznacéné uréend éisla g € Z ar € {0,1,2,...,n — 1} takovd, Ze plati

a=nqg+r .

Rovnost a = ng + r mizeme také chapat jako zkousku, kterou ovérujeme, Ze
spocitany celociselny podil a zbytek pti déleni a ¢islem n jsou spravné.

Priklad 3.5.
12:5 =2, zbytek 2, nebo? 12=5-2+2
—32:7= -5, zbytek 3, nebo? —-32=7(-5)+3
62:8=17, zbytek 6, nebo? 62=8-7+4+6 .
A

Tvrzeni 3.4 dokazovat nebudeme. Z prvniho stupné zakladni skoly dokonce znate
algoritmus, jak ¢isla g a r spocitat. Pro nas bude dilezité ¢islo r, kterému fikdme
zbytek pri deéleni ¢isla a ¢islem n, a budeme jej oznacovat

amodn .

3.3.2. Moduldrni pocitani. Libovolna dvé celd ¢isla a, b muzeme secist a vynéasobit
modulo n:
a®b=(a+b) modn, a®@b=(a-b)modn .

Na levych stranach jsou nové definované operace modularniho s¢itani a nasobeni,
které definujeme, a na pravych stranach jsou bézné operace v Z. Vysledkem operace
a®b je zbytek pri déleni bézného souctu a + b ¢islem n. Podobné moduléarni soucin
a ® b je zbytek pri déleni bézného soucinu ab cislem n. Napiiklad pfi pocitani
modulo 5 plati

164=0,304=2,202=4,203=1,303=4,708=1,...

Zbytek pii déleni ¢islem n je vzdy v mnoziné {0,1,...,n — 1}. Tuto ,mnozinu
moznych zbytkt pii déleni ¢islem n“ budeme oznacovat Z,,. Nadale budeme pfed-
poklddat n > 2, aby mnozina Z,, méla aspon dva prvky.

Bézné scitani celych cisel je komutativni, plati

a+b=b+a
pro libovolna dvé ¢isla a,b € Z. Proto se také rovnaji zbytky pii déleni obou ¢isel
Cislem n € N:
(a+b)modn=(b+a)modn ,

coz dokazuje rovnost a @ b = b @ a. S¢itdni modulo n je tedy komutativni. Zcela
stejné ovérime komutativitu nasobeni modulo n.

vvvvv

noduché pomocné tvrzeni, Ze pii moduldrnim séitdni (nebo nésobeni) se vysledek
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nezméni, pokud kterykoliv ze séitanct (nebo ¢initelt) nahradime éislem se stejnym
zbytkem modulo n.

Lemma 3.6. Pro libovoln€ prirozené c¢islon a celd ¢isla a,b, d takovd, Ze a mod n =
d mod n, plati pri pocitdni modulo n rovnosti

(1) adb=d®b,
2) a0b=dob .

Diikaz. Protoze modularni s¢itani a nasobeni je definovano pomoci zbytkd mo-
dulo n, ozna¢ime si r = a mod n = d mod n a s = b mod n. Existuji tedy cela cisla
u, v, w, pro kterd plati

a=nu+r, d=nw+7r, b=nv+s .
(1) Pak plati
a+b=(nu+r)+(nv+s)=n(ut+v)+(r+s) .

Nyni najdeme zbytek ¢ € {0,1,...,n — 1} pfi déleni ¢isla r + s Cislem n.
Pro zbytek ¢ plati rovnost (r + s) = ng + t, kde ¢ je néjaké celé ¢islo. Po
dosazeni do posledniho vyrazu pfedchoziho vypoctu dostaneme

a+b=n(u+v)+(r+s)=n(ut+v)+ (ng+t)
=n(ut+v+q)+t,
coz dokazuje, ze a ® b = (a 4+ b) mod n = t. Stejnd tak z
d+b=(nw+r)+ (nv+s)=n(w+v)+ (r+s)
=nw+v)+ng+t)=n(w+v+q)+t

plyned®b=tatedyddb=t=a@b.
(2) V ptipadé nésobeni oznacime ¢t = (rs) mod n, coZ znamena, ze rs =nq+t
pro néjaké celé cislo q. Pak spoc¢teme

ab = (nu 4+ 7r)(nv + s) = n*uv + nus + nvr + rs
= n(nuv + us + vr) + (ng + t) = n(nuv + us + vr +q) +t
a tedy a © b = (ab) mod n = t. Rovnéz
db = (nw + r)(nv + s) = n(nwv + ws + rv) + (rs)
=n(nwv+ws+rv+q)+1t,

coz dokazuje rovnost d O b=t =a ®b.
|

vvvvvv

modulo n lze jakykoliv s¢itanec nebo cinitel nahradit jeho zbytkem modulo n a
vysledek se nezméni.

Priklad 3.7. Budeme pocitat modulo 3:
(587 ©422) @ (7240 128) = (202) @ (102) =1©2=0 .
Pokud stejny vypocet déldme modulo 7, dostaneme

(587 ©422) ® (724 ©128) = (6©2) B (30 2) =566 =4 .
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Lemma 3.6 muzeme také pouzit k dikazu obecnych vlastnosti poc¢itani modulo n.
Z definice a ® b = (a + b) mod n totiZ plyne, Ze obé ¢isla a @ b = (a + b) mod n a
a+ b (bézné s¢itdni) maji stejny zbytek modulo n. Pro libovolna tii cela ¢isla a, b, ¢
proto plati

(a®b)®c=(a+b)@c=((a+b)+c)modn ,

v druhé rovnosti jsme pouzili definici s¢itani modulo n. Cely vypocet 1ze proto pro-
vést pomoci bézného s¢itani celych ¢isel a teprve na konci spocitat zbytek modulo n.
Stejné tak plati

a®bdc)=a®(b+c)=(a+ (b+c)) modn .

Vzhledem k tomu, ze bézné scitani celych Cisel je asociativni, plyne odtud také
asociativita modularniho s¢itani:

(a®b)Pc=ad(bDc) .
Zcela stejné ovéfime asociativitu modularniho nasobeni:
(a®b)®c=((ab)c) mod n = (a(bc)) modn=a® (bO c)
a distributivitu:
a®(bdc)=(alb+c)) modn=(ab+ac)modn=(a®b)d(a®c) .

Nulovy prvek pro séitani modulo n neexistuje. Pfirozenym kandidatem je ¢islo

0, nicméné pro kazdé a € Z plati

a®0=(a+0)modn=amodn € Z,={0,1,...,n—1}
a odtud dostavame, ze a & 0 = a pravé kdyz a = a mod n a to nastane pravé kdyz
a € Zy,. 7 analogického dtivodu neni ani ¢islo 1 jednotkovym prvkem pro nasobeni
modulo n, nicméné pro kazdé a € Z,, plati a ©® 1 = a.

Omezime-li séitdni a ndsobeni modulo n na prvky mnoziny Z,, = {0,1,...,n—1},
bude vysledek obou operaci také v Z,. S¢itani a nasobeni modulo n jsou proto
binarni operace také na mnoziné Z,,. Pravé jsme si ukazali, ze pro kazdé a € Z,
plati a 0 = a = a ® 1, pro sc¢itdni a nasobeni modulo n na mnoziné Z, nulovy a
jednotkovy prvek existuji. Zbyva vyjasnit existenci opacnych a inverznich prvk.

Pro kazdy nenulovy prvek a € Z, plati n — a € Z,, a protoze

a®(n—a)=nmodn=0,

je prvek n — a opa¢ny k prvku a. Vzhledem k tomu, ze 0 & 0 = 0, je nulovy
prvek opa¢ny k sobé samému. Opacny prvek proto existuje ke kazdému a € Z,.
Oznacime jej S a. Pro kazdé a € Z, ale plati rovnost (S a) mod n = (—a) mod n.
Podle lemma 3.6 tak mtzeme pii modularnim pocitani také kazdy vyskyt prvku
© a nahradit béznym opacnym prvkem —a a vysledek se nezméni.

Priklad 3.8. Budeme pocitat modulo 6:
3210 (©223)0 115 =3210(-223)® (©115) =305® (-115) =3®5=2 .
A

vvvvvv

ji podrobnéji zabyvat za chvilku. Dosavadni poznatky si shrneme v nasledujicim
tvrzeni.
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Tvrzeni 3.9. Pro kaZdé prirozené cislo n > 2 jsou operace s¢itani a ndsobeni
modulo n bindrni operace na mnoziné Z, = {0,1,...,n — 1} a spliuji vsechny
aziomy télesa s vyjimkou aziomu (N3) o existenci inverzniho prvku ke kazdému
nenulovému prvku a € Z,,.

3.3.3. Existence inverznich prvki v Z,,. Nadale budeme pii pocitani modulo n pou-
zivat bézné oznaceni operaci 4+, —, -, pficemz budeme - obvykle vynechévat.
Skutecnost, Ze poc¢itame modulo n je ddna sdélenim, Ze pocitame v Z,,.

Zkusime zjistit, existuje-li v Zg inverzni prvek k prvku 2. Udélame to zkusmo,
spoc¢teme vSechny souciny 2x pro x € Zs.

z [01]2
2¢ |0 |21 °

Zjistili jsme, Ze v Z3 je 2 inverzni prvek k 2. A protoze v Z3 plati také 1-1 =1
(coz plati v kazdém Z,), nasli jsme inverzni prvek ke kazdému nenulovému prvku
a € Zs. To znamen4, Ze poéitani v Zs spliiuje i axiom (N3) a Zs je téleso.

Zkusime stejnym zptisobem najit inverzni prvek ke 2 v Zy:

z [0]1]2]3
20 [0[2][0]2

K ¢islu 2 tedy v Zy4 inverzni prvek neexistuje a Z4 proto neni téleso. Jiny divod,
pro¢ Z4 neni téleso spociva také v rovnosti 2 - 2 = 0, protoze v libovolném télese
musi byt soué¢in dvou nenulovych prvki riizny od 0 - viz vlastnost (6) v tvrzeni 3.3.
Na zakladé posledniho argumentu miizeme ihned dokézat néasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 3.10. Je-li n > 2 sloZené€ cislo, pak Z,, s operacemi scitani a ndsobeni
modulo n neni téleso.

Diikaz. Protoze predpokladame, ze n je slozené ¢islo, mizeme jej napsat jako bézny
soucin n = ab, kde obé ¢isla a, b jsou kladna, nenulové, a mensi nez n. Pat¥i proto
do Z,. Pro jejich sou¢in modulo n pak plati ab = n mod n = 0. Pocitani v Z,
tak nem4 vlastnost (6) v tvrzeni 3.3, kterd musi platit v kazdém télese, a proto Z,
télesem neni. |

Zkusime-li pfesto najit v Z4 inverzni prvek k 3, vyjde

z |[0]1]2]3
3z [0[3]2]1
Inverzni prvek k 3 v Z existuje. Cislo 2 je jediny nenulovy prvek v Zy, ke kterému

inverzni prvek neexistuje.
Pokrocime dale k Zs:

z [0]1]2]3]4 z [0]1]2]3]4
20[0[2]4]1[3 " dr[0]4]3]2]1
V Zs proto plati 2-3 =1a4-4 =1, a protoze také 1-1 = 1, inverzni prvky

existuji ke vSem nenulovym prvkim Zs a Zs proto télesem je. Télesa Zs a Zs jsou
specidlnim pripadem konec¢nych télesech popsanych v nasledujici véte.

Véta 3.11. Pro libovolné prvocislo p je mnoZina Z, spolu s operacemsi scitdni a
ndsobeni modulo p téleso.
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Dikaz. 7 tvrzeni 3.9 uz vime, Ze Z, spliuje vSechny axiomy télesa s vyjimkou
axiomu (N3).

Myslenka dtkazu existence inverznich prvki v Z, vychazi z pozorovéni, ze ve
vSech dosud uvedenych piikladech, kdy inverzni prvek k nenulovému a € Z,, exis-
toval, bylo zobrazeni

T ax : L — Ly
vzédjemné jednoznacné. DokdZeme, ze v piipadé Z,, kdy p je prvocislo, je pro kazdy
nenulovy prvek a € Z, toto zobrazeni prosté.

Pokud pro néjaké dva prvky =,y € Z, plati, ze ax = ay v Z,, maji oba (bézné)
souciny ax a ay stejny zbytek r pii déleni prvocislem p. Existuji tedy cela ¢isla u, v,
pro ktera plati

ar=pu+r a ay=puv+r .
Odectenim rovnosti dostaneme a(z — y) = p(u — v). Z této rovnosti plyne, Ze
prvocislo p déli (bézny) soudin a(z — y). Protoze je to prvodcislo, musi délit aspon
jednoho z &initel a nebo x — y. Cislo a délitelné prvoéislem p byt nemfize, nebo?
a € {1,2,...,p — 1}. Prvocislo p tedy déli rozdil x — y. Protoze z,y € Z, =
{0,1,...,p — 1}, pro absolutni hodnotu |z — y| plati 0 < |z — y| < p. Jedinou
mozmnosti délitelnou p je tedy |z — y| = 0 a proto z = y.
Zobrazeni
T ax : Ly — Ly
je tedy prosté. Protoze je mnozina Z, konec¢né, je zobrazeni x — ax také na celou
mnozinu Z,. Proto existuje x € Z, takové, ze v Z, plati ax = 1. O

Priklad 3.12. V télese Zs mame
171=1,21=3 31=2 4"1=4.
V télese Z7 je
17'=1,21=4,31'=541t=251=361=6.

Inverzni prvky jsme nasli zkusmo, napiiklad v télese Zs plati 27! = 3, protoze
2 -3 = 1. Uvedeme nékolik snadnych pozorovani, které usnadni praci. Kazdé z nich
ovéite na uvedenych piikladech.

V kazdém télese plati 171 = 1 a také (—1)~! = —1. Tedy v Z, je (p — 1)~ =
(p — 1), protoze —1 = p — 1 (&ti ,opaény prvek k 1 je p — 1¢). Podle cvieni 3. na
konci této kapitoly je (—a)~! = —(a~!), takze zname-li inverzni prvek k a, mtizeme
téz urcit inverzni prvek k —a = p — a. Podle stejného cviceni je inverzni prvek k
inverznimu prvku ptivodni prvek, tj. vime-li, ze b = a~!, pak a = b~ . A

Piiklad 3.13. V télese Z; plati

-3 4
7:—:4-5_1:4'3:5.
) 5

Vyuzili jsme 571 = 3, coZ jsme nahlédli v pfedchozim piikladu. Alternativné se lze

primo zeptat jakym Cislem je v Z; tfeba vynasobit 5, abychom dostali 4. Jesté jinak

miizeme pocitat 5 A
i 2=5.

Poznamenejme, Ze zatimco v télese redlnych (nebo raciondlnich) éisel je 4/5 ¢islo,

v télese Z7 jde o vyraz ,4 déleno 5“. Takové vyrazy by se ve vysledcich piikladi

nemély objevovat, protoze jdou jesté dopocitat. A
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Nez se pustime do feseni soustavy linearnich rovnic s koeficienty v Zq1 v néasle-
dujicim prikladu, pfipravime si tabulku inverznich prvka v télese Zq1:

3
[43[of2[8]7]

z |1]2
1

4|5]6|7]8[9]10
Tl1]6 3[9]2[8[7]5]10

Priklad 3.14. V télese Z1, vyfeSime soustavu linearnich rovnic s matici

2 4 1 2 103
4 1 3 8 617
75 0 2 6|8

Soustavu prevedeme do odstuprniovaného tvaru.

2 41 2 10|3 2 41 2 103
41 38 6|7 |~[04 1 4 1 |~
7 5 0 2 6|8 2 2 6 3

7

3

0
4 1 2 103 1 2 6 1 5
4 1 4 8 1 o1 3 1 2
07 4 0
V prvni Gpravé jsme 9-nasobek prvmho tfadku pricetli ke druhému a 2-nasobek
prvniho fadku jsme pfFicetli ke tfetimu.

Jak jsme prisli napiiklad na ¢islo 9 p¥i nulovani pozice (2,1)? Jednou moznosti
je spocitat (—4)27! = 7.6 = 9. Pro mal4 télesa, zejména Zs,Z3, Zs, Z7, je asi
nejrychlejsi urcit potiebné Cislo zkusmo. Tim myslime v nasem ptipadé tvahou
wkolika je tfeba vynasobit 2, aby po pficteni 4 vznikla 0“. Mozné o néco pocetné
pfijemnéjsi nez pri¢itat 9-nasobek je pfic¢itat (—2)-ndsobek.

Na koeficient 2 pfi nulovéni pozice (3,1) mizeme obdobné ptijit bud vypoctem
nebo zkusmo. Vypocet provedeme primocare

K
oo

-7
—=(-7-2"'=4.6=2,
=)
nebo rychleji napriklad takto:
-7 4
— ==-=2.
2 2

V dalsi tpravé jsme 5-nasobek druhého fadku pficetli k tietimu. V posledni
ﬁpravé jsme Vynésobili fadky cisly tak, aby pivoty byly rovny 1 To nam usnadni

vvvvvv

¢islem 27! = 6, druhy fadek ¢islem 4= = 3 a tteti fadek &islem 771 = 8.

Bézové proménné jsou xi, x2 a x3 a volné proménné jsou x4 a xs. Hodnoty
volnych proménnych zvolime libovolné x4, = t4, a x5 = t; a zpétnou substituci
dopoc¢teme hodnoty bazovych proménnych

23 =9— 1024 =9+ (—10)t4 = 9+ 4,

Tog =3 — 3w — x4 — 205 = 3+ 8(9+ t4) + 10t4 + 95
=3+6+8ty +10t4 + 9t5 =9 + Tty + 95,

X1 =T —2wg —6x3 — g — w5 =7 —2(94 Ttg + 9t5) + 5(9 + t4) — t4 — 5t5
=7 —18—3ty —Tts + 1+ 5ty —ty — 5t5 = 1 +t4 + 10t5 .
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Obecné feseni soustavy se tedy rovna

1 1 1 10
To 9 7 9
T3 = 9 + 14 1 +t5 0
T4 0 1 0
Is 0 0 1
a mnozina vSech feSeni soustavy je

1 1 10

9 7 9

9 + ty 1 + t5 0 tlg,15 € 711

0 1 0

0 0 1

3.4. Charakteristika. Dilezitym ¢iselnym parametrem téles je jejich charakteris-
tika.

Definice 3.15. Existuje-li kladné celé ¢islo n takové, Ze v télese T plati

l+14---+1=0,
| G —

pak nejmensi takové kladné ¢islo nazyvame charakteristika télesa T.
Pokud zadné takové kladné celé cislo n neexistuje, tak fikdme ze téleso T ma
charakteristiku 0.

Charakteristika tedy urc¢uje, kolikrat nejméné je tieba secist jednotkovy prvek,
abychom dostali 0. Pokud s¢itdnim 1 nikdy nedostaneme nulovy prvek, charakte-
ristika je 0.

Véta 3.16. Charakteristika kaZdého télesa je bud 0 nebo prvocislo.

Diikaz. Jestlize charakteristika télesa T neni rovna 0, pak existuje néjaké kladné
celé ¢islo n > 2, pro které plati

14+14+--4+1=0.
—_——
n
Jestlize je n slozené cislo, plati n = kl pro néjaka kladna cela cisla k,1 < n. V
dutsledku axiomu distributivity (D) plati

QA+1+---+H1+14+---+1)=141+---+1=0 .
k l kl=n

Podle tvrzeni 3.3.(6) miize byt soucin dvou prvki v télese rovny 0 pouze pokud je
aspoti jeden z ¢initelit rovny 0. Proto je bud
1+1+4+---+1=0
k
nebo
1+1+---+1=0.
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V kazdém piipadé nemuze byt slozené ¢islo n > 2 nejmensim kladnym celym cislem,
pro které plati
1+1+---+1=0.
—_—
n

ProtozZe je 1 # 0 podle tvrzeni 3.3.(10), musi byt nejmensi takové ¢islo prvocislo. O

Charakteristika té€les Q,R,C je 0. Pro libovolné prvocislo p je charakteristika
télesa Zj, rovna p.

Télesa charakteristiky 2 maji tu pfijemnou vlastnost, ze s¢itani a od¢itani sply-
vaji, viz cviceni. V nékterych situacich tato télesa tvori vyjimecné pripady, které je
tfeba zv1as? rozebirat. Jednim z divodu je fakt, Ze v nich nelze pocitat aritmeticky
pramér dvou ¢isel — vyraz

a+b

141
totiz nedava smysl, protoze v ném délime nulou. V télese s charakteristikou 2 se
nelze bratrsky rozdélit.

3.5. Dalsi priklady téles.

3.5.1. Ctyrprvkové téleso. Pokud n neni prvoéislo, pak Z,, neni téleso. Tedy napfi-

klad Z4 neni téleso. Neni splnény axiom (N3), prvek 2 nemé inverzni prvek. MuZeme

také pouzit vétu 3.16, protoze charakteristika by byla 4, coz pro té€leso neni mozné.
Ctyiprvkové téleso ale existuje. Nejlépe je pocitat s polynomy

GF(4) ={0,1,0,a + 1}

jedné proménné « s koeficienty v Zs. S¢itani je definované jako prirozené séitani
polynomu, pri¢emz s koeficienty pocitame jako v télese Zs. Napft.

at+(a+1l)=1+1)a+1=1.

Pfi ndsobeni polynomy vynasobime pfirozenym zptsobem (s koeficienty opét poci-
tame jako v Zs) a ptipadny ¢len o nahradime sou¢tem « + 1. Naptiklad

(a+1D)(a+)=a?+(1+Da+1=
=d*+l=(a+)+1l=a.

Néhradu élenu o? souétem a+1 lze chipat také jako zbytek pii déleni polynomu a?

polynomem o? + o + 1. Nasobeni ve 4-prvkovém télese GF(4) lze tedy chépat také
jako bézné nasobeni polynomi s koeficienty v Zo modulo polynom o +a+1. Stejné
tak je mozné i s¢itani povaZovat za bé& né s¢itani polynom@ modulo a? 4+ « + 1.
Pro polynom o2 + a + 1 je dileZité, Ze jej nelze vyjadiit jako soucin dvou poly-
nomu mensiho stupné. Této analogii prvocisel mezi polynomy fikdme nerozlozitelné
polynomy.

3.5.2. Dalsi konecnd télesa. Téleso s n prvky existuje pravé tehdy, kdyz n je moc-
nina prvocisla. Dikaz uvidite pozdéji v kurzu algebry. Pro kazdé prvocislo p a pfi-
rozené ¢islo k dokonce existuje v podstaté (az na pieznaceni prvkil) jediné téleso,
které ma p* prvki. Lze jej sestrojit podobné jako ¢tyiprvkové téleso. Prvky budou
polynomy stupné nejvyse k — 1 s koeficienty v Z, a pocitat budeme modulo pevné
zvoleny nerozlozitelny polynom stupné k, tj. polynom, ktery se neda napsat jako
(b&Zzny) soucin polynomu niz$iho stupné.
Kazdé téleso s p* prvky méa charakteristiku p.
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3.5.3. Charakteristika a konecnost. Kazdé téleso charakteristiky 0 ma nekonecné
mnoho prvkd, protoze ¢isla 0,1,1+ 1,1 4+ 1 4 1 jsou vSechna navzajem ruzna. Lze
ukdzat, ze takové téleso v jistém smyslu ,obsahuje“ téleso raciondlnich éisel (viz
cvideni).

Na druhou stranu neni pravda, Ze téleso nenulové charakteristiky mé nutné ko-
neény pocet prvku. Priklad uvadét nebudeme, fekneme si pouze, ze kazdé téleso
charakteristiky p ,obsahuje“ téleso Z, (opét viz cviceni).

3.5.4. Podtélesa komplexnich cisel. Existuje celd fada téles ,mezi“ raciondlnimi a
komplexnimi ¢isly. Naptiklad mnozina komplexnich ¢isel
{a+bi:a,beQ}

tvofi s béznymi operacemi téleso. K dikazu musime ovéfit, ze tato mnozina je
uzaviena na sc¢itdni a nasobeni. Vétsina zbylych axiomu je pak ocividna, kromé
existence inverzniho prvku. Uplny diikaz pfenechdme do cviceni.

Dalsim prikladem je mnozina

{a+bV2:a,beQ}

opét s béznymi operacemi.

Tato a podobna télesa hraji velkou roli naptiklad pfi dikazu slavné véty, ze
neexistuje vzorecek (vyuzivajici operace +, -, —,:, e ) pro kofeny polynomu vétsiho

nez ¢tvrtého stupné, nebo pri dikazu neexistence konstrukce kvadratury kruhu,
trisekce hlu nebo zdvojeni krychle kruzitkem a pravitkem.

3.5.5. Kvaterniony. Dulezitym pfikladem nekomutativniho télesa jsou kvaterniony.
Kvaterniony definujeme jako vyrazy tvaru

a+ib+ je+ kd |

kde a, b, c,d € R a i, j, k jsou kvaternionové jednotky. S¢itani je definovano pfirozené,
tedy

(a+ib+je+kd)+ (a +ib' +jc' +kd') = (a+a’)+i(b+ )+ j(c+ )+ k(d+d) .

Pfi nasobeni roznasobime zavorky a vyuzijeme vztaht ai = ia,aj = ja,ak = ka
pro libovolné a € R a

P=2=k>=—1, ij=k, jk=1i, ki=j, ji=—k kj=—i, ik=—j,

které se dobfe pamatuji pomoci cyklu i — j — k — i:

N
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Pokud nasobime po sméru cyklu, dostaneme tfeti kvaternionovou jednotku s
kladnym znaménkem, a nasobeni proti sméru znaménko obraci. Tedy

(a+1ib+jc+kd) - (a' + it + jc + kd') =
= ad’ +iab + jac + kad' + iba' + i*bb + ijbc’ + ikbd'+
+jed + jick! + j2ed + jked + kda' + kidb' + kjdcd + k*dd =
aa’ +iab' + jac' + kad + iba’ — bb' + kbc' — jbd'+
+jea’ — keb' — e +icd + kda' + jdb —idd — dd' =
= (aa’ —bb' — cc’ —dd') + +i(ab' + ba’ + cd' — dc’)+
+j(ac’ —bd + ca’ + db') + k(ad' + bc’ — b’ +da’) .

Kvaterniony typu a + ib+ j0 4+ k0 mtzeme scitat a nasobit jako komplexni ¢isla,
nebo?

(a+1ib+ jO+ k0) + (a' 4+ b + jO+ k0) = (a+a') +i(b+ b") + j0 + kO
a Tovnez
(a+ib+ 50+ k0) - (@' +ib’ + jO + kO) = aa’ — bb' +i(ab’ + ba') + 50 + kO .

Teéleso kvaternionti je tedy rozsifenim télesa komplexnich ¢isel stejné jako je téleso
komplexnich ¢isel rozsifenim télesa realnych cisel.

Linearni algebru lze mimo jiné pouzit také ke zkoumani geometrickych zobrazeni.
Dulezitymi priklady takovych zobrazeni jsou rotace o néjaky thel o kolem néjaké
osy. V kapitole o unitarni diagonalizaci si ukédzeme, ze slozeni dvou rotaci kolem
riznych os je opét rotace kolem néjaké osy. Najit osu a tihel slozené rotace ale neni
viubec jednoduché. Patrani po tom, jak osa a thel slozené rotace zavisi na osach a
thlech ptvodnich rotaci, které skladame, vedlo k objevu kvaterniond.

Délkou kvaternionu a + ib + jc + kd rozumime reélné ¢islo Va2 + b2 + c2 + d2.
Kvaternion délky 1 nazyvame jednotkovy kvaternion. Lze spoéitat (viz cviceni),
ze souin dvou jednotkovych kvaternionid je zase jednotkovy kvaternion. Pfimo
z definice také plyne, Ze je-li a + ib + jc + kd jednotkovy kvaternion, pak také
—a —ib — jc — kd je jednotkovy kvaternion.

Je-li a® + b% + ¢ = 1, pak rotaci kolem osy prochazejici poéatkem soufadnic a
bodem (a,b,c) # (0,0,0) o tGhel o v kladném sméru (tj. proti sméru hodinovych
ruci¢ek divdme-li se na rovinu, ve které se body pohybuji, ze sméru osy rotace)
zapiseme pomoci jednotkového kvaternionu

cos(a/2) + (ia + jb + kc) sin(a/2) .

Tak napiiklad otoceni o tithel 7/2 kolem prvni soufadné osy zapiSseme jako kvater-

nion
V2 V2
- ti— .
2 2
Otoceni kolem osy z o thel 7/2 v kladném sméru zapiSeme pomoci kvaternionu
2 2
V2 V2o
2 2
Jednotkovy kvaternion

cos(a/2) + (ia + jb + kc) sin(a/2)
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popisuje stejnou rotaci jako jednotkovy kvaternion
—cos(a/2) — (ia + jb + kc) sin(a/2) .

Pro kazdou rotaci mame proto na vybér dva mozné jednotkové kvaterniony. Oba
priklady z predchoziho odstavce jsou jednotkové kvaterniony.

Slozime-li dvé rotace, dostaneme osu a thel sloZené rotace tak, ze vynasobime
prislusné kvaterniony v daném potadi.

Priklad 3.17. Slozime rotaci kolem osy = o thel 7/2 s rotaci kolem osy z o tihel
/2. Osu a thel slozené rotace najdeme jako soucin kvaternionii

<i?+k%?>(t?+wi?>:;+4¢+j+m;

1 /1 1 1\ V3
-3+ (BHEt) T

pouzili jsme rovnost ki = j.
Plati tedy, Ze slozena rotace je kolem osy prvniho oktantu o tthel 27 /3 v kladném
smeéru. A

Cviceni

1. Dokazte, Ze v libovolném télese T plati pro kazdé dva prvky a,b € T vztahy (—a)(—b) =
ab, (—a)b = —(ab) a

2. Dokazte, ze v libovolném télese T funguje pfevod na spole¢ny jmenovatel, tzn. dokazte,
ze pro libovolné a,b,c,d € T, b,d # 0, plati

a  c _ad+bc
5TdT b
3. Dokaite, Ze v libovolném télese plati —0 =0, 17! =1, (—a) ' = —a™!, (a™) ' =a

pro libovolné 0 # a € T.

4. Dokazte, Ze pro libovolné n > 2 plati, ze k prvku a € Z,, existuje inverzni prvek v Z,
pravé kdyz je ¢islo a nesoudélné s n (tj. nejvétsi spoleény délitel éisel a,n se rovnd 1).

5. Dokazte, ze v libovolném télese T charakteristiky 2 plati a = —a pro libovolny prvek
acT.

6. Vytvorte tabulku pocitani ve Ctyfprvkovém télese a ovéite, ze se skutecné jedna o
téleso.

7. Rozhodnéte (a odpovéd dokazte), které z nasledujicich podmnozin C tvot{ s bé&znymi
operacemi téleso.

{a+bi:a,beQ}

{a+bv2:a,bcQ}

{a+by/n:a,b € Q}, kde n je pevné zvolené prirozené ¢islo
{a+bV2:a,bcQ}

{a +b¥24cV4:a,b,ccQ}

{a +bv/2+ V3 :a,b,c € Q}

{a +bvV2+cV/3+dV6:a,bc,dcQ}



74 LIBOR BARTO A JIRI TUMA

8. Dokazte, ze v télese charakteristiky 0 jsou vSechna ¢isla 0,1,1+1,1+1+1, ...navzajem
rizna.
9. Nech? T s operacemi @, ® je téleso charakteristiky 0. Opa¢né prvky a déleni v tomto
télese budeme znacit ©, ®. Pro libovolné prirozené ¢islo n oznacme
n=1¢l®---&1 a —n=6n
(S ———
nx
Dokazte, ze pro libovolné pi,p2 € Z a q1,q92 € N plati, ze p1 © g1 = P2 @ g2 pravé tehdy,
kdyz se raciondlni ¢isla p1/q1 a p2/qe rovnaji a plati
Proqm) o Poe) =PnRoqagk, Pr1oqm) e [P20®)=pe+paoag -
Prvky T typu p@ q, p € Z, q € N se tedy scitaji a nasobi jako racionélni ¢isla. V tomto
smyslu obsahuje kazdé téleso charakteristiky 0 téleso racionalnich ¢isel.

10. Po vzoru pfedchoziho tvrzeni presné zformulujte a dokazte tvrzeni, ze kazdé téleso
charakteristiky p obsahuje téleso Z,.

11. V télese kvaternionti najdéte prvek inverzni k nenulovému kvaternionu a+ b+ jc+kd.

12. Dokazte, ze soucin dvou jednotkovych kvaternionu je opét jednotkovy kvaternion.
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Shrnuti tieti kapitoly

(1)
(2)

3)

(4)
()

Binarni operace na mnoziné T je zobrazeni z T x T do T'.
Teleso T je mnozina T spolu se dvéma binarnimi operacemi + a -
na T splnujici nasledujici podminky
(S1) pro kazdé a,b,c € T plati (a+b)+c=a+ (b+ ¢),
) existuje prvek 0 € T takovy, ze pro kazdé a € T plati a + 0 = a,
) pro kazdy prvek a € T existuje —a € T takovy, Ze a + (—a) = 0,
) pro kazdé a,be T plati a+b=">b+a,
N1) pro kazdé a,b,c € T plati (a-b)-c=a-(b-c),
) existuje prvek 1 € T takovy, ze pro kazdé a € T plati a -1 = q,
) pro kazdy prvek a € T, a # 0, existuje a~! € T takovy, ze a-a~!' =1,
) pro kazdé a,be T plati a-b="b"a,
) pro kazdé a,b,ce Rplatia-(b+c¢)=a-b+a-c.
(nT) T ma aspon dva prvky.
Uvedenym vlastnostem pocitani v télese fikdme axiomy télesa.
7 axiomu télesa vyplyvaji nasledujici bézné vlastnosti obou operaci, které
proto plati v kazdém télese T:
e nulovy prvek je uréeny jednoznacné,
e rovnice a + x = b ma vzdy pravé jedno feSeni, speciadlné opacny prvek
—a je prvkem a € T urceny jednoznacné,
e jednotkovy prvek je urceny jednoznacné,
rovnice ax = b, a # 0, ma vzdy pravé jedno feSeni, specidlné prvek
a~! inverzni k prvku 0 # a € T je prvkem a uréeny jednoznaéné,
e Oa = 0 pro libovolny prvek a € T,
e je-li ab =0, pak bud a = 0 nebo b = 0,
e —a = (—1)a pro kazdy prvek a € T,
[ ]
[ ]

z rovnosti a + b = a + ¢ plyne b = ¢,

z rovnosti ab = ac a predpokladu a # 0 vyplyva b = c,

0#1.

Klasické ¢iselné obory @, R a C jsou télesa.

Pro kazdé prirozené ¢islo n > 2 definujeme soucet modulo n dvou celych
¢isel a, b jako zbytek pfi déleni bézného souctu a+b ¢islem n. Zbytek bereme
vzdy z mnoziny Z, = {0,1,...,n — 1}.

Analogicky definujeme soucin modulo n jako zbytek pfi déleni bézného
soucinu ab ¢islem n.

Pro kazdé prvocislo p je mnozina Z, vSech ,zbytkd“ modulo p spolu s
operacemi s¢itani a nasobeni modulo p téleso. Jsou to pfiklady konecnych
téles. K ditkazu je nutné ovérit platnost vsech axiomi télesa.

Existuje-li kladné celé cislo n takové, ze v télese T plati

l+14---+1=0,
|

n

pak nejmensi takové kladné ¢islo nazyvame charakteristika télesa T.
Pokud zadné takové kladné celé ¢islo n neexistuje, tak fikame zZe téleso

T mé charakteristiku 0.

Charakteristika kazdého télesa je bud 0 nebo prvodislo.

Klasické ¢iselné obory Q, R a C maji charakteristiku 0, kone¢né téleso Z,

ma charakteristiku p. Kazdé konecné téleso méa nenulovou charakteristiku.
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Klicové znalosti z tfeti kapitoly nezbytné pro prubézné sledovani pred-
nasek s pochopenim

(1) Znéat axiomy télesa a odvozené vlastnosti.

(2) Umét pocitat v télesech Z, a umét fesit soustavy linedrnich rovnic nad
télesy Zy.

(3) Védét, co je charakteristika télesa.
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4. MATICE

Cil. Definujeme zdkladni operace s maticemi a jejich vlastnosti.
Jednoduché jsou operace scitani matic, soucin cisla s matici a
transponovdni matice. SloZitejsi a zajimavéjsi operaci je soucin
matic. UkdZeme, jak matici interpretovat jako geometrické zobra-
zent a odhalime geometricky vyznam ndsobeni matic jako skladdni
zobrazeni. Ddle nékolika zpusoby charakterizujeme matice, ktere
jdou invertovat, a naucime se inverzni matice pocitat. Nakonec
vyuzijeme poznatky k dalsimu studiu soustav linedrnich rovnic.

Matice pro nas zatim byly pouze pomiickou k pfehlednému zéapisu soustav line-
arnich rovnic. Mnohé dalsi data maji pfirozenou maticovou strukturu nebo jdou do
matice usporadat. Uvedeme nékolik ptikladi.

Priklad 4.1. Ceny akcii v jednotlivych dnech mtZzeme ulozit do matice A = (a;;),
kde a;; je zévérecnd cena i-té akcie v j-tém dni. Hospodérské pfilohy novin nebo
zpravodajskych webti zverejnuji kazdy den novy sloupec matice. A

Piiklad 4.2. Néjaka velkd korporace vyrabi fadu produktii. K jejich vyrobé potie-
buje mnoho vstupt (materidl, sou¢dstky, pracovni sily, energie, voda, atd.). Vstupni
néklady vyroby lze zaznamenat do matice A = (a;;), kde a;; je poet jednotek
vstupu j potfebnych k vyrobé produktu i. V i-tém rfadku matice A jsou tak pocty
jednotek jednotlivych vstupt potfebnych k vyrobé i-tého produktu. A

Piiklad 4.3. Digitalni fotoaparat zaznamenava pro kazdy pixel jeho barvu. Barvu
se sklada ze tii zakladnich slozek - R,G,B. Intenzitu kazdé ze t¥i barev v daném
pixelu zaznamenava v jednom bytu, neboli posloupnosti osmi nul a jednicek. Celkem
je tedy moznych 28 = 256 odstinti kazdé ze tii barev. Ty jsou ukladany pro kazdou z
barev do samostatné matice jako cela ¢isla mezi —127 a +128. Jedna fotka vyrobena
fotoaparatem, ktery ma 8 Mpixelti by tak vyzadovala pamét velikosti 24 MB. Na
disk velikosti 1 GB bychom tak mohli ulozZit pouze 40 fotek. Fotky je proto nutné
komprimovat, nejznaméjsi komprimacni format je jpeg. A

Piiklad 4.4. Jiny typ dat, ktera lze ulozit do matice, jsou grafy. Budeme uvazovat
orientované grafy, ty maji néjakou mnozinu V vrcholid a néjakou mnozinu £ C VXV
hran. Je-li e = (u,v) hrana grafu, pak u je poédtecni vrchol hrany e a v je jeji koncovy
vrchol. Jako konkrétni priklad si predstavte mapu leteckych spojeni: vrcholy jsou
letisté a dvé letisté u, v jsou spojeny hranou, pokud existuje letecké spojeni z u do
.

Graf lze zapsat pomoci matice sousednosti. Je to Gtvercovd matice fadu |V,
prvky a sloupce budeme indexovat prvky mnoZiny V. Prvek na misté (u,v) je

1 pokud (u,v) € E,
Oy =
v 0 pokud (u,v) ¢ E.
Graf na obrazku 39 popiSeme matici fadu 5:

1 0 0

o= O O O
o o oo
_— O = O
S OO ==

o oo
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3
2 3
2 4
A 3
6 7
1 4
1 5 5

OBRAZEK 39. Priklad grafu

A

Priklad 4.5. Jiny typ matice grafu (V, E) je matice incidence. Je to obdélnikova
matice, jejiz fadky odpovidaji hrandm grafu a sloupce jeho vrcholim. Prvky matice
se rovnaji 0, 1 nebo —1. V fddku uréeném hranou (u,v) je

e prvek ve sloupci, ktery odpovida pocate¢nimu vrcholu u, rovny —1,

e prvek ve sloupci, ktery odpovida koncovému vrcholu v, rovny 1,

e vSechny ostatni prvky se rovnaji 0.

Graf na obrazku 39 tak mizeme zapsat také nasledujici matici typu 7 x 5.

-1 1 0 0 0

0 -1 1 0 0
0 0o -1 1 0
0 0 0 1 -1
-1 0 0 0 1
0 -1 0 0 1
1 0 0 -1 0
Tento zpusob zapisu grafu je vhodny napiiklad ke zkoumani toku v sitich. A

4.1. Matice, jednoduché operace, typy matic.

Zacneme definici matice a specialnich typt matic. Nova definice rozsifuje sta-
vajici definice 2.2 a 2.9 tim, Ze prvky mohou byt z libovolného pevné zvoleného
télesa.

Definice 4.6. Necht T je té&leso. Matici typu m X n nad télesem T rozumime
obdélnikové schéma prvku télesa T s m fadky a n sloupci. Matice typu m x m se
nazyva ctvercovd matice radu m. Matice typu m x 1 se nazyva sloupcovy aritmeticky
vektor (nad T) a matice typu 1 X m se nazyva 7adkovy aritmeticky vektor (nad T).
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Pfipomenime, Ze zapisem A = (@;;)mxrn rozumime matici A typu m x n, kterd ma
na pozici (4, j) prvek a;; € T. Typ matice m x n vynechavame, pokud jej nechceme
specifikovat nebo je zfejmy z kontextu.

Matice A = (ai;) a B = (b;j) povazujeme za stejné, pokud maji stejny typ
m X n a také maji stejné prvky na odpovidajicich pozicich. Formalné&ji, pro kazdé
i€ {1,2,...,m} akazdé j € {1,2,...,n} plati a;; = b;;. Rovnost mezi dvéma
maticemi tak znamena mn rovnosti mezi jejich prvky na stejnych mistech.

V dalsim textu budeme pouzivat nasledujici specidlni typy ¢tvercovych matic.

Definice 4.7. Ctvercovou matici A = (a;j) nazyvame

horni trojihelnikovd, pokud a;; = 0 kdykoliv i > j,

dolnt trojihelnikovd, pokud a;; = 0 kdykoliv ¢ < j.

diagondlni, pokud a;; = 0 kdykoliv ¢ # j,

jednotkovd, pokud je diagonalni a navic a;; = 1 pro kazdé i,

permutacni, ma-li v kazdém radku a kazdém sloupci pravé jeden prvek 1 a
ostatni 0,

(Ve vsech prFipadech se rozumi, Ze dana podminka je spliiend pro vSechny pfipustné
hodnoty i, j, tedy pfirozend ¢isla mezi 1 a fddem matice.)
U libovolné matice fikame, ze prvky a;; tvoii hlavni diagondlu.

Jednotkovou matici fadu n (nad télesem T) budeme znaéit I,:

10 - 0

Téleso, ve kterém pocitame, musi byt zfejmé z kontextu. Prvky jednotkové matice
také zapisujeme pomoci symbolu d;;, tzn. Kroneckerovo delta. Ten se rovna 1, pokud
i =7, a 0 jinak.

4.1.1. Séitdni. Zavedeme nékolik jednoduchych operaci s maticemi, které zobecnuji
prislusné operace pro vektory. Zac¢neme s¢itanim matic.

Definice 4.8. Jsou-li A = (a;;) a B = (b;;) matice stejného typu m x n nad
stejnym télesem T, pak definujeme

o soucet matic A a B jako matici A+ B = (a;; + bij)mxn,
o matici opacnou k A jako matici —A = (—aij)mxn,
e nulovou matici typu m x n jako matici Opyxpn = (0)mxn-

Soucet matic riznych typt nebo nad riznymi télesy neni definovan.

Piiklad 4.9. Nad télesem Zs plati

213+422_2+41+23+2_130
4 0 1 11 3) 441 041 143 ) \o 1 4 )
(2 13\ _ (-2 -1 -3\_(3 42 0sn (000
4 01) \ =4 -0 -1/ \L1o04) 22700 o0o0

Scitani matic mé podobné vlastnosti jako s¢itani v télese. Musime dat ale pozor,
abychom sc¢itali matice stejného typu.
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Tvrzeni 4.10. Jsou-li A, B,C matice stejného typu m X n nad stejngm télesem
T, pak plati

(1) (A+B)+C=A+(B+0C),

(2) A+ 0mxn = A4,
(3) A+ (=4) = Omxn,
(4) A+ B=B+A.

Dikaz. Matice maji stejny typ, takze vyrazy (A+ B)+ C a A+ (B + C) jsou
definovéany a vysledkem jsou matice typu m x n. Prvek na misté (¢,5) v matici
(A+ B)+C se rovna (a;; + b;j) + ¢;j, na misté (¢, j) v matici A+ (B + C) se rovna
ai; + (bij + ¢i;). Protoze s¢itani prvka télesa je asociativni — axiom (S1) v definici
télesa — prvky na stejném misté v maticich (A+ B) + C a A+ (B + C) se rovnaji.
Proto plati (A+ B)+C =A+ (B+C).

Ostatni vlastnosti s¢itdni matic se dokazi podobné. ([

4.1.2. Ndasobeni skaldrem. Analogicky k definici t-nasobku aritmetického vektoru
definujeme ¢-nasobek matice.

Definice 4.11. Je-li A = (a;;) matice typu m x n nad télesem T a t € T, pak
definujeme t-ndsobek matice A jako matici t - A = tA = (ta;j)mxn-

Zduraznéme, ze vyraz At jsme nedefinovali, -nasobek matice A piSeme vzdy tA.

Piiklad 4.12. Nad télesem Zs plati
3 213\ (32 3133\ (13 4
4 0 1) \34 3.0 31/ \20 3

7 axiomu pocitani v télese plyne ihned nésledujici tvrzeni.

Tvrzeni 4.13. Pro matice A = (a;;) a B = (b;;) téhoZ typu m x n nad stejngm
telesem T a pro libovolné dva prvky s,t € T plati

(1) s(tA) = (st)4,

) 1A= A,

) —A= (_1)A7

) (s+t)A =sA+tA,
) s(A+ B) =sA+ sB.

Diikaz. Dokézeme napiiklad vlastnost (5). Protoze pfedpokladdme, Ze matice A, B
jsou nad stejnym télesem T a maji stejny typ m X n, je soucet A + B definovan a
mé typ m X n. Proto také matice s(A + B) mé typ m X n. Stejny typ maji také
matice sA a sB, proto také soucet sA + sB je definovan a méa typ m X n.

Prvek na misté (4,j) v matici s(4 + B) se rovnéd s(a;; + b;;). Prvek na témze
misté (¢,7) v matici sA + sB se rovna sa,;; + sb;;. Z axiomu distributivity (D) pro
pocitani v télesech plyne s(a;; + bi;) = sa;; + sb;;.

Prvky na stejnych mistech v maticich s(A+ B) a sA + sB se rovnaji, plati proto
rovnost matic s(A 4+ B) = sA + sB.

Ostatni rovnosti se dokazi stejnym zptsobem. [
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4.1.3. Transponovdni. Obé definované operace viibec neberou v tivahu tabulkovou
strukturu matice, jsou definované ,,po prvcich“. Prvni operaci, ktera neni tohoto
typu, je transponovani.
Definice 4.14. Transponovand matice k matici A = (ai;j)mxn je matice AT =
(Dji)nxm, kde bj; = a;; pro libovolné indexy ¢ € {1,2,...,m}aje{1,2,...,n}.
Zavedené oznaceni AT je v souladu s diive pouzivanym znacenim (ai,...,a,)"
pro sloupcovy aritmeticky vektor.
Sloupce transponované matice jsou tedy radky puvodni matice a naopak. Napii-

klad
a=(10 1) -
3 1

Transponovani matic mé nasledujici tii jednoduché vlastnosti.

2 4
1 0

Tvrzeni 4.15. Pro matice A = (a;;) a B = (b;;) téhoZ typu m x n nad stejngm
telesem T a pro libovolny prvek s € T plati

(1) (A7) = 4,
(2) (A+B)" = A" + BT,
(3) (sA)T =sAT.

Drikaz. Dokazeme pouze vlastnost (1). Matice AT ma typ n x m a matice (AT)T
mé proto typ m X n, stejny jako matice A.

Prvek na libovolném misté (4, j) matice (AT)T se rovna prvku na misté (j,)
matice AT a ten se rovna prvku na misté (i,7) matice A, tj. prvku a;;. Tim je
rovnost (AT)T = A dokazana. O

4.2. Soucin matic.

Slozitéjsi a zajimavéjsi operaci s maticemi je jejich soucin. Vyuzijeme jej mimo
jiné na maticovy popis soustav linearnich rovnic a elimina¢niho procesu. Soucin také
umoziiuje matematicky formulovat fadu situaci a tloh. Nékolik z nich se naucime
fesit uz v této kapitole, naptiklad se naucime sklddat nékteré typy geometrickych
zobrazeni.

Pro soucin matic je nékdy vhodnéjsi nahlizet na matici jako na posloupnost
sloupcovych aritmetickych vektord, nikoliv jako na soubor prvka usporadanych do
obdélniku. V tom piipadé matici A = (@;j)mxn» nad télesem T zapisujeme jako

A= (ajlag]...|a,) ,
kde pro kazdé j = 1,2,...,n vektor a; = (a1;,azj,...,am;)" je m-slozkovy sloup-
covy aritmeticky vektor.
Napriklad realnou matici
1121314
=)

zapiSeme také jako A = (aj|az|as|as), kde

we (1) (3) mm(3) = (4)
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Zapiseme-li matici AT transponovanou k matici A = (@;;)mxn sloupcové, dosta-
neme zapis
T ~ ~ ~
AT = (ar]ag] - |am) |
kde pro kazdé i = 1,2,...,m vektor a; = (a;1,0a:2,.--,ain)’ je i-ty sloupcovy
vektor transponované matice A7
Radkovy zapis matice je pfi tomto znaceni

kde & = (a1, a2, .., a:n) je i-ty Fadkovy vektor matice A.
4.2.1. Soucin matice s vektorem. Nejdiive definujeme soucin matice s vektorem a

poté soucin dvou matic.

Definice 4.16. Je-li A = (aj|ag|---|a,) matice typu m X n nad télesem T a
b = (by,bs,...,b,)T (sloupcovy) aritmeticky vektor s n-slozkami z télesa T, pak
definujeme soucin matice A s vektorem b jako

Ab = b1a1 + bgag + -4 bnan .

Soucin Ab je tedy linedrni kombinace sloupcovych vektoru a,as, ..., a, s koe-
ficienty b1, bo, ..., b,. Vysledkem je m-slozkovy vektor nad T.

Piiklad 4.17. Spoéteme soucin nad R

1 2 3 1 1 2 3 14
4 5 6 2 | =1 4 | +21 5 |+3 6 | =1 32
7T 8 9 3 7 8 9 50

A

Pomoci soucinu matice s vektorem mizeme kompaktné zapsat soustavu linear-
nich rovnic

11271 + @122 + - -+ a1pTy = by

a21%1 + A22%2 + -+ + A2 Ty, = by

Am1%1 + Gm2T2 + -+ + QmpTn = bm

nad télesem T. Je-li A = (aij)mxn = (ailag|---|a,) matice této soustavy, pak
n-slozkovy vektor x = (x1,,...,2,)T € T™ je feSenim této soustavy pravé kdyz

Ax =x1a; + 2082 +---+za, =b .
Soustavu proto miZeme zapsat jako
Ax=b .

Od této chvile budeme pro soustavu linearnich rovnic pouzivat témeér vyhradné
tento zapis.

Naésobeni matice vektorem mé pfirozenou interpretaci pro vétsinu prikladi z
avodu kapitoly. Podivame se na ptiklad 4.2 o matici vstupi do vyroby.
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Piiklad 4.18. Matice A = (a;;) zaznamenava vstupni naklady na produkty, fadky
odpovidaji produktiim a sloupce vstuptim. Prvek a;; je roven poctu jednotek vstupu
7 potiebnych k vyrobé produktu i.

Oznacime x vektor jednotkovych cen jednotlivych vstupi, jeho j-té4 slozka udéava
cenu jednotky j-tého vstupu. Spocitame-li souc¢in Ax, bude se jeho i-ta slozka rovnat

11 + @222 + -+ + ATy -

Jinak Feceno, i-ta slozka vektoru Ax se rovna vyrobni cené i-tého produktu. V
tomto smyslu vektor Ax popisuje vyrobni ceny. A

4.2.2. Soucin dvou matic.

Definice 4.19. Je-li A matice typu m xn a B = (b1|bs]---|b,) matice typu n x p,
obé nad stejnym télesem T, pak soucinem matic A a B rozumime matici

AB = (Abq|Abs|- - |Ab,)

tj. j-ty sloupec soucinu matic AB se rovna soucinu matice A s j-tym sloupcem
matice B.

Souc¢in AB je tedy definovan, pokud pocet sloupctt matice A je rovny poctu
Ffadkd matice B. Jinak definovan neni. To znamend, Ze je-li m # p, sou¢in BA
definovan neni, prestoZe souc¢in AB definovan je.

Na obrazku vidime grafické znézornéni souc¢inu matic.

A AB
OBRAZEK 40. Sloupce v sou¢inu matic

Kazdy sloupec v sou¢inu AB je néjakou linedrni kombinaci sloupcti matice A.
7 definice také plyne, Ze soudin matice typu m X n s matici typu n X p je matice
typu m X p.

Piiklad 4.20. Spocéteme soucin dvou redlnych matic
; Z (1 2 3 4)
56 5 6 7 8

Soucin je definovan nebot pocet sloupcti v levém ¢initeli se rovnd poctu fadka v
pravém Ciniteli. Prvni sloupec v soucinu se rovna

1 2 1 1 2 11
3 4 ( ):1 3 |+5( 4 | = 3
5 6 5

ot
(@)
W N
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Analogicky spocteme dalsi t¥i sloupcové vektory soucinu:

1 2 9 14 1 2 3 17
3 4 ( 6 ) =1 30 |, 3 4 ( - ) =1 37 |,
5 6 46 5 6 57
1 2 4 20
3 4 g | = 44
5 6 68
Plati tedy
1 2 11 14 17 20
3 4 ( é 2 ? g ) =1 23 30 37 44
5 6 35 46 57 68

A

Vsimnéme si, ze v opacném poradi obé matice vynéasobit nelze, jejich soucin neni
definovan.

P1i vypoctu souc¢inu dvou matic je nékdy vyhodnéjsi pouzit néasledujici tvrzeni,
které tiké jak pfimo spocitat jednotlivé prvky v soucinu matic.
Tvrzeni 4.21. Jsou-li A = (a;j)mxn @ B = (bjk)nxp matice nad télesem T, pak
prvek na misté (i,k) v soucinu AB se rovnd

n
=T
aitbig + aigbok + - + ainbnk = E aijbjr = a; by .
j=1

Dikaz. Prvek na misté (i, k) v souéinu AB leZi v k-tém sloupci, ktery se rovna
Aby,. Protoze
Aby = bigay + bagas + -+ + bpgan

i-t4 slozka vektoru Ab, se rovné

bikair + bagaio + - - + bugin = @b + azebog 4 - + aipbug -

A AB
OBRAZEK 41. Prvky v sou¢inu dvou matic

Prvek na misté (i, k) v souc¢inu AB se tak rovnd soucinu i-tého fadku matice A s
k-tym sloupcem matice B. V pripadé realnych matic tento soucin nazyvame stan-
dardni skaldrni soucin fadkového vektoru al se sloupcovym vektorem by matice

B.
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Priklad 4.22. Pocitame opét nad R.
35 2 4
< (1) _01> 11 -3 2 |=
0 2 -2 1
<1~3+0-1+(—1)-0 1:54+0-1+4(-1)-2

— =

1-3+1-140-0 1-5+1-14+0-4

1:240-(=3)+(-1)-(=2) 1-44+0-2+(-1)-1 ) _
1:24+1-(=3)+0-(-2) 1-4+1-24+0-1 -

(33 4 3
46 -1 6

Vime uz, jak vypadaji sloupce a jednotlivé prvky v sou¢inu AB. V nasledujicim
tvrzeni popiSeme jak v sou¢inu AB vypadaji fadky.

A

Tvrzeni 4.23. Jsou-li A = (a;;) matice typu m x n a B = (bjr) matice typu
n X p, pak pro kazdé i = 1,2,...,m se i-ty Tddek v soucinu AB rovnd linedrni
kombinaci Tadku matice B s koeficienty v i-tém rddku matice A. Formdlné, i-ty
Tddek v soucinu AB se rovnd

ainbl + apbl + -+ a;,bl =al B .
Diikaz. Tvzeni lze dokazat podobné jako pfedchozi (cvideni), nebo mizeme vyuzit

transponovani (viz piiklad 4.33). O

Na obrazku 42 vidime grafické znézornéni fadku v sou¢inu AB. Kazdy fadek v
sou¢inu matic je néjakou linearni kombinaci fadkt pravého cinitele.

A AB

OBRAZEK 42. Radky v sou¢inu matic

Priklad 4.24. Podivejme se jesté jednou na soucin v piikladu 4.22.
35 2 4
AB:(i (1) _01> 11 -3 2
02 -2 1
Podle pfedchoziho tvrzeni je prvni fadek vysledku soucet 1-ndsobku fadkového
vektoru bY = (3,5,2,4), 0-nasobku bl = (1,1,-3,2) a (—1)-nésobku bl =

(0,2,-2,1), to je (3,3,4,3). Druhy faddek vysledku je soué¢tem prvnich dvou fadku
matice B, tedy (4,6,—1,6). Timto zpisobem ziskdme vysledek

33 4 3
4 6 -1 6

daleko rychleji. A
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Dohromady zatim méme tfi pohledy na sou¢in matic — sloupcovy (definice 4.19),
po prvcich (tvrzeni 4.21) a fadkovy (tvrzeni 4.23). Dalsi, geometricky vyznam bude
vysvétlen v 4.3.3.

4.2.3. Elementdarni matice. Tvrzeni 4.23 o Ffadkovém pohledu na nasobeni matic
vede k nésledujicimu maticovému popisu elementarnich fadkovych aprav.

Tvrzeni 4.25. Necht C' je matice typu m x n nad télesem T, i,5 € {1,2,...,m},
i#j,a04teT,
(1) Necht E je matice, kterd vznikne z I, prohozenim i-tého a j-tého Tddku.
Pak EC vznikne z C' prohozenim i-tého a j-tého radku.

/) J
10 -+ 0 -+ 0 - 0
o1 --- 0 -+ 0 -+ 0
oo 0 1 0
E:
J1loo -1 -+ 0 - 0
00 - 0 -0 - 1

(2) Nechi E je matice, kterd vznikne z I, nahrazenim prvku 1 na misté (i,1)
prvkem t. Pak EC vznikne z C vyndsobenim i-tého vadku prvkem t.

i
10 - 0 --- 0
0 1 0 - 0
E=410 o t 0
o0 --- 0 --- 1

(3) Necht E je matice, kterd vznikne z I, nahrazenim proku 0 na misté (i, j)
prvkem t. Pak EC vznikne z C' prictenim t-ndsobku j-tého rddku k i-tému

radku.
i J
1 0 0O - 0 - 0
0 1 0 - 0 --- 0
t 0 0 1 t 0
E= .
0 0 0 1 0
00 --- 0 --- 0 --- 1
Diikaz. Tvrzeni plyne z tvrzeni 4.23. O

Maticim F z pfedchoziho tvrzeni fikdme elementdrni matice. Elegatné je mtizeme
definovat néasledujicim zptsobem.
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Definice 4.26. Elementdrni matice je ¢tvercova matice, ktera vznikne z jednotkové
matice jednou elementarni radkovou tpravou.

Elementarni fadkovou tpravu néjaké matice C' lze tedy chapat tak, ze matici C'
nasobime zleva vhodnou elementarni matici. To nam dava elegantni a ucinny for-
malizmus pro fadkové tpravy. Elementarni matice vyuzijeme napiiklad pii vypoctu
inverznich matic a pfi dalsim zkouméni pribéhu Gaussovy eliminace.

4.2.4. Vlastnosti soucinu. Zacneme varovanim:
nasobeni matic neni komutativni.

Jsou pro to dokonce t¥i rizné duvody. Muze byt definovan pouze jeden ze soucini
AB a BA (napfiklad kdyZz A mé typ 2x 2 a B m4 typ 2 x 3). Pokud jsou definovany
oba, mohou mit rizny typ (pfiklad 4.27). A pokud maji stejny typ, mize platit
AB # BA (ptiklad 4.28).

Priklad 4.27. Nad télesem R méme

3 3 3-1 3-2 3 6
(1,2)(4)_1.3+2.4_11, <4)(1,2>_<4.1 4.2>_(4 8)
A
Piiklad 4.28. Opét pocitame s redlnymi maticemi.
1 2 4 1\ (10 5
3 4 3 2 /) 24 11 ’
zatimco
4 1 1 2\ (7 12
3 2 3 4) \9 14
A

Nékteré jiné vlastnosti pocitani v télesech se ale na pocitani s maticemi prendsi.

Tvrzeni 4.29. Jsou-li A = (a;;) a B = (b;j) matice téhoZ typu m x n, C = (¢;i)
matice typu n X p, a D = (dy;), E = (ex1) matice téhoz typu p X q, pak plati

(A+ B)C = AC+BC, C(D+E)=CD+CE .

Diikaz. Dokazeme prvni rovnost. Souéet matic A+ B mé typ m X n a proto soucin

(A+ B)C ma typ m x p. Stejny typ m x p maji také oba souéiny AC a BC a proto

i jejich soucet AC + BC. Obé matice (A + B)C a AC + BC maji tedy stejny typ.
Prvek na misté (4, k) v souéinu (A + B)C' se podle tvrzeni 4.21 rovna

n

n n
D (@i +big)egn =Y agep+ > bici -

j=1 j=1 j=1
Prvky na misté (i,k) v souc¢inech AC a BC a v souc¢tu AC + BC' se postupné
rovnaji

n n n n

Zaijcjk; Zbijcjk7 Zaijcjk + Zbijcjk .

j=1 j=1 j=1 j=1
Tim je rovnost (A + B)C = AC + BC dokazana. O

Druhou rovnost v pfedchozim tvrzeni stejné jako vSechny dalsi vlastnosti poci-
tani s maticemi lze dokdzat pomoci stejné osnovy:

(1) pfesvédcime se, Ze vSechny operace na obou stranich jsou definované,
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(2) ovéfime, Ze na obou strandch vyjdou matice stejného typu,

(3) dokézeme, ze kazdy prvek ve vysledné matici vlevo se rovnd prvku na tom-
téZ misté ve vysledné matici vpravo. Tento krok je zaloZeny na definici
prislusnych operaci s maticemi a vlastnostech pocitani v télese.

DulezZitou asociativitu nasobeni matic dokdzeme v nasledujicim tvrzeni.

Tvrzeni 4.30. Jsou-li B = (b;;) matice typu m x n, C = (¢ji) matice typu n x p,
a D = (dy;) matice typu p x q, pak plati

(BC)D = B(CD) .

Drikaz. Soucin BC' je definovany a méa typ m X p, proto je definovany také soucin
(BC)D, ktery mé typ m x q. Podobné ovéfime, Ze také souéin B(CD) je definovany
a ma tentyz typ m X q.

Zvolime libovolné ¢ € {1,2,...,m} al € {1,2,...,q} aspoc¢itdme prvek na misté
(,1) v matici (BC)D. Prvek na misté (i, k) v souéinu BC = (e;;,) se rovnd

n
ik = E bijcik -
J=1

Prvek na misté (¢,1) v souéinu (BC)D se potom rovnda

P n
Zezkdkl szycjk di = ZZ(bijCjk-)dkl-

k=1 j=1

K vypoétu prvku na misté (i,1) v soud¢inu B(CD) napfed spoéitdme prvek na
misté (4,1) v souc¢inu (CD) = (f;1):

p
fi= chkdkl -
k=1

Prvek na misté (i,1) v souéinu B(CD) se potom rovné

p

n n p n
D bk = b (Z CJkdkl) =YD bij(ejrdn)
j=1 j=1 k=1 j=1k=1

Obé dvojité sumy, ke kterym jsme dospéli, se rovnaji nebot v nich s¢itdme stejné
prvky (bijcjr)dir = bij(cjrdri), pouze v jiném pofadi.

Nahlédnout to mizeme napiiklad tak, Ze si kazdy sc¢itanec b;;c;rdr; napiSeme na
misto (j, k) v matici G typu nxp. V pfipadé prvni dvojité sumy » 7 _; Z?Zl bijcirdil
je napred secteme po sloupcich matice G a pak seCteme soucty sloupci. V pripadé
druhé dvojité sumy Y7 Y7, bijc;rdp je napied secteme po fadcich matice G a
pak seCteme soucty rfadka. Vzhledem ke komutativité séitani v télese T je v obou
pfipadech vysledkem soucet vSech prvki matice G.

Tim jsme dokézali, Ze prvky na témze misté v maticich (BC)D a B(CD) se
rovnaji, coz dokazuje rovnost matic (BC)D = B(CD). O

Diky asociativité mizZeme pro prirozené ¢islo n definovat n-tou mocninu ¢tver-
cové matice vztahem

A" =AA... A .
—_—

nx



LINEARNI ALGEBRA 89

Vysledek totiz nezavisi na uzavorkovani. Mocnéni matic hraje dilezitou roli v apli-
kacich, jako ukazku uvedeme v casti 4.2.5 dva priklady. Mocnit matice se nauc¢ime
v kapitole o vlastnich ¢islech.

Dalsi vlastnosti sou¢inu matic jsou v nésledujicim tvrzeni, jehoz dikaz pone-
chame jako cviceni.

Tvrzeni 4.31. Pro libovolné matice A typu m X n a B typu n X p, a kaZdy prvek
s télesa T plati

o [, A=A=AI,,

e s(AB) = (sA)B = A(sB),

o (AB)T = BT AT,

V nasledujicim ptikladu vyuzijeme fadu vlastnosti operaci s maticemi.

Piiklad 4.32. Ctvercovd matice A = (a;;) fadu n se nazyva symetrickd, pokud
a;; = aj; pro libovolné 4,5 € {1,2,...,n}. Ekvivalentné, A je symetrickd, pokud
AT = A. Pomoci vlastnosti z tvrzeni 4.31 a tvrzeni 4.15 ukazZeme, Ze pro libovolnou
¢tvercovou matici A je matice B = 2AAT + AT A symetricka:

BT = 24AT + AT A)T = 24AT)T + (AT A)T = 2441 + (ATA)T =
=2(ATYTAT 4 AT(AT)T = 24AT + ATA=B .
Ukéazali jsme, ze B = BT, matice B je tedy symetrickd. Mlcky jsme pouzivali i
druhou vlastnost z tvrzeni 4.31, kdyz jsme napiiklad nepsali zavorky ve vyrazu
2AAT. A

Vlastnosti transponovani lze ¢asto vyuzit k diikazu néjakého tvrzeni pro sloupce,
zname-li jiz prislusné tvrzeni pro rfadky. Jako ukdzku dokazeme tvrzeni 4.23.

Piiklad 4.33. Mame matice A typu m x n a B typu n x p. Chceme dokazat, Ze
se i-ty fadek v soudinu AB rovna

anb? + apbl 4+ +ai,bl =aTB .

i

Podle definice transponované matice se i-ty fadek v matici AB rovnd i-tému
sloupci transponované matice (AB)?. Z tfeti rovnosti v pfedchozim tvrzeni 4.31
dostavame (AB)T = BT AT.

Z definice soucinu matic plyne, Ze i-ty sloupec v sou¢inu BT AT se rovna linearni
kombinaci sloupcii matice BT = (by|by|---|b,) s koeficienty v i-tém sloupci a; =
(a1, a2, - .., a;n)T matice AT, tj. rovna se

BTa; = aiby + apbs ++ + apmby
Prechodem k transponovanym maticim na obou stranach posledni rovnosti a s
vyuzitim vlastnosti transponovéni z tvrzeni 4.15 dostaneme rovnost
CLilb,{ + aing + -+ aznbz = (BTél)T = ~ZTB .
A

Z uvedenych vlastnosti soucinu snadno vyplyvaji dalsi vlastnosti, jako napriklad
A(B-C)=AB - AC, A(-B)=—-AB,
kdykoliv mé jedna strana smysl. Dikazy pfenechame jako cviceni.

Nasledujici tvrzeni ukazuje, ze soucin dvou matic jednoho ze specialnich typt z
definice 4.7 je opét matice téhoz typu.
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Tvrzeni 4.34. Jsou-li A = (a;;) a B = (bj) Ctvercové matice téhoZ tddu n, pak
jejich soucin AB je
(1) diagondlni, jsou-li obé matice A, B diagondlnt,
(2) permutacni matice, jsou-li obé matice A, B permutacni,
(3) horni trojuhelnikovd matice, jsou-li 0bé matice A, B horni trojuhelnikové,
(4) horng trojihelnikovd s prvky 1 na hlavni diagondle, jsou-li obé matice A, B
horni trojuhelnikoveé s prvky 1 na hlavni diagondle,
(5) dolni trojihelnikovd matice, jsou-li obé matice A, B dolni trojiuhelnikove,
(6) dolni trojihelnikovd s prvky 1 na hlavni diagondle, jsou-li obé matice A, B
dolni trojuhelnikové s prvky 1 na hlavni diagondle.

Dikaz. K dikazu (1) pouZijeme vyjadfeni prvka v sou¢inu matic AB = (¢;;) podle
tvrzeni 4.21. Prvek ¢;; v sou¢inu AB se rovné

n
Cikk = E aijbji
=1

Piedpoklad, ze obé matice A, B jsou diagonalni, znamend a;; = 0 kdykoliv ¢ # j a
bjr = 0 kdykoliv j # k. Je-li ¢ # k, pak pro kazdé j =1,2,...,n je bud i # j nebo
j # k. Odtud plyne, ze bud a;; = 0 nebo bj; = 0, coz dokazuje ¢;; = 0 kdykoliv
1 # k, soucin AB je proto diagonalni matice.

(2) mizeme dokézat pFimo z definice 4.19 sou¢inu matic. Prokazdé j = 1,2,...,n
se j-ty sloupec v souc¢inu AB rovna Ab;. Protoze B je permutacni matice, obsahuje
sloupec b; pouze jeden prvek b;; = 1 a ostatni prvky v j-tém sloupci jsou 0. Proto
sloupec Ab; = a; obsahuje rovnéz pouze jeden prvek rovny 1 a ostatni 0, nebot
predpokladame Ze A je také permutac¢ni matice.

Protoze je v i-tém rfadku matice B také jediny prvek rovny 1 a ostatni 0, plyne
odtud, ze pouze jeden sloupec souc¢inu AB se rovnéd a;. Sloupce v soucinu AB
tedy dostaneme jako néjakou permutaci sloupct matice A. Jelikoz v kazdém fadku
matice A je jediny prvek 1 a ostatni prvky 0, obsahuje také kazdy fadek soucinu
AB jediny prvek 1 a ostatni 0.

(3) opét dokdzeme pomoci tvrzeni 4.21. Prvek na misté (i, k) v sou¢inu AB =

(cir) je tedy
n
Ci = Zaijbjk .
j=1

Piedpoklad, Ze obé matice A, B jsou horni trojahelnikové znamend, Ze a;; = 0
kdykoliv ¢ > j a b;i = 0 kdykoliv j > k. Je-li nyni ¢ > k, plati pro kazdé j =
1,2,...,n bud j > k nebo ¢ > j. Soudin a;;b;; se proto rovna 0 pro kazdé j =
1,2,...,n, proto ¢;z = 0 kdykoliv i > k. Souc¢in AB = (c;) je tedy také horni
trojuhelnikova matice.

K dikazu (4) pouze doplnime pfedchozi diikaz (3) tivahou, éemu se rovna prvek
cii- Je-li j # i, pak bud ¢ > j nebo j > i. V souctu definujicim ¢;; je proto pouze
jediny nenulovy soucin pro j = i, tj. ¢;; = a0 = 1.

Vlastnost (5) dokédzeme pfechodem k transponovanym maticim. Jsou-li A, B
dolni trojihelnikové matice, jsou obé transponované matice BT a AT horni troj-
tihelnikové. Podle bodu (3) je také souc¢in BT AT = (AB)T horni trojahelnikové
matice a proto je matice AB = ((AB)T)T dolni trojihelnikova.

Vlastnost (6) plyne analogicky ze (4). O
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4.2.5. Tri aplikace. Ukazeme dvé tlohy, které vedou na vypocet mocniny matice.

Priklad 4.35 (Pocet cest). Na obrdzku 43 jsou vyznacena leteckd spojeni mezi
meésty X1, Xo, X3, X4. Vypocitdme pocet spojeni s nejvyse ¢tyfmi pfestupy mezi

kazdou dvojici mést.

OBRAZEK 43. Leteckd spojeni

Informaci o spojenich mezi mésty ulozime do matice A = (a;j)ax4 nad R tak,
ze a;; definujeme rovné 1, pokud z X; vede spojeni do X, a a;; = 0 v opacném
pfipadé. (Je to matice sousednosti grafu, viz ptiklad 4.4.)

01 10
1 0 00
A= 01 01
00 10

Nyni se zamyslime, jaky je vyznam prvku na misté (i, k) v matici A%. Tento prvek
je rovny a;1a1k + Q202 + @303k + aj404;. VSimnéte si, ze j-ty ¢len souctu je rovny
jedné pravé tehdy, kdyz z X; vede spojeni do X; a z X; vede spojeni do X, a je
rovny nule v ostatnich pifpadech. Prvek na misté (i, k) v matici A2 je proto rovny
poctu cest z X; do X}, s pravé jednim prestupem.

Podobné nahlédneme, Ze prvek na misté (i, k) v matici A™ je rovny poctu cest z
X; do X}, s pravé (n — 1) pfestupy. Hledany pocet cest s nejvyse ¢tyfmi pfestupy z
X; do X}, je tedy prvek na misté (i, k) v matici

0110 1101
s 3. 4. 5. | 1000 0110
A28 +8= 00 o1l 01 0|t

0010 010 1
1 3 1 2 3 2 3 1
N Llrr2o | fr3r2
2 1 1 1 1 33 1]
0211 2 1 1 1

Wk oy PO
= g o000 O N
NN NIINEES i
Wk Wk O FEO

A

Priklad 4.36 (Rekurentni rovnice). Asi jste se jiz setkali s Fibonacciho posloup-
nosti definovanou predpisem

ap=0, a1 =1, a;42 =a;41+a; prokazdéi=0,1,2...
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Chteéli bychom najit explicitni vzorec pro vypocet n-tého c¢lenu.
7 definice posloupnosti nahlédneme, Ze dvojice sousednich ¢lenti spliiuje vztah

Qi1 . 0 1 a;
@jto 11 Qi1

Oznacime-li C' matici 2 X 2 vystupujici v této rovnosti, vidime Ze

(m)=elm)(i)=e(a)=cle(m)) ()

a indukci podle ¢ dostaneme

<Gi+1 >:Ci<ao>:0i<0>
Ai42 al 1

Podstatnym zpisobem zde vyuzZivame asociativitu nasobeni matic. K vypoctu i-
tého ¢lenu Fibonacciho posloupnosti tedy staci umét mocnit matice. To se naucime
v kapitole o vlastnich ¢islech a vektorech. Vyjde mozné prekvapivy vzorec

A Gl )
1 \/5 \/g K
kde ¢ = (14 /5)/2 je hodnota zlatého fezu. A

Posledni pfiklad ukazuje vyuziti maticového nasobeni k matematickému popisu
fyzikalni ulohy.

Priklad 4.37. Na obrazku 44 vlevo vidime ¢tyfi pruziny zavésené pod sebou. Horni
a dolni konec jsou pevné. Na obrazku vpravo vidime situaci poté, co jsme do spoju
mezi pruzinami zavésili zavazi s hmotnostmi m;, mo a m3. Chceme védét, o kolik se
jednotlivé spoje posunou. Vektor nezndmych posunuti si ozna¢ime x = (1, z2,23)7.
Horni a dolni konec jsou pevné, vlivem zavazi se neposunou. Proto je velikost jejich
posunuti xg = x4 = 0.

Posunuti koncovych bodt pruzin pod vlivem zavazi zpusobi natazeni nebo zkra-
ceni pruzin. Ta si oznac¢ime di, ds, ds, dy. Pro kazdé i = 1,2, 3,4 plati

dl' =X —Tiji—1 .

Hodnota d; je kladna, pokud se i-ta pruzina natahne, a je zaporna, pokud se zkrati.
Vztah mezi vektorem d = (dy,ds,ds,ds)T a vektorem neznamych posunuti x =
(71, 22,23)7 je line4rni a lze jej popsat rovnosti

d 1 0 0

d | | -1 1 o0 .
da |7 o -1 1 2
dy 0 0 -1 3

Oznac¢ime-li matici v posledni rovnosti A, dostavame vztah d = Ax.

Prodlouzeni/zkraceni pruzin v nich vyvold vnitini sily, jejichz velikost vyjadiuje
Hooketuv zdkon. Oznac¢ime-li vnitini sily v pruzinich y;, pak plati y; = k;d;, kde
k; > 0 je konstanta udéavajici ,,pruznost® i-té pruziny. Také vztah mezi vektorem
vnitinich sil y = (y1,y2,y3,y4)” a vektorem d lze popsat matic:

Y1 kr 0 0 0 dy
Y2 _ 0 k 0 O ds
Y3 - 0 0 kd 0 dd ’

Y4 0 0 0 kg dy
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OBRAZEK 44. ZavéSené pruZiny

neboli y = Cd, kde C oznacuje diagonalni matici z posledni rovnosti. Je dobré si
uvédomit, ze pokud d; > 0, tj. je-li i-t4 pruzina natazena, tdhne vnit¥ni sila y; dolni
konec této pruziny vzhtru a horni konec dolt. V piipadé d; < 0 je tomu piesné
naopak. Prvni pruzina je vzdy natazend, proto y; > 0, takze kladny smér vnitinich
sil v pruzinach je smérem vzhtru.

Na spoj ¢ pisobi vnitini sily pruzin y; a y;y1, které se slozi do sily y; — yi+1
pusobici na i-ty spoj. Vektor sil ptisobicich na jednotlivé spoje v dtisledku vnitinich
sil v pruzinach spocteme opét pomoci matice, tentokrat plati

1 -1 0 0 o
0 1 -1 0 Y2 |
0 0 1 -1 Y3

Ya

matice v posledni rovnosti se rovna matici A” transponované k A. Velikost vnitinich
sil pusobicich na jednotlivé spoje tak dostaneme jako soucin

ATCAx .

V ustaleném rovnovazném stavu jsou vnitini sily pruzin v rovnovaze s vné&jsimi
gravitacnimi silami pusobicimi na jednotlivé spoje. Vnéjsi sila pusobici v i-tém
spoji se rovna f; = m;g, kde g je gravitacni konstanta. Vektor vnéjsich je tedy
f = (f1, f2, f3)T a v rovnovazném stavu plati rovnost

ATCAx = f,
coZ je soustava linearnich rovnic s matici AT CA a pravou stranou f. Z té miizeme

hodnoty posunuti x; vypocitat, zndme-li hmotnosti zavazi a koeficienty pruznosti
jednotlivych pruzin. A
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Matice soustavy ve tvaru AT C A, kde C je diagonalni matice s kladnymi prvky na
hlavni diagonale, se vyskytuje pfi feSeni mnoha praktickych problému a v linearni
algebfe je témto maticim vénovana specidlni pozornost. Setkdme se s nimi jesté
nékolikrat.

4.2.6. Blokové ndsobeni matic. Nékdy je vyhodné nahliZzet na matici jako roz-
délenou do bloki a operace, zejména nasobeni, providét blokové. Optimalizované
algoritmy pro vypocet soucinu dvou matic vyuzivaji blokové nasobeni spise nez
vyjadreni jednotlivych prvka souc¢inu pomoci tvrzeni 4.21. Velikost bloki je volena
s ohledem na velikost cache v pocitadi.

Vezméme dvé matice nad télesem T, matici A typu m X n a matici B typu n X p.
Déle necht mq,...,m;, n1,...,ns a p1,...,p; jsou prirozend &isla, pro ktera

m=mi+mg+---+my, N=nN1+nNg+t--t+n, a p=pr+-oc+pp.

Matici A rozdélime podélné na prvnich m, Fadka, dalSich mo Fadkh, atd. az po-
slednich m,. radk1, a vertikalné na prvnich n; sloupci, dalsich no sloupcti, atd. az

poslednich ng sloupct. Matice A se nyni skldda z rs blokt Ay1, Aio, ..., A1, Ao1,

ooy A, n ng T

ma All Alg N Als

mo Aoy | Agg | ... | Asgs

A =
my Arl Ar2 oo Ars
Kazdy blok A;; je matice typu m; X n;.

Podobné, matici B rozdélime podélné na oddily velikosti ni,ns,...,ns a verti-

kalné na oddily velikosti p1, ps, . . ., ps. Matici B tim rozdélime na st blokt By, ...,
Bst:

b1 b2 Y43

ny Bi1 | Bi2 | ::: | By

N9 By | Bag | ... | By

B= . . :

Ng le Bs2 .. Bst
Soucin C' = AB lze potom rozdélit do blokt nasledovné.
b1 b2 Dt
miq Cu 012 Ll CM
mao 021 022 . CZt
my Crl C’I“2 e Crt

kde pro kazdé i € {1,2,...,r} ak € {1,2,...,t} plati
Cik = AiBji .
j=1

Dtkaz, ktery pouze vyzaduje spravné si napsat jednotlivé prvky ve vsech maticich
a jejich blocich, pfenechame do cviceni.

Nékdy lze vypocet souc¢inu dvou matic zjednodusit, pokud si v§Simneme, ze matice
maji prirozenou blokovou strukturu slozenou z jednoduchych blok.
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Piiklad 4.38. Najdeme A2 pro matici A nad Zr,

10 2 3 4
01 5 0 6
A=]10 0 1 0 O
00 010
0 0 0 01

Vsimneme si, ze matice A mé blokovou strukturu

1 0|2 3 4
0 1[5 0 6
A=|00[T 0 0
0 0[0 1 0
0 0[0 01

Oznacime-li pravy horni blok

2 3 4
B_(506>’

miizeme nasobit po blocich

AQZ( L | B )( L | B ) :< Ll + B0y | LB+ B ):
O3x2 | I3 03x2 | I3 03x212 + I303x2 | 03x2B + I313
1 0 4 6 1
01 3 0 5
= ( I()2 21? ) = 001 0O
00 0 1 0
00 0 0 1

4.3. Matice jako zobrazeni.

KaZzda matice A typu m X n nad télesem T pfirozenym zpusobem urc¢uje zob-
razeni 7" — T™, které budeme oznacovat f4. Tato geometrickd predstava matic
se od ted bude prolinat celym vykladem. Zobrazeni f4 uréené matici A je popsano
v definici 4.41. Nejprve se ale podivame na nékolik prikladl, jak pomoci matic
algebraicky popsat nékterd jednoducha geometricka zobrazeni v roviné.

4.3.1. Zobrazeni v roviné. Zacneme otoc¢enim kolem pocatku soufadnic o tthel o v
kladném sméru, tj. proti sméru hodinovyjch rucicek.

Piiklad 4.39. Rovinu oto¢ime kolem pocéatku soufadnic o tihel a. Kam se pooto¢i
bod se soufadnicemi (p1,ps2), tj. jaké budou jeho soufadnice po otoéeni?

Spocitat nové souradnice pfimo pomoci euklidovské geometrie je dost pracné.
Ukazeme si algebraické feSeni, na kterém lze vidét zakladni rysy linearné algebraic-
kého uvazovani. Misto toho, abychom pocitali ihned souradnice bodu, do kterého
se pootoéi bod (p1,p2)?, se napred zamyslime nad tim, mfizeme-li tilohu snadno
vyfesit pro néjaké jiné body. Nékolik takovych boda vidime na obrazku 46.

Snadno nahlédneme, %e bod na prvni soufadné ose se soufadnicemi (1,0)7 se
pootoéi do bodu o soufadnicich (cosa,sina)?. Tim padem také vime, Ze se bod
(p1,0)T pootoci do bodu (p; cos a, py sina)?.
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(p11 p2)

> X1

OBRAZEK 45. Otoceni v roviné o tihel a v kladném sméru

P2 (p1.p2)

> X1

OBRAZEK 46. Otoceni v roviné o tthel o podruhé

Podobné snadno nahlédneme, ze bod na druhé soufadné ose se souradnicemi
(0,1)T se pootoéi do bodu (—sina,cosa)? a bod (0,p2)T se pootoc¢i do bodu
(—p2sina, pacosa)T.

Nyni ptichazi kliovy moment. Polohovy vektor bodu (p1,p2)? je souétem po-
lohovych vektortt bodt (p1,0)T a (0,p2)T. Tato vlastnost se otocenim zachova —
polohovy vektor bodu, do kterého se pootoéi bod (p1,p2)T, je souctem poloho-
vych vektorit bodt, do kterjch se pootoci body (p1,0)T a (0,p2)T, tj. je souctem
polohovych vektorti bodti (p; cos o, py sina)? a (—pysina, pe cosa)?.
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> X1

OBRAZEK 47. Otoceni v roviné o tihel « potreti

(p1,p2)

> X1

=} S

1

OBRAZEK 48. Otocdeni v roviné o tithel o poctvrté

Bod se soutadnicemi (p1,p2)? se tedy pootoci do bodu se soufadnicemi

Pp1 COS —po sin « Cos (v —sina
. + =m . + p2
p1sina P2 COS sin av cos «
[ cosa —sina D1
sina  cosa D2
Muzeme Fict, ze matice

cosa —sina
sina  cos«
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Lurcuje” otoceni kolem pocatku souradnic o tthel o v kladném sméru. Vsimnéme
si také, ze prvni sloupec v matici tvori souradnice bodu, do kterého se zobrazi bod
(1,0)” na prvni soufadné ose. Podobné druhy sloupec matice tvoii soufadnice bodu,
do kterého se zobrazi bod (0,1) na druhé soufadné ose.

Také jind geometricka zobrazeni v roviné mizeme popsat pomoci vhodné matice.

Priklad 4.40. Osova symetrie vzhledem k prvni soufadné ose v roviné zobrazuje
kazdy bod (p1,p2)? do bodu se souradnicemi

(Z)-(6 2)(n)

X2
A
(P1,p2)
Pop-mmmmmmmmm e *
E > X1
i P1
—Pofom e H
(P1,—P2)

OBRAZEK 49. Symetrie v roviné vzhledem k prvni souradné ose

Viimnéme si, Ze opét jsou ve sloupcich matice A obrazy bodu (1,0) (v prvnim
sloupci) a bodu (0,1)7 (ve druhém sloupci). A

V obou piikladech jsme ze znalosti hodnot zobrazeni (rotace nebo symetrie) v
téchto dvou bodech mohli odvodit hodnotu zobrazeni v kazdém dalsim bodé roviny.

4.3.2. Zobrazeni uréené matici. Pro kazdou matici A typu m x n nad télesem T a
kazdy n-slozkovy aritmeticky vektor x € T je soucin Ax prvkem 7. Matice A
tak urcuje zobrazeni z T™ do T™ ve smyslu nésledujici zasadni definice.

Definice 4.41. Je-li A matice typu m xn nad télesem T, pak definujeme zobrazeni
fa: T — T™ uréené matici A predpisem

fa(x) = Ax
pro kazdy aritmeticky vektor x € T™.
Je-li
A= (aij)an = (a1| . \an)

PrepiSeme-li vyraz Ax pomoci sloupcové definice sou¢inu matic, dostdvame

Z1
)
fa . =xi1a1 + T2a2 + -+ Tpa, .
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Obrazem vektoru x pfi zobrazeni f 4 je tedy linedrni kombinace sloupcovych vektoru
matice A s koeficienty rovnymi slozkdm vektoru x.
Prepiseme-li vyraz Ax pomoci ,,prvkové“ definice souc¢inu matice, mame

T1 G111 + @12T2 + - - - + A1y

Ta 21%1 + G22T2 + + -+ + G2 Ty
fa =

Tn Am1T1 + Am2T2 + -+ AmnTn

Kazda slozka obrazu vektoru x je tedy tvaru cizi + - - - + ¢, pro néjaké prvky
c; €T.

Priklad 4.42. V piikladu 4.39 jsme zjistili, Ze rotace v roviné kolem pocéatku
soufadnic o thel a v kladném sméru je zobrazeni fa : R? — R? urcené matici

A— cosa —sina
sinae  cos«
Obrazem vektoru x = (21, 72)7 je vektor

CcoS v —sin « T1COSQ — To Sin«
fa(x) = Ax = x4 ) + xo = .
sin « Cos « 1 sina + x5 cos «

Piiklad 4.43. Osova symetrie v roviné vzhledem k prvni soufadné ose je podle
prikladu 4.40 zobrazeni uréené matici

(0 5)

Piiklad 4.44. Zobrazeni f4 : R? — R3 uréené matici

A

5 1
A= 2 3 = (a1|a2)
1 -1

zobrazuje kazdy bod (p1,p2)” v roviné do bodu v 3-dimenzionalnim prostoru se

soufadnicemi
fa((pr,p2)") = pray + pray |
ktery lezi v roviné s parametrickym vyjadfenim {zia; + z0as : 1, 22 € R}.

Na obrazku 50 vidime nékolik bodti v roviné R? a jejich obrazy v prostoru R3. Na
rozdil od redlnych funkci jedné realné proménné si pro zobrazeni f4 urcené matici
A nemuzeme nakreslit graf, ze kterého bychom vidéli hodnotu zobrazeni v kazdém
bodé defini¢niho oboru. A

Pro zobrazeni fa : T"™ — T urCené matici A typu m X n nad télesem T
mame pouze predpis, jak pro dany vektor x = (x1,2s,...,2,)T spoéitat hodnotu
zobrazeni f4 v bodé x: fa(x) = Ax .

Dulezité je ale také umét si predstavit zobrazeni f4 : T™ — T™ jako celek, jako
jeden objekt. Graf zobrazeni neméme k dispozici, mtizeme ale vyuzit blokové schéma
pouzivané v fadé inzenyrskych obort. Elektroinzenyr si zobrazeni f4 predstavi jako
néjaky obvod (konkrétnich konstrukci obvodu mtze byt vice), ve kterém lze ménit
néjaké hodnoty x1,zs na vstupu (naptiklad proudy), které ovlivni jiné hodnoty
Y1, Y2, ys na vystupu (napiiklad napéti). Pokud si Zddny obvod neumime pfedstavit,
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X2

~

]

X3

OBRAZEK 50. Zobrazeni uréené redlnou matici typu 3 x 2

muZzeme zobrazeni fa povaZovat za ,Cernou skiinku“. Na obrazku 51 je ,Cernd
skiinka“ reprezentujici zobrazeni z ptrikladu 4.44.

X, ———>
Xo ————»]

OBRAZEK 51. Zobrazeni f4 urdéené matici typu 3 x 2

Zobrazeni f4 : T™ — T™ uréené obecnou matici A typu m x n si pak muZzeme
predstavit jako na obrazku 52.

X A >y

OBRAZEK 52. Zobrazeni f4 urdené matici typu m X n

Zobrazeni—¢erné skiince muzeme klast dotazy typu jakd je tvoje hodnota v proku
x € T" 7 Je-i A = (aj|az|---|a,) matice typu m X n nad télesem T a e; =
(1,0,...,0)T € T", pak

faler) =1la; +0ag +---+0a, =a; .

Sloupce v matici A tak muzeme zjistit jako hodnoty zobrazeni f4 v dobfe zvolenych
prvcich T™.
Definice 4.45. Je-li T néjaké téleso a n € N, pak pro kazdé j = 1,2,...,n ozna-
¢ime e; = (0,...,0,1,0,...,0)7 € T™ vektor, ktery ma j-tou slozku rovnou 1 a

vSechny ostatni slozky rovné 0. Vektory ej,eq,..., e, nazyvame prvky kanonické
baze v T".
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Pomoci prvki kanonické baze v T™ snadno dokazeme nésledujici pozorovani.

Pozorovani 4.46. Pro dvé matice A, B téhoz typu m X n nad stejnym télesem T
plati fa = fp prdavé kdyz A = B.

Diikaz. Obé& matice A, B zapiSeme pomoci sloupct, tj. A = (aj]as|---|a,) a B =
(b1|bz|--|by). Z rovnosti f4 = fp plyne rovnost a; = fa(e;) = fg(e;) = b, pro
kazdé j = 1,2,...,n, matice A, B maji stejné sloupce a proto se rovnaji.

Opac¢na implikace je trivialni. O

P1i odvozeni matice urcujici otoceni v roviné kolem pocatku souradnic o thel a v
prikladu 4.39 jsme vyuzili dvou vlastnosti rotace. Napfed jsme pouzili dvakrat sku-
teCnost, Ze rotace kolem pocatku zobrazi s-nasobek néjakého vektoru do s-nasobku
obrazu tohoto vektoru. A nakonec jsme pouzili fakt, Zze rotace zobrazi soucet dvou
vektort do souctu jejich obrazti. Tyto dvé vlastnosti méa zobrazeni urcené jakoukoliv
matici.

Tvrzeni 4.47. Je-li A matice typu m X n nad télesem T, pak pro kazdé dva arit-
meticke vektory x,y € T™ a kazdy prvek s € T plati

o fa(sx)=sfa(x),
o fa(x+y)=fa(x)+ faly)

Diikaz. Z prvni ¢asti tvrzeni 4.31 dostavame
o fa(sx) = A(sx) = s(4x) = s fa(x).
Podobné z definice 4.41 a distributivity ndsobeni matic ihned plyne

o falx+y)=Ax+y)=Ax+ Ay = fa(x) + faly).
0

Posledni tvrzeni ¥ika, ze zobrazeni uréena maticemi jsou velmi specialni: zacho-
vavaji nasobeni skaldrem a zachovavaji s¢itani. Takovym zobrazenim budeme v
kapitole 6 fikat linearni. Uvidime, ze zobrazeni f : T™ — T™ je rovno fa pro
néjakou matici A pravé kdyz f je linearni.

4.3.3. Soucin matic a skladani zobrazeni. Z definice 4.41 ihned dostaneme nésledu-
jici tvrzeni.

Tvrzeni 4.48. Jsou-li A matice typu m X n a B matice typu n X p nad stejnym
télesem T, pak zobrazeni fa : T™ — T™ a fp : TP — T™ muzZeme slozit v poradi
fafs a pro sloZené zobrazeni fafp : TP — T™ plati

fafe = fas -

Diikaz. Plyne ihned z asociativity nasobeni matic. Pro kazdy vektor x € TP plati

fafe(x) = fa(fB(x)) = fa(Bx) = A(Bx) = (AB)x = fap(x) .
O

Graficky muzeme sloZené zobrazeni f4 fp zndzornit jako na obrazku 53.

Tvrzeni 4.48 1ika, Zze tento diagram mutizeme nahradit jednodussim diagramem
na obrazku 54.

Ukéazeme si jesté€ nekolik ptikladd, jejichz feSeni je zalozené na tvrzeni 4.48. Jako
prvni dokdZeme souctové vzorce pro funkce sinus a cosinus.
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] B no.n | A m

OBRAZEK 53. Diagram pro sloZeni fa fp zobrazeni uréenych maticemi

OBRAZEK 54. Zobrazeni f4p uréené soufinem matic

Piiklad 4.49. Otocime-li rovinu kolem pocatku soufadnic o tihel 53, je tato rotace
podle piikladu 4.39 zobrazeni fz : R? — R? urdené matici

([ cosf —sinp
B(sinﬁ cos 3 )

Poté pootocime rovinu kolem pocatku jesté o thel o v kladném sméru. To je zob-
razeni f4 : R? — R? uréené matici

A= ( cos o —sina )
sina  cosa
Geometricky nahlédneme, ze slozenim f4 fp téchto dvou rotaci dostaneme rotaci
kolem pocatku o thel a + 5 v kladném sméru. Jeji matice je tedy

cos(a+ ) —sin(a+ f)
sin(a+ )  cos(a+ B)
Matici slozeného zobrazeni f4 fp dostaneme rovnéz jako soucin matic
AR — [ cosa —sina CQSB —sinf
sina cosa sinf  cosf
[ cosacosfB —sinasinfS —cosasinf — sinacos 3
"\ sinacosf +cosasinf3  —sinasin 3 + cos a cos 3

Protoze matice zobrazeni je urcend jednoznac¢né podle tvrzeni 4.46, plyne odtud
rovnost matic

( cos(e+ B) —sin(a+ fB) )
sin(fa+ B)  cos(a+ B)

[ cosacosf —sinasinf —cosasinf —sinacosf
~ \ sinacosf3+cosasinf —sinasin S + cosacos 3

Plati proto
cos(a + ) =cosacos 8 — sin asin 3,

sin(a + ) =sinacos § + cos asin
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pro libovolné dva uhly «, 8. A

Piiklad 4.50. Odvodime matici uréujici symetrie v roviné vzhledem k jakékoliv
pfimce prochazejici poc¢atkem. Tato symetrie je slozenim t¥i zobrazeni, jejichz ma-
tice uz zname. Pokud osu symetrie dostaneme z prvni souradné osy otocenim o
thel « v kladném sméru zacneme tim, Ze osu symetrie oto¢ime do sméru prvni
soufadné osy po sméru hodinovych rucic¢ek. Poté pouzijeme symetrii vzhledem k
prvni soufadné ose a nakonec vSe oto¢ime zpét.

X1

> X1

Lo

Ll

X1

OBRAZEK 55. Rozklad symetrie vzhledem k obecné pfimce

Matici symetrie vzhledem k obecné pfimce svirajici tthel @ s prvni soufadnou
osou tak dostaneme jako soudin matic

cosa —sina 1 0 cos(—a) —sin(—a)
sina  cosa 0 -1 sin(—a)  cos(—a)
[ cosa —sina cosa  sina
sine  cos« sinae —cosa
_ cos? a — sin® « 2 sin a cos « _( cos2a  sin2a
2 sin a cos « sin? a — cos? a sin2a  — cos 2«
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Symetrie vzhledem k ose uréené primkou prochézejici pocatkem soutradnic a
bodem (cos i, sin)? tak zobrazuje napifklad bod o soufadnicich (2,3)7 do bodu

cos2a  sin2«a 2
sin2a  — cos 2« 3
_{ 2cos2a+ 3sin 2«
~\ 2sin2a — 3cos 2«

A
Piiklad 4.51. Jaké zobrazeni dostaneme pokud udélame rotaci kolem pocatku o

thel a v kladném sméru nésledovanou symetrii vzhledem k prvni soufadné ose?
Toto slozeni je urcené soucinem matic

10 cosa —sina \ cose  —sina
0 -1 sina  cosa ~\ —sina —cosa
_( cos(—a) sin(—a)
T\ sin(—a) —cos(—a)

Na zékladé predchoziho ptikladu 4.50 tak mizeme odpovédét, ze slozené zobrazeni
je symetrie vzhledem k ose, kterou dostaneme z prvni souradné osy otocenim o thel
/2 v zdporném sméru, tj. po sméru hodinovych rucicek. A

Piiklad 4.52. Ortogondalni projekce na prvni soufadnou osu v roviné zobrazuje

kazdy bod (z1,72)T do bodu (x1,0)” na prvni soufadné ose.

X2
A

paf
pa---------9

Y

X1

®--------Jny

OBRAZEK 56. Projekce na prvni soufadnou osu

Odtud snadno dostaneme matici, ktera projekci na prvni soufadnou osu urcuje.

Plati totiz
1 0 I o X
0 0 To ) 0

pro kazdy bod (x1,22)T € R2. A
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Piiklad 4.53. Podobné jako v piikladu 4.50 dostaneme matici uréujici ortogo-
nalni projekci na pifmku prochézejici po¢atkem souiadnic a bodem (cos o, sina)?.
Rovinu napied oto¢ime o tthel —a tak, abychom pfimku, na kterou projektujeme,
presunuli do prvni soufadné osy. Poté udélame projekci na prvni soufadnou osu, a
nakonec oto¢ime rovinu o thel «a, abychom pifimku, na kterou projektujeme, vratili
zpét do puavodniho sméru. Matici projekce pak dostaneme jako soucin matic

(o) (o o) (o axts)

[ cosa —sina cosa  sino
sinav  cosa 0 0

_ cos? a sin « cos «

sin v cos «v sin? a
X2
A

e
e
\.
a
X1

OBRAZEK 57. Projekce na pfimku

A

Priklad 4.54. Podivame se jesté jednou na piiklad 3.17 z konce kapitoly o télesech.
Tam jsme v R? pomoci kvaterniont skladali rotaci kolem prvni soufadné osy o thel
/2 s rotaci kolem t¥eti soufadné osy o thel 7/2.

Matici B rotace kolem osy x7 o tihel 7/2 dostaneme tak, Ze do sloupct zapiSeme
obrazy prvki e, es, es kanonické baze:

1 0 O
B=10 0 -1
01 0

Analogicky dostaneme matici A rotace kolem osy x3 o thel 7/2:

0 -1 0
A= 1 0 0
0 0 1
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X2

Y

X1

X3

OBRAZEK 58. Kladné orientovany soufadny systém v prostoru

SloZenim je zobrazeni fafp = fap urcené sou¢inem matic

0 -1 0 1 0 0 0 0 1
AB=| 1 0 O 00 -1 |]=(12020
0 0 1 01 0 01 0

7Z matice AB uréime snadno obraz libovolného vektoru (z1, z2,x3)7:

1 0 0 1 X1 x3
faB | w2 = 1 0 0 To = =
T3 01 0 T3 T2

Odtud vidime, Ze slozené zobrazeni f4fp zobrazuje kazdy vektor (x,z,z)” opét
do vektoru (z,x,z)T. Osa vysledné rotace je tedy osou prvniho oktantu. Neni ale
vidét, ze jde o rotaci o thel 27/3 v kladném sméru, jak jsme zjistili vypoctem
pomoci kvaternioni. A

Priklad 4.55. Jednotkova matice I,, fadu n nad télesem T urcuje zobrazeni f7, :
T™ — T". Pro libovolny vektor x € T™ plati

fi,x)=ILx=x,
jednotkovd matice I,, tedy urcuje identické zobrazeni na mnoziné T™ vSech n-

slozkovych aritmetickych vektorti nad télesem T. A

Identické zobrazeni na mnoziné T" budeme v dal$im textu oznacovat idpn.

4.3.4. Dudlni zobrazeni. Matice A typu m x n nad T urcuje zobrazeni fa : T™ —
T™. Obrazem aritmetického vektoru x € T" je Ax, coz mizeme ponékud nepresné
vyjadiit slovy ,,fa je ndsobeni zleva matici A“. V fadé situaci méa vyznam i tzv.
dudlni zobrazeni far : T™ — T uréené transponovanou matici A”. ProtoZe pro
libovolny aritmeticky vektor y € T™ plati

Aly =(y"A)" |
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obrazem fadkového vektoru y” je vektor yT A napsany do fadku. V tomto smyslu
»far je ndsobeni zprava matici A“.

Vyznam obou zobrazeni f4 i faqr si ukdZzeme na matici vstupt do vyroby z
prikladt 4.2 a 4.18.

Priklad 4.56. Matice A = (a;;) typu m x n nad R zaznamenavé vstupni néklady
na produkty, fadky odpovidaji produktim a sloupce vstuptim. Prvek a;; je roven
poctu jednotek vstupu j potfebnych k vyrobé produktu i.
Jak jsme nahlédli v pfikladu 4.18, je-li x € R™ vektor jednotkovych cen vstup,
pak Ax je vektor vyrobnich cen. TakZe
R"™ — RrR™
jednotkové ceny vstupd +~— vyrobni ceny produktii

fa:

Podobné se nahlédne, Ze je-li y € R™ pocet vyrobku, které chceme vyrobit, pak
ATy udava potiebny pocet jednotek vstupu — i-t4 slozka je pocet jednotek vstupu
i potfebnych k vyrobé daného poctu vyrobkii. Schematicky

R™ — R™
pocet vyrobkii +— pocet jednotek vstupt

far

Na okraj jesté poznamenejme, Ze nas v této situaci bude asi nejvice zajimat zobra-
zeni g : R™ x R™ — R definované g(y,x) = y! Ax, které v sobé v néjakém smyslu
ukryva obé zobrazeni fa i fyr.

) R™ x R™ - R
g: (pocet vyrobkt, jednotkové ceny vstupl) +— cena
A

4.4. Regularni matice. V dalsi ¢4sti této kapitoly se budeme zabyvat otézkou,
kdy ke ¢tvercové matici existuje inverzni matice.

4.4.1. Algebraicky a geometricky pohled. Za¢neme algebraickou definici.

Definice 4.57. Ctvercova matice A nad télesem T fadu n se nazyva invertovatelnd,
pokud existuje ¢tvercova matice X nad T fadu n takova, ze AX = XA = I,,. Matici
X nazyvame inverzni matice k A a oznacujeme ji A71.

V pozorovani 4.64 nahlédneme, Ze inverzni matice je, pokud existuje, uréena
jednoznacné.

Geometricky si matici A pfedstavujeme jako zobrazeni f4 urcené matici A. K
zobrazeni fa : T™ — T" existuje inverzni zobrazeni pravé kdyz f4 je vzajemné
jednoznacné zobrazeni, tj. prosté a obor hodnot fa se rovna T". Misto vzajemné
jednoznacné zobrazeni se také pouziva termin bijekce.

Definice 4.58. Ctvercovad matice A nad télesem T fadu n se nazyvéa requldrni,
pokud je zobrazeni fq : T™ — T"™ urdené matici A vzdjemné jednoznacné (tj.
bijekce).

Ctvercova matice, ktera neni regularni, se nazyva singuldrni.

Pfipomenime, Ze zobrazeni fu : T™ — T™ je definované piedpisem f4(x) = Ax
pro libovolny vektor x € T"™. Vzajemna jednoznacnost zobrazeni f4 znamena, Ze
pro kazdy vektor b € T™ existuje pravé jeden vektor x € T", pro ktery plati
fa(x) = Ax = b. Plati proto néasledujici pozorovani.
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Pozorovani 4.59. Matice A je regularni pravé kdyZ soustava Ax = b md pravé
jedno reseni pro kaZdou pravou stranu b.

Ukazeme, ze pojmy invertovatelnd matice a regularni matice splyvaji. Jedna z
implikaci se dokaze snadno.

Tvrzeni 4.60. KaZdd invertovatelnda matice je requldrni.

Diikaz. Je-li A invertovatelnd, existuje matice X, pro kterou plati AX = XA = I,.
Podle tvrzeni 4.48 plati pro zobrazeni fs : T" — T™ a fx : T™ — T"™ rovnosti

fafx = f1, =idrn,  fxfa= fr, =idr=

Pouzili jsme fakt, zZe zobrazeni f; je identické zobrazeni na mnoziné T, viz pii-
klad 4.55. Zobrazeni fx urcené matici X je tedy inverzni k fa, coz dokazuje, Ze
zobrazeni f, je vzajemné jednoznacné. ([l

Priklad 4.61. Z geometrického nédhledu vidime, Ze matice odpovidajici rotaci ko-
lem pocatku a symetrii vzhledem k pfimce prochézejici pocatkem jsou regularni,
protoZze tato zobrazeni jsou vzajemné jednozna¢na. Inverzni matice X k matici

rotace o thel «
cosa —sina
A= .
sina  cos«

musi urcovat inverzni zobrazeni k této rotaci, a geometricky vidime, Ze inverznim
zobrazenim je rotace o tthel —a. Zvolime-li

v ( cos(—a) —sin(—a) > _ ( cosa  sina ) |

sin(—a)  cos(—a) —sina  cosa

snadno ovéfime, ze AX = XA = I5. A
Priklad 4.62. Matice symetrie vzhledem k pfimce prochézejici pocatkem a bodem
(cos a, sina)” se rovna

cos2a  sin 2«
B = .
sin2a  — cos 2«

Vypoétem snadno ovéiime, ze B2 = I,, neboli Ze inverzni matice k B je opét B, coz
odpovida geometrickému faktu, ze symetrie vzhledem k pfimce je inverzni k sobé
samé. A

Piiklad 4.63. Matice uréujici projekci na osu z; v R? je singulérni, protoze pro-
jekce roviny na pfimku neni vzdjemné jednozna¢né zobrazeni (dokonce neni ani
prosté ani na cely prostor R?). Projekce je uréend matici

10
(v3)

kterd proto nemtize byt invertovatelnd. O tom se snadno piesvédéime, nebot pro
kazdou ¢tvercovou matici X fadu 2 je druhy fadek sou¢inu C X nulovy, proto C'X #
I,. V souc¢inu XC je vzdy nulovy druhy sloupec, proto také XC' # I5. A

Stejné jako v pripad€ inverznich prvku v télese je také inverzni matice k matici A
urcend jednoznacné, pokud existuje. Protoze nasobeni ¢tvercovych matic stejného
fadu neni komutativni operace, budeme jednoznacnost inverzni matice formulovat
opatrnéji.
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Pozorovani 4.64. Jsou-li A, X,Y ctvercové matice stejného fddu n nad stejnym
télesem T, pro které plati YA = I, a AX = I, pak plati Y = X. Specidlné je
inverzni matice k invertovatelné matici urcend jednoznacne.

Diikaz. Staci vyuzit asociativitu nasobeni matic:
Y=YI,=YA4AX)=YAX=[X=X .
O

Budeme tikat, Ze plati-li pro néjaké dvé matice (nemusi byt ani ¢tvercové) X, A
rovnost AX = I,, pak X je inverzni zprava k matici A a A je inverzni zleva k
matici X. Posledni pozorovani tedy tika, ze v pfipadé ¢tvercovych matic se kazda
matice inverzni zleva k matici A rovna kazdé matici inverzni zprava k A.

Zduraznéme ale jesté jednou, ze pojmy invertovatelné a regularni matice se tykaji
pouze ¢tvercovych matic.

Ukézali jsme uz, ze kazda invertovatelna matice je regularni. Opac¢nou implikaci
dokézeme tim, ze popiSeme postup jak najit inverzni matici ke kazdé regularni
matici.

4.4.2. Hledani matice inverzni zprava. K dané regularni matici A fadu n napred
najdeme matici X takovou, ze AX = I[,,. Budeme provadét obecnou diskuzi a
zaroven ji ilustrovat na prikladu realné matice

=(25)

Predevsim si vSimneme, Ze sloupce jednotkové matice I, jsou prvky eq,es, ..., e,
kanonické baze v T™, tj. sloupcovy zépis jednotkové matice I,, je (ei]es|:--|en).
Rovnost AX = I,, pomoci definice souc¢inu matic prepiSseme do tvaru

A(xafxa| - |xn) = (Axq|Axg| - - [Axp) = (e1]ez] - -|en) .
Nalezeni étvercové matice X = (x1|x2|---|xy), pro kterou plati AX = I,,, se tak
redukuje na feseni n soustav linearnich rovnic Ax; =e; proi=1,2,...,n.

= O

Resime soustavy linearnich rovnic se stejnou matici A a s rfiznymi pravymi
podle pozorovani 4.59.
V nasem konkrétnim prikladé potfebujeme vytesit soustavy
Tak je vyfesime.
1 3 1 3 1 T11 _ 3
2 910 3| — ’ T21 - 72/ ’
- , . 1 3.
Matice inverzni zprava k matici A = RS tedy
3 -1
X = ( —2/3 1/3 )

stranami. Protoze A je regularni matice, kazda soustava ma jednoznac¢né FesSeni
1 3 Tr11 o 1 1 3 12 _
2 9 21 ) L0 )’ 29 Ty )
1
0 2 3
1 3]0 -~ 1 3]0 T12 _ -1
2 9|1 0o 3(1)° xe2 )\ 1/3
Provedeme nyni dvé modifikace tohoto postupu.
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ProtoZe je matice vSech n soustav stejnd, totiz A, je mozné vSechny soustavy
fesit stejnymi fadkovymi tpravami. Proto je muZeme feSit najednou tak, ze pravé
strany napiseme vedle matice soustavy vSechny vedle sebe a upravime celou matici
do odstupniovaného tvaru. Dopocteni zpétnou substituci pak probéhne zvlast pro
kazdou pravou stranu. V nasem piipadé

1 3|1 0 1 3] 1 0
2 910 1 0 3|-2 1

Pfed druhou modifikaci si uvédomime, jak vypadéa odstupiiovany tvar matice A
po Gaussové eliminaci. Z predpokladu regularity matice A plyne, Ze rovnice Ax = b
mé pravé jedno feSeni pro kazdé b. Pfi feseni soustav Ax; = e;, tak nedostaneme
zaddné volné proménné. Tim padem musi pro odstupnovany tvar matice A platit
r=nak =1,k =2,...,k, = n, coZ znamend, ze hodnost matice 4 je n a
vSechny jeji sloupce jsou bazové. Jesté jinymi slovy, odstupniovany tvar matice A je
horni trojahelnikové matice s nenulovymi prvky na hlavni diagonéle.

Slibena druhé modifikace. Po prevedeni soustav na odstuptniovany tvar budeme
déle pokracovat v elementarnich fadkovych tpravach tak, abychom na levé strané
dostali jednotkovou matici I,,. To lze provést diky tomu, Ze odstupniovany tvar je
horni trojuhelnikova matice s nenulovymi prvky na hlavni diagonale. Postup je
takovy, Ze nejprve ,doeliminujeme® druhy sloupec — pfi¢tenim vhodného nésobku
druhého fadku k prvnimu docilime, %e hodnota na pozici (1,2) je nula. Pak vy-
nulujeme pfi¢tenim vhodngch nésobki pozice (1,3) a (2,3), atd. Timto vznikne
diagonalni matice s nenulovymi prvky na hlavni diagonéle, ze které umime udélat
jednotkovou vynasobenim rfadkd vhodnymi nenulovymi prvky.

V nasem ptipadé mame

1 3|1 0 1 31 0
2 9|10 1 0 3|-2 1

1 03 -1 1 0] 3 -1
0 3|-2 1 0 1|-2/3 1/3

Soustavu s jednotkovou matici je velmi snadné vyfeSit — feSenim je pfimo prava
strana. Postup lze nyni shrnout nasledovné. Réddkovymi Gpravami pfevedeme matici
(A | I,) do tvaru (I,, | X) a vpravo si pfecteme vyslednou matici X, ktera je inverzni
zprava k matici A.

4.4.3. Hleddni matice inverzni zleva. Ukazali jsme, Ze k regularni matici A existuje
matice X inverzni zprava, tj. plati AX = I,,. K dikazu, Zze X je inverzni matice k
A staci dokazat, ze také X A = I,,. Diky pozorovani 4.64 nam staci najit jakoukoliv
matici Y fadu n, ktera je inverzni zleva k A.

Ve skutecnosti jsme ji uz nasli v pribéhu elementarnich radkovych uprav

(A‘In)’\""’\’(In|X)

vedoucich k matici X.

Podivejme se na tento postup pomoci elementarnich matic. V tvrzeni 4.25 jsme
nahlédli, ze kazda elementarni radkova tprava néjaké matice odpovida nasobeni
této matice néjakou elementarni matici zleva. Pfipomenime, Ze vSechny elementarni
matice jsou &tvercové, a tedy stejného Fadu jako matice A. Upravy lze zapsat jako

(A| L) ~ By(A ] L) ~ Ba(By(A | L) ~ ...

kde F1, F>, ... jsou elementarni matice ptislusnych elementarnich fadkovych tprav.
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Vezmeme-li v ivahu asociativitu nasobeni matic a pravidlo o nasobeni po blocich,
milzeme postup zapsat ve tvaru

(A| 1) ~ (F\A | EyI,) = (B1A | Ey) ~ (E3E1A | BsEy) ~ -+~
~(Ey...BsE\A | Ey.. . EoEy) = (I, | X) .

Srovnanim levych bloki v posledni rovnosti dostavame, ze pro maticiY = Ey ... FoFy
plati YA = I, takZe matice Y je inverzni zleva k matici A. Na zdkladé pozoro-
vani 4.64 muzeme konstatovat, ze Y = X. Tuto rovnost také ziskame srovnanim
pravych blokt v posledni rovnosti predchoziho vypoctu.

Pro matici X nalezenou v ¢asti 4.4.2 tedy plati XA = AX = I,, tj. X je
inverzni matice k matici A. SoucCasné jsme zjistili, ze X muzeme vyjadiit jako
soucin elementarnich matic.

4.4.4. Charakterizace requldrnich matic. Nésledujici véta shrnuje rtizné ekvivalentni
charakterizace regularity — geometrické charakterizace, charakterizace pomoci od-
stupniovaného tvaru, a algebraické charakterizace pomoci invertovatelnosti a ele-
mentarnich matic.

Véta 4.65. Pro c¢tvercovou matici A 7ddu n nad télesem T jsou ndasledujici tvrzeni
ekvivalentni:
(1) matice A je reguldrni,
(2) zobrazeni fa je na T™ (jinymi slovy, soustava Ax = b md pro kaZdou
pravou stranu b € T™ alespori jedno tesent),
(3) zobrazeni f 4 je prosté (jingmi slovy, soustava Ax = b md pro kaZdou pravou
stranu b € T™ nejvyse jedno Teseni),
(4) soustava Ax = o md jediné reSeni x = o,

(5) Gaussova eliminace prevede matici A do horniho trojihelnikového tvaru
s nenulovymi pruky na hlavni diagondle (ekvivalentné do odstupriovaného
tvaru bez nulovych vddki),

(6) matici A lze prevést elementdrnimi fddkovymi dpravami do jednotkové ma-
tice I,

) matice A je invertovatelnd,

) existuje ctvercovd matice X Fadu n takovd, Ze AX = I,
) existuje ¢tvercovd matice Y Tddu n takovd, Ze YA =1,
) matice A je souc¢inem elementdrnich matic.

Diikaz. Implikace (1) = (3) = (4) a (1) = (2) jsou trividlni.

Argumenty pro (2) nebo (4) = (5) = (6) = (7) = (1) byly jiz pfedvedeny vyse,
takze je jen stru¢né shrneme.

(4) = (5). Resime-li soustavu rovnic Ax = o Gaussovou eliminac{ a ziskdme
odstupniovany tvar s alespor jednou volnou proménnou, pak méa soustava vice feseni
(u soustavy s nulovou pravou stranou se ani nemuze stat, Ze FeSeni neexistuje).
Podobné ukazeme (2) = (5). Pokud odstupiiovany tvar matice A mé nulovy fadek,
pak soustava Ax = b nema pro néjakou pravou stranu feSeni, takze f4 neni na.
Toto si rozmyslete podrobné jako cviceni.

(5) = (6). Matici A pfevedeme do horni trojihelnikové matice s nenulovymi
prvky na diagonéle a pak doeliminujeme postupné druhy sloupec, tfeti sloupec,
atd. Ziskdme diagonalni matici a stac¢i vynasobit Fadky vhodnymi prvky télesa.



112 LIBOR BARTO A JIRI TUMA

(6) = (7). Toto je jadro dtikazu. Pouzijeme postup (A | I,) ~ -+ ~ (I, | X).
Divame-li se na tento postup jako na feSeni m soustav linedrnich rovnic, mame
AX = I,. Divame-li se na néj jako na nasobeni elementarnimi maticemi zleva,
ziskdme XA = I,,.

(7) = (1). Pfedvedeme algebraicky argument, jiz jsme vidéli geometricky. Plati-
i Ax = b, pak A~'Ax = A~'b, takZe rovnice ma nejvyse jedno feseni, a to x =
A~1b. Na druhou stranu, tento vektor je skuteéné fesenim, protoze A(A~1b) = b.

Nyni jsme dokézali, ze tvrzeni (1), (2), (3), (4), (5), (6), (7) jsou ekvivalentni.
Ekvivalenci regularity s podminkou (10) ukdZzeme pozdé&ji v tvrzeni 4.72.

Trivialné plati (7) = (8), (9), takze staci dokdzat tieba (8) = (2) a (9) = (3).

(8) = (2). Je-li AX = I, pak fafx = f1, = idrn, takze k zobrazeni f,
existuje zobrazeni inverzni zprava, tedy fa je na. Implikace (9) = (3) se dokaze
obdobné.

Piiklad 4.66. Najdeme matici inverzni k matici A nad télesem Zs, pokud existuje.

0 2 4
A=13 1 4
4 2 1
Rédkovymi tpravami upravujeme (A | I3):
0 2 4/1 00 31 4]0 1 0 31 470 10
31 4/01 0 |~102 41 00 |~[024|1 00|~
4 2 10 0 1 4 2 170 0 1 0 4 4(0 2 1
31 4/0 1 0 30 212 10 3 0 01 2 3
02 41 0 0 JJ~]102 4|1 00 |~1020[|4 21|~
00 113 2 1 0 0 13 21 0 0 13 21
1 0 0]2 4 1
~1 0 1 02 1 3
0 0 1(3 2 1
Takze A je regularni a plati
2 4 1
At=( 21 3
3 21

A

Priklad 4.67. Najdeme matici inverzni k matici A nad télesem Zo, pokud existuje.

1 0 1

A= 0 1 1

1 1 0

Opét fadkovymi Gpravami upravujeme (A | I,,):
10 1|1 0 O 10 111 00 1 0 111 00
01 1/010])~101T1l01O0]|~|0T1TT1|0 10
1 1 0{0 0 1 01 1(1 0 1 00 01 1 1

Odstupnovany tvar matice A neni horni trojihelnikova matice s nenulovymi prvky
na diagondle, takze A je singuldrni podle (1)< (5) z véty 4.65. Inverzni matice
neexistuje podle bodu (7) stejné véty.

Chépeme-li A jako matici nad télesem Z3 nebo R, pak je regularni. A
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Priklad 4.68. Nékdy je vyhodnéjsi se trochu zamyslet nez ihned zacit pocitat
podle uvedeného algoritmu. Pfikladem je vypocet inverzni matice k realné matici

11 1
A=|1/2 0 o0
1 0 1/3

Hleddame matici X takovou, ze AX = I3. Znovu si uvédomime, Ze pii nasobeni
matice X zleva matici A délame linedrni kombinace fadkt matice X, kde koeficienty
jsou v fadcich matice A — tvrzeni 4.23. Druhy fddek matice A nam fiké, Ze druhy
fadek vysledné matice I3, tj. fadek (0, 1,0), je 1/2-ndsobek prvniho Ffadku matice
X. Z toho okam?zité vidime, Ze prvni fddek matice X je (0,2,0).

0 20
X=17?7 177
777

Z posledniho fddku matice A vidime, Ze tfeti fadek vysledku I3, tj. (0,0,1), je
roven 1-nasobku prvniho fadku matice X (o tom uz vime, Ze se rovna (0,2, 0)) plus
1/3-néasobku tfetiho fddku matice X. Z toho snadno dopoéteme, ze tfeti fadek X
je (0, —6,3).

0 2 0
X=17? 7 7
0 -6 3

Z prvniho faddku matice A pak podobné dopoditame druhy rfadek matice X a zis-
kame

0 2 0
X=11 4 =3
0 -6 3

Snadno ovéfime, ze X je skutecné matice inverzni.
Jako cviceni provedte podobnou tivahu sloupcové pro rovnici X A = I3 a fadkové
pro rovnici X A = Is. A

Priklad 4.69. Pokud A je reguldrni matice, pak kazdéa soustava rovnic Ax = b
mé podle definice regularni matice pravé jedno feseni. Jak jsme jiz vidéli v dikazu
véty 4.65, vynasobenim obou stran matici A~! zleva ziskdme explicitni vzorec:

x=A"1b .
Napriklad fesenim soustavy rovnic nad Zs
0 2 4 T 1
3 1 4 T2 = 2
4 2 1 T3 3
je vektor
1 2 4 1 1 3
Ty | =A"'b=| 2 1 3 2 1=131],
T3 3 21 3 0

kde A~! jsme spoéitali v piikladu 4.66.
K numerickému Feseni konkrétnich rovnic se vzorec x = A~ 'b nehodi, protoze
Gaussova eliminace a zpétna substituce je rychlejsi postup. Stejné jako v ¢asti 2.7
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miZeme spocitat, ze samotny vypocet inverzni matice pfevedenim matice (A|Il,)
do matice (I,,|A~1) pomoci elementarnich fadkovych tiprav vyzaduje

n3 nésobeni/déleni a n® — 2n% +n séitani/odcitani .
K tomu je tieba jesté pFipodist pocdet operaci nutnych k vypoétu soucinu A~'b,
ktery se rovna

2

n? nasobeni/déleni a n?

—n s¢itédni/odéitani .
Celkem tedy TeSeni soustavy Ax = b s regularni matici A pomoci vzorce x = A~'b
vyzaduje
n® 4+ n* nasobeni/déleni a n® —n? séitani/odéitani .

Pro velka n je to zhruba ttikrat vice aritmetickych operaci nez je tfeba na Gaussovu
eliminaci a zpétnou substituci.

Vzorec se spis$ hodi pro teoretické iivahy, kdy potfebujeme zapsat feSeni obecné
soustavy linearnich rovnic s regularni matici. A

Dilezité priklady regularnich matic tvori elementarni matice. To je v souladu se
skutecnosti, ze elementarni tpravy jsou vratné.

Tvrzeni 4.70. KazZdd elementdrni matice je reguldrni, navic inverzni matice k
elementdrni matici je opét elementdrni.

Dikaz. K dikazu miZeme pfimo najit matice inverzni, jsou jimi matice tprav,
které rusi efekt prislusné elementarni tpravy. Pak pouze vyuzijeme ekvivalenci in-
vertovatelnosti a reguldrnosti z charakterizacni véty 4.65. [

4.4.5. Regularita a maticové operace.

Tvrzeni 4.71. Jsou-li A, B reguldrni matice stejného 7ddu n nad stejnym télesem
T at €T nenulovy prvek, pak plati
(1) A~ je requldrni a plati (A=1)~1 = A,
(2) AT je reguldrni a plati (AT)~1 = (A=1)7,
(3) tA je reguldrni a plati (tA)~1 =t"1A7L,
)

(4) AB je requldrni a plati (AB)~! = B~1A~L
Diikaz. Diikaz miizeme provést tak, ze ukazeme, Ze popsané matice jsou skutecné
matice inverzni (stac¢i z jedné strany). Napiiklad (AB)~' = B71A~!, protoze
(B7'A"Y)(AB) =B Y(A'A)B=B"'B=1. O

Geometrickou interpretaci bodu (1), (3), (4) si rozmyslete jako cviceni.

Pro s¢itani podobné tvrzeni neplati, staci se podivat na soudet A + (—A), kde
matice A (a tim paddem i —A) je regularni, napiiklad A = I,,.

Pomoci bodu (4) dokon¢ime diikaz charakteriza¢ni véty 4.65.

Tvrzeni 4.72. Ctvercovd matice A je requldrni prdavé tehdy, kdyZ jde napsat jako
soucin elementdrnich matic.

Diikaz. Kazda elementarni matice je regularni podle tvrzeni 4.70, takze podle bodu
(4) v pfedchozim tvrzeni je libovolny souéin elementarnich matic regularni matice.
To dokazuje implikaci zprava doleva.

Naopak, je-li A regularni, pak ji lze elementarnimi fadkovymi ipravami pievést
na jednotkovou matici (podle bodu (6) charakteriza¢ni véty 4.65). Elementérni
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radkové upravy se daji napsat jako nasobeni zleva elementarni matici, takze existuji
elementarni matice Fy, Es, ..., Ej takové, ze
Ey-- EoEnA=1,
kde n je fAd A. ProtoZe elementarni matice jsou regularni (podle tvrzeni 4.70), tedy
i invertibilni, mizeme vztah upravit na
—1 -1 -1
A=E"E, - E_ .

Ted jsme hotovi, protoze inverzni matice k elementarnim maticim jsou elementarni
(opét podle tvrzeni 4.70). O

Priklad 4.73. Z dukazu také vidime postup, jak rozklad na elementarni matice
nalézt. Najdeme rozklad matice
0 2 3
1 00

3 0 3
nad Zs. Matici prevedeme elementarnimi fadkovymi tpravami na jednotkovou a
zaznamename si upravy.

A:

0 2 3 1 00 1 00
100 ]|~1023]|~[02 3]~
3 0 3 3 0 3 0 0 3
100 100 100
~ 02 0]~1010]|~10T10
0 0 3 0 0 3 0 01
Matice tiprav jsou
01 0 1 00 1 00
Ey=|1100]), Ea=|1010], Es=|01 4],
0 0 1 2 01 0 0 1
1 00 1 00
Es=10 3 0], Es=1010
0 0 1 0 0 2
Takze mame
A=FE'E;'E;'E; EST
01 0 100 1 00 100 100
=11 00 010 01 1 0 2 0 0 1 0
0 0 1 3 01 0 0 1 0 0 1 0 0 3

A

Nyni miizeme také elegantné popsat, kdy lze jednu matici dostat z druhé posloup-
nosti elementarnich fadkovych tprav. Uvazujme dvé matice A, B stejného typu (nad
stejnym té&lesem). Pokud B vznikla z A posloupnosti elementarnich tprav, pak pro
prislusné elementarni matice F, ..., Ey, které popisuji provedené upravy, plati

B=Ey---EyFE A .
Podle tvrzeni 4.72 je matice R = Ej, - - - F; regularni.

Naopak, pokud B = RA pro néjakou reguldrni matici R, pak podle stejného
tvrzeni plati R = E} --- EsFEq pro né€jaké elementarni matice E,..., Ex. Z toho
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vyplyvéa, Ze B lze z A ziskat posloupnosti elementarnich tprav. Dokézali jsme né-
sledujici tvrzeni.

Tvrzeni 4.74. Necht A, B jsou matice typu m X n nad télesem T. Pak B lze
z A ziskat posloupnosti elementdrnich Tdadkovych uprav prdvé tehdy, kdyz existuje
requldrni matice R vadu m nad T takovd, Ze B = RA.

4.4.6. Jednostranné inverzy. Pro zobrazeni f : X — X na nekonefné mnoziné X
obecné neplati, Ze f je vzajemné jednoznacné, pokud je f prosté. Také neplati, ze f
je vzajemné jednoznacné, pokud je f na. To je rozdil oproti situaci, kdy je mnozina
X je konecna. Ve vété 4.65 jsme ukazali Ze zobrazeni tvaru fa : T™ — T" (pro
¢tvercovou matici A) jsou ,sporfddand® v tom smyslu, Ze kdykoliv je f4 prosté nebo
na, pak je fa vzdjemné jednoznac¢né. Dokéazali jsme tam také, Ze pro ¢tvercovou
matici A je zobrazeni f4 prosté (ekvivalentné na) préavé tehdy, kdyz A m4 inverzni
matici (zleva nebo zprava). Nésledujici dvé tvrzeni podavaji podobné charakterizace
pro obecné, ne nutné ¢tvercové, matice.

Tvrzeni 4.75 (o matici inverzni zprava). Pro matici A typu m x n nad T je
ekvivalentni:

(i) Emistuje matice X typu n X m nad T takovd, Ze AX = I,.

(ii) Zobrazeni fa : T™ — T™ je na T™.
Dikaz. Pokud AX = I, pak pro pfislusnd zobrazeni fa a fx plati fax = f1,,,
tedy fao fx =idrm. K zobrazeni f tedy existuje zprava inverzni, f4 je proto na
.

Naopak, predpokladejme, Ze fa je na. Pro j-ty sloupec e; jednotkové matice
I, najdeme néjaké feSeni soustavy rovnic Ax; = e; (FeSeni existuje, protoze fa
je na). Vektory x; srovname do sloupct matice X = (x1|x2|...|x,,). Pak plati
AX = (Axq] ... |Axy) = I, O

Tvrzeni 4.76 (o matici inverzni zleva). Pro matici A typu m X n nad T je ekvi-
valentni:

(i) Existuje matice X typu n X m nad T takovd, Ze XA = I,,.

(ii) Zobrazeni fa :T™ — T™ je prosté.
Diikaz. Prvni ¢ast se dokaze obdobné jako u predchoziho tvrzeni. Z rovnosti X A =
I, plyne fx o fa= fxa = f1, =idpn.

Je-li naopak zobrazeni f4 prosté, ma soustava Ax = o jediné feseni x = o.
Vsechny proménné jsou bazové. Gaussova eliminace prevede A do odstupniovaného
tvaru C, kde prvnich n fadkd v C' je nenulovych a ostatni jsou nulové. Stejné
jako v algoritmu pro hledani inverzni matice zménime pomoci elementarnich tprav
vSechny pivoty na 1 a vynulujeme prvky nad nimi. Dostavame

O(mfn)xn

pro vhodné elementarni matice E1,..., Ey. Matici X definujeme jako prvnich n
radkt matice Ey - - - E1. O
4.5. Soustavy linearnich rovnic podruhé. Matice poskytuji efektivni formalis-
mus ke studiu soustav linearnich rovnic. Jiz samotné formulace problému je nyni

velice elegantni: pro danou matici A typu m x n nad T a dany aritmeticky vektor
b € T™ hleddme vSechny x € T, pro které plati

Ax=Db .
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4.5.1. Twvar reseni. V kapitole 2 jsme si ukazali, Ze mnozinu vsech feseni soustavy
Ax=Db

m linedrnich rovnic o n neznamych nad télesem T mutzeme zapsat jako

u+2tpvp : tp €T prokazdé pec P
peP
kde
e P je mnozina indext volnych proménnych,
e u, v,, p € P, jsou ,vhodné“ n-slozkové aritmetické vektory nad T.
Navic vime, Ze rtzné volby parametrt ¢, € T' davaji riznd FeSeni. (Vlastné jsme
vSe probirali jen pro T = R, ale postup nad obecnym télesem je stejny.)
Aritmetické vektory u a v,, p € P jsme ziskali uzitim zpétné substituce a alge-
braickych tprav. Jde spocitat tyto vektory pfimo? Co se stane, kdyZz zménime pouze
pravou stranu soustavy? Nyni méme nastroje na takové otazky snadno odpoveédét.
Z tvaru TeSeni vidime, Ze zvolime-li hodnoty parametrt ¢, = 0 pro kazdé p € P,
dostaneme Feseni x = u. Vektor u tedy mtzeme spocitat z odstupnovaného tvaru
tim, Ze zvolime volné proménné rovné 0 a dopocteme feSeni soustavy. Zvolime-
li jeden z parametri ¢, = 1 a ostatni parametry rovné 0, dostaneme jiné feSeni
X = u+v,. Z nasledujici pozorovani vyplyva, ze vektor v, = (u+v,)—u je fFeSenim
soustavy se stejnou matici a nulovou pravou stranou, tzv. prislusné homogenni
soustavy.

Pozorovani 4.77. Jsou-li u a w dvé teseni soustavy linedrnich rovnic Ax = b,
pak w — u je resenim soustavy Ax = o.

Dikaz. Protoze jsou aritmetické vektory u, w feSeni soustavy Ax = b, plati Au =
Aw = b. Potom
Aw—-—u)=Aw—-Au=b—-b=o0 .

Aritmeticky vektor w — u je proto feSenim soustavy Ax = o. O

Definice 4.78. Soustava Ax = o se nazyva homogenni soustava linedrnich rovnic
(pfislusnd k soustavé Ax = b).

Vektor vy, p € P lze tedy ziskat tak, Ze zvolime x,, = 1, ostatni volné proménné
zvolime rovné 0 a dopocteme FeSeni pFislusné homogenni soustavy. Tato po-
zorovani nam dévaji odpovéd i na druhou otdzku — smérové vektory v, na pravé
strané vibec nezalezi. Geometricky, zménime-li pravou stranu, fesenim bude utvar
rovnobézny k ptivodnimu.

Priiklad 4.79. Vratime se k soustavé k piikladu z oddilu 2.3.4. Po eliminaci jsme
ziskali ekvivalentni soustavu s rozsifenou matici

2

%)

1 2 -1 3 0
00 1 0 2
Soustava ma FeSeni, bazové proménné jsou x; a rz, volné proménné jsou o, T4 a
5. Mnozina vSech feSeni proto bude tvaru
{ll + tovo +tyvy + 5y i lo,ty,t5 € R},

Na rozdil od predchoziho postupu, uréime nyni aritmetické vektory u, vo, v4 a vs
rychleji. Zvolime xo = x4 = x5 a dopoc¢teme FeSeni soustavy zpétnou substituci. Pti
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pocitani na papife to vétsinou pujde zpaméti. Nasledujici schéma znazornuje volbu
parametri a postupny vypocet proménnych x3 a .

(?7Oa?a070)T (?,0,—3,0,0)T (_1a07_37030)T =u

Vektor vy uréime volbou z2 = 1,24 = x5 = 0 a dopoctenim FeSeni prislusné
homogenni soustavy.

(7,1,2,0,00" (2,1,0,0,00" (-2,1,0,0,0)" = v,
Podobné spocitame v, a vs.
(7,0,7,1,0)" (2,0,0,1,00" (-3,0,0,1,0)" = vy
(2,0,7,0, )" (2,0,-2,0,1)T (=2,0,-2,0,1)T = v

Mnozina fesSeni je tedy

—1 -2 -3 -2
0 1 0 0
-3 +to 0 + 1y 0 +t5 -2 Zt27t4,t5€R
0 0 1 0
0 0 0 1

Vsimnéte si rovnéz, ze

thvp : tp, €T prokazdé pe P
peP

je mnozina v8ech feSeni pfislusné homogenni soustavy. Mnozina vSech feseni homo-
genni soustavy Ax = o je dilezitou charakteristikou matice A, kterd bude v dalsim
textu hrat vyznamnou roli pfi zkoumani matic.

Definice 4.80. MnozZina vSech feSeni homogenni soustavy linearnich rovnic Ax = o
se nazyva jadro matice A nebo také nulovy prostor matice A. Oznacujeme ji Ker A.

Nabizeji se dalsi otazky. Je dulezité zvolit pii vypoctu u vSechny volné proménné
rovny 0, nebo muzeme volit libovolné? Véta 4.82 na tuto otdzku odpovida. Podobna
otéazka se nabizi pro vypocet vektorti v,, tu ale budeme umét uspojivé zodpovédét
az v kapitole o vektorovych prostorech.

K dikazu slibené véty ucinime jesté jedno jednoduché pozorovani.

Pozorovani 4.81. Je-li u teseni soustavy Ax = b a v feSeni prislusné homogenni
soustavy Ax = o, pak u+ v je také reSeni soustavy Ax = b.

Dikaz spoc¢iva v jednoduchém vypoctu
A(lu+v)=Au+Av=b+o0=D>
vyuzivajicim opét distributivity.

Véta 4.82. Je-li u jakékoliv reseni soustavy linedrnich rovnic Ax = b nad télesem
T (tzv. partikuldrni feSeni), pak se mnoZina vech TeSent této soustavy rovnd

{u+v:veKerd} = u+KerAd .
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Diikaz. Je-li w tfeSeni soustavy Ax = b, pak w — u € Ker A podle pozorovani 4.77
a tedy

w=u+(w—-—u)c{u+v:veKerA} .

Naopak pro libovolné v € Ker A je u + v feSenim soustavy Ax = b podle
pozorovani 4.81. (]

Ve formulaci véty je zdroven vysvétlen vyznam vyrazi typu u + Ker A, kdy
»SsCitame* vektor s mnozinou vektori. Toto znaceni budeme prilezitostné pouzivat.

4.5.2. LU-rozklad. Za¢neme podrobnym rozborem jednoho pfikladu.

Piiklad 4.83. Mame vyfesit soustavu

Gaussovou eliminaci dostaneme

2 2 2|1 2 2 2|1 2 2 2|1
4 7 7|2 |~ 0 3 3|0 ]~103 3|0
6 18 22 |7 0 12 16 |4 0 0 4|4

a po zpétné substituci vyjde feseni (1,2, 23)7 = (1/2,—1,1).
Poté nam zadavatel ulohy fekne, Ze se spletl a dal ndm pravou stranu v opa¢ném
poradi, Ze vlastné potrebuje vyfesit soustavu

2 2 2|7
4 7 7T |2
6 18 221
Tak znovu Gaussova eliminace
2 2 2|7 2 2 2 7 2 2 2 7
4 7 712 |~10 3 3|-12 |~ 0 3 3|-12
6 18 2211 0 12 16 | —20 0 0 4| 28

a po zpétné substituci odevzdadme novy vysledek (r1, 2, 23)7 = (15/2, —11,7).

Zadavatel pohlédne na vysledek, chytne se za hlavu a prohlasi néco v tom smyslu,
Ze nejspis tu pravou stranu Spatné odecetl na pristrojich, a jestli bychom mu to

Dfive nez mu ublizime, se radéji zamyslime nad tim, Ze pfi feSeni budeme znovu
pouzivat ty samé elementarni fadkové tpravy jako poprvé, a mozné bychom prvni
feSeni mohli néjak vyuzit k urychleni dalsich vypocta.

Vzpomeneme si, ze kazdé elementarni fadkové upravé odpovidd néjaka elemen-
tarni matice, kterou soustavu nasobime zleva. V nasem pripadé jsme néasobili po-
stupné elementarnimi maticemi

1 00 1 00 1 0 0
Ei=|-210], Ea=| 0 10|, EBs=[0 1
0 0 1 -3 0 1 0 —4 1
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Cely pribéh Gaussovy eliminace tak zaznamename jako soucin matic

1 0 0 1 00 1 0 0
R=EFEsE3E;=( 0 1 0 0 1 0 -2 1 0
0 -4 1 -3 0 1 0 01

1 0 0

=1 -2 1 0

5 —4 1

Protoze jsme nemuseli prohazovat radky, pouzivali jsme pouze tieti elementarni
Upravu a navic v podobé pri¢teni vhodného nasobku néjakého fadku k radku pod
nim, coz znamend, Ze jsme nasobili pouze dolnimi trojahelnikovymi maticemi s
jednotkami na hlavni diagonéale. Jejich soucin R je proto také dolni trojuhelnikova
matice s jednotkami na hlavni diagonale podle bodu (6) tvrzeni 4.34.

Resime-li dalsi soustavu (A|b) se stejnou matici soustavy A Gaussovou eliminaci,
nasobime ji opét zleva matici R = F3FE3FE;. Po Gaussové eliminaci tak dostaneme
soustavu R(A|b) = (RA|Rb). Soudin matic RA = E3FE5FE; A navic zndme hned po
prvni Gaussové eliminaci, nebot

1 0 0 2 2 2 2 2 2
RA=| -2 1 0 4 7 7 = 0 3 3
5 —4 1 6 18 22 0 0 4

Pri kazdém dalsim pokusu uspokojit zadavatele tak potFebujeme vyfesit soustavu
Ux = RAx = Rb

se zndmou horni trojuhelnikovou matici U = RA. Tu mzeme vyfeSit zpétnou
substituci, problém ale ziistdva s pravou stranou, nebot ta vyzaduje provést viechny
elementarni fadkové upravy pouzité pri prvnim vypoc¢tu na novy vektor pravych
stran.

Také vypoctu Rb se lze vyhnout. Soucin elementarnich matic R = FsEyF,
rozdélime na dvé éasti E5(E2E7). Soudin EsE; odpovidad prvnimu cyklu Gaussovy
eliminace — eliminaci prvniho sloupce — a rovna se

0 1 0
0 -2 1
1 0 0

0 1
0 |=[ -2
1 -3

1
EyE, = 0
-3

O = O
o = O
—_ O O

Sou¢in FyFE; zndme hned po prvni Gaussové eliminaci. Kromé jednotek na hlavni
diagonale obsahuje v prvnim sloupci koeficienty nasobkt prvniho fadku, které prici-
tame k radktim pod nim béhem eliminace prvniho sloupce. K druhému fadku jsme
pri¢itali (—2)-nésobek prvniho fadku, ke tfetimu (—3)-ndsobek. MuZeme tak Fict,
ze soucin FyFj je zaznamem prvniho cyklu Gaussovy eliminace.

Podobné je matice

1 0 O
Es=10 1 0
0 -4 1

zédznamem o eliminaci druhého sloupce matice A, tj. druhém cyklu Gaussovy elim-
kinace.
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Obé matice E3 E; a E3 maji tak jednoduchou strukturu, Ze mizeme pfimo napsat
matice k nim inverzni:

(B2Ey) ™" =

W N =
o~ O
_ o O

100
Ex'=(0 10
0 4 1
MiiZeme proto také hned spocitat matici R~! inverzni k sou¢inu R = E3(E2F):
1 00 1 00 1 00
RY'=(EBE)'E;' =2 1 0 01 0]=(210
301 0 4 1 3 4 1

Matice R™! je zédznamem o celém priibéhu Gaussovy eliminace pii feseni prvni
soustavy. Je to dolni trojuhelnikova matice s jednotkami na hlavni diagonale a na
misté (¢,7) pod hlavni diagonédlou je prvek opaény k ¢islu, kterym jsme ndsobili
j-ty fadek pii eliminaci prvku na misté (i, j).

Diky tomu, Ze matici R~! zndme hned po prvni Gaussové eliminaci, v tomto
kontextu je vzdy oznacovana L, upravime si soustavu Ux = Rb do tvaru

R 'WUx=LUx=b .

Protoze U = RA, plati LU = R"'RA = A. Matici A tak mame vyjadifenou jako
soucin dolni trojuhelnikové matice L s horni trojihelnikovou matici U. Podstatné
je, ze obé matice L a U zname poté, co jsme jednou pouzili Gaussovu eliminaci na
matici A a v jejim pribéhu jsme nepouzili prohazovdni Fddkii.

Reseni soustavy LUx = b miiZeme rozdélit na feSeni dvou soustav. Napied
vyftesime soustavu Ly = b s dolni trojuhelnikovou matici a poté soustavu Ux =y s
horn{ trojihelnikovou matici. D4-li ndm zadavatel novou pravou stranu (6, 24, 70)%,
nemrkneme okem a napred vyfesime primou substituci soustavu

1 00]|6
2 1 024 |,
3 4 1/[70

dostaneme feseni y = (6,12,4)7. Poté pouzijeme zpétnou substituci na feseni sou-
stavy

2 2 2|6
0 3 3|12
0 0 4] 4

a dostaneme feseni x = (—1,3,1)” soustavy Ax = b.

A

Postup z predchoziho prikladu mtzeme pouzit pii opakovaném FesSeni soustavy
linedrnich rovnic s regularni matici A v piipadé, Ze béhem Gaussovy eliminace
pouzivame pouze tfeti krok, tj. nemusime prohazovat fadky. V tom pfipadé jsou
vSechny elementarni matice odpovidajici elementarnim tpravam dolni trojuhelni-
kové s jednotkami na hlavni diagonadle a jejich soucin R je také dolni trojuhelnikova
matice s jednotkami na hlavni diagondle podle bodu (6) tvrzeni 4.34. Ta je navic
regularni coby soucin elementarnich matic, tvrzeni 4.72. Inverzni matice R~! proto
existuje a podle nasledujiciho tvrzeni je rovnéz dolni trojuhelnikova s jednotkami
na hlavni diagonale.



122 LIBOR BARTO A JIRI TUMA

Tvrzeni 4.84. Necht R je dolni (horni) trojuhelnikovd matice #ddu n s nenulovgmi
vsemi proky na hlavni diagondle. Pak R je requldrni a inverzni matice R™! je také
dolni (hornt) trojihelnikovd. Md-li navic matice R na hlavni diagondle vsechny
proky rovné 1, pak i matice R~' md samé jednotky na hlavni diagondle.

Diikaz. Je-li R dolni trojuhelnikova s nenulovymi prvky na hlavni diagonéle, pak
RT je regularni podle bodu (5) z véty 4.65. Tim padem je i R regularni podle
tvrzeni 4.71.

Pi#i vipoétu inverzni matice R~! pievodem matice (R|I,) do (I,,|R™1) pomoci
elementarnich fadkovych uprav mtzeme napifed zménit vSechny prvky na hlavni
diagonéle na 1 pomoci vhodnjych nasobkt jednotlivych fadkt a poté vynulujeme
vSechny prvky pod hlavni diagondlou pomoci pfi¢itdni vhodnych nésobkl jed-
notlivych fadkt k fadkim po nim. Vsem fadkovym upravam odpovidaji dolni
trojuhelnikové matice Fi, Fs, ..., Ey, plati proto Ey---EsFhnR = I, a matice
R~ = E) -+ E3F; je dolni trojihelnikova podle bodu (5) tvrzeni 4.34.

Pokud m4a matice R hned na pocatku na hlavni diagonale prvky 1, mutzeme
prvni fazi vynechat a pouzit pouze pfi¢itani vhodnych nasobkt jednoho radku k
fadkiim pod nim. V tom pfipadé pouzivame pouze dolni trojuhelnikové matice
Ey, s, ..., E; s jednotkami na hlavni diagondle a jejich sou¢in R~ = E}, - -- Ex By
je proto rovnéz dolni trojihelnikova matice s jednotkami na hlavni diagonale podle
bodu (6) tvrzeni 4.34.

Ptipady, kdy je matice R horni trojihelnikova plynou pomoci transponovani z
pravé dokazanych vlastnosti inverze dolnich trojuhelnikovych matic. (]

Vratime se k diskusi pfedchézejici formulaci tvrzeni 4.84. Pokud pfi Gaussové
eliminaci pouZzité na regularni matici A nepotfebujeme prehazovat fadky, existuje
dolni trojuhelnikova matice R s jednotkami na hlavni diagonale takova, ze soucin
RA = U je horni trojuhelnikova matice s nenulovymi prvky na hlavni diagonale.
Podle tvrzeni 4.84 je inverzni matice R~! také dolni trojihelnikova s jednotkami
na hlavni diagonéle a plati pro ni A = R~'U. Dokéazali jsme tak existen¢ni &ast
nasledujici véty o LU -rozkladu.

Véta 4.85 (O LU-rozkladu). Necht A je regularni matice tddu n, u které pii
Gaussové eliminaci nemusime prohazovat vadky. Pak existuji reguldrni matice L, U
radu n, pro které plati

e A=LU,

e L je dolni trojuhelnikovd s jednotkami na hlavni diagondle,

o U je hornt trojuhelnikovd s nenulovymi prvky na hlavni diagondle.

Matice L,U jsou témito podminkami urcené jednoznacne.

Diikaz. Existenci jsme jiz dokédzali, zbyva dokazat jednoznacnost. Predpokladejme
tedy, ze A = L1U; = LoUs jsou rozklady spliiujici podminky véty. Chceme dokézat,
ieleLgaUlez.
Vynasobenim rovnosti LUy = LUy zleva matici Ly La poté zprava matici U !
ziskame
Ly'Ly = UsUTt .

Matice L 'L, je dolni trojihelnikova s jednotkami na hlavni diagonale podle tvr-
zeni 4.84 a tvrzeni 4.34. Je rovnd horni trojthelnikové matici UsU;~ 1. Z toho plyne,
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ze obé strany jsou diagonalni matice s jednotkami na hlavni diagonale, tj. jed-
notkové matice. Proto L2_1L1 =1, a UQUl_l = I,,, z ¢ehoz po upravé dostavame
L1:L23U1:U2. |:|

V prikladu 4.83 jsme si na prikladu matice fadu 3 ukézali, jak efektivné na-
lézt LU-rozklad matice pomoci Gaussovy eliminace. Postup lze jednoduse zobecnit
na regularni matici A = (a;;) libovolného fadu n. Pokud nemusime prohazovat
Ffadky pred eliminaci prvniho sloupce, je a;; # 0. Pro kazdé i > 1 pak pfi¢teme
(—a;1/a11)-nésobek prvniho fadku k i-tému. Vysledek prvniho cyklu Gaussovy eli-
minace dosdhneme vynasobenim matice A zleva matici

1 0O o0 --- 0 0
—521 1 0 --- 0 Z21

= —fa 01 - 0 f_7 | (1,0,0,...,0) ,
~Llpr 0 0 1 b

kde éil = aﬂ/an pro kazdé i = 1, 2, ey
Vysledek druhého cyklu — eliminaci druhého sloupce — ziskdme tak, ze matici
F} A vynasobime zleva matici

P | 0 =l 1 o 0 | Zp |t (0,1,0,...,0) ,
0 _€n2 0o --- 1 €n1

kde pro kazdé i > 2 je —¢;5 koeficient, kterym nésobime druhy ¥adek pii eliminaci
prvku na misté (4, 2).

Obecné oznacime pro kazdé j = 1,2,...,n — 1 symbolem F}; matici
10 --- 0 0 --- 0 0
0 1 --- 0 0 --- 0 0
F;=100 --- 1 0 - 0 |=1,— 0 (0,0,...,0,1,...,0) ,
00 - —fpr; 1 -0 it
o0 -+ —lp; 0 --- 1 U

kde opét —/; ; je koeficient, kterym jsme nasobili j-ty Tfddek pfi eliminaci prvku
na misté (4,j) pro libovolné ¢ > j. Vysledek Gaussovy eliminace je pak horni
trojuhelnikovd matice s nenulovymi prvky na hlavni diagonéle

U == anl"’FQFlA .

Vsechny matice F; jsou dolni trojuhelnikové matice s jednotkami na hlavni dia-
gondle, proto i jejich soucin F,_i--- FF; a inverzni matice (F,_1--- FoFy)~! =
F7'E; - F Y jsou dolni trojthelnikové matice s jednotkami na hlavni diagonale
podle bodu (6) tvrzeni 4.34 a tvrzeni 4.84.
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Zbyva spocitat matici Fy ' Fy '--- F. !, K tomu se hodi oznagit sloupcové vek-
tory pouzité pfi vyjadieni matic F}:

0
0
IIlj = 0
i1,
by j
Pro kazdé j =1,2,...,n—1 tak plati F; = I,, — m]—e?. Nyni snadno ovérime, ze
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
Fl=100 10 0 | =1I,+mje]
0 0 livi; 1 0
0 0 lhy O 1
Skutecné,
F;(I, + mjef) =, — mjejT)(In + mjejT)
=1*+ mje;‘-FIn — Inmje;‘-r — mjeijje;‘-F
=1, + rnjef — mjef + mj(ejrmj)e?
= In )
nebot
0
0
e;m; = (0,0,...,1,0,...,0) 0 =0 .
i1,
bn,j

Zbyvé spoéitat soucin Fy 'Fy '--- 1. Jako ukdzku spoéteme soucin

Fle{l = (I, + mle{)(In + erg)

T T T T
=1, +mje; + mpe; +m;e; moe;

T T
=1, +me] +mqe;
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Plati proto

1 o 0 --- 0

2% 1 0 --- 0

FrlR = by €3 1 --- 0
b1 lp2 0 --- 1

Naprosto stejné spocitame

L=F1'Fy' - F Y = (I, + mel)(I, + mpel) - (I, + m,, 1€l )

=1I,+mpel + myel +---+m, el |+ Z mie?mjef
i<j
=1, + mlelT + m2e2T 4+ rnn,le,Th1
1 0 0 0 0
0o 1 0 0 0
31 32 1 0 0
En—l,l en—l,? En—1,3 e 1 0
gnl €n2 £n3 e gn,nfl 1

Obé matice v LU-rozkladu A = LU tak zndme bez dalSich vypocétia ihned po
dokonceni Gaussovy eliminace matice A.

Piiklad 4.86. Spocitdme LU-rozklad realné matice

2 1 1
A= 4 —6 0
-2 7 2
Gaussovou eliminaci matici A upravime do odstupiiovaného tvaru.
2 1 1 2 1 1 2 1 1
A= 4 -6 0]~|0 -8 -2 ]~[0 -8 -2 |=U.
-2 7 2 0 8 3 0 0 1

V prvni Gpravé jsme (—2)-ndsobek prvniho fadku pficetli k druhému a 1-nésobek
prvniho fadku pficetli k tfetimu. Ve druhé dpravé jsme 1-nasobek druhého fadku
pricetli k tfetimu. Ziskavame LU-rozklad

2 1 1 1 0 O 2 1 1
4 -6 0 | = 2 1 0 0 -8 -2
-2 7 2 -1 -1 1 0 O 1

A

Jak jsme na prikladu ukézali, LU-rozklad regularni matice A = LU tadu n lze
vyuzit pfi opakovaném feSeni soustavy Ax = b s rtznymi pravymi stranami b.
Béhem prvniho vypoctu si zaznamename vysledek Gaussovy eliminace v podobé
rozkladu A = LU. Gaussova eliminace vyzaduje zhruba 2n3/3 aritmetickych ope-
raci. Se znalosti LU-rozkladu matice A pak staci nejprve pfimou substituci najit
(jednozna¢né) feSeni y soustavy Ly = b a posléze zpétnou substituci vyfesit sou-
stavu Ux = y. Nalezeny vektor x splituje Ax = LUx = Ly = b, takze fesi puvodni
soustavu. PHm4 a zpé&tné substituce vyzaduji kazda n? operaci. Pro velka n prvni
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FeSeni soustavy s matici A tak vyzaduje ptiblizné stejné operaci jako Gaussova eli-
minace nasledovand zpétnou substituci. Poté, co zndme LU-rozklad matice A, je
FeSeni kazdé dalsi soustavy s matici A Fadoveé rychlejsi. Matematické softwary proto
pfi feseni soustav linedrnich rovnic pfi prvnim vypoctu spo¢tou LU-rozklad matice
soustavy a poté uz pouzivaji pouze pfimou a zpétnou substituci.

4.5.3. Kdyz je nutné prohazovat radky. Ne kazdou regularni matici je mozné prevést
do odstupniovaného tvaru Gaussovou eliminaci bez prohazovani fadki. Nejjedno-
dussim prikladem je matice

0 1

10

I v pfipadé, Ze lze provést Gaussovu eliminaci regularni matice bez prohazovani
radkd, mize byt vhodnéjsi nékdy poradi fadkt prohodit. Standardni metoda cds-
tecné pivotace zminéna v ¢asti 2.6.1 pozaduje, aby byl pfi feseni soustavy linearnich
rovnic s redlnymi koeficienty vzdy z moznych pivoti vybran ten, ktery je v absolutni
hodnoté nejvétsi. Takto pouzitd Gaussova eliminace ma lepsi numerickou stabilitu
nez jiné volby pivoti.

Zformulujeme variantu véty 4.85, které zahrnuje moznost prohazovat radky.

Véta 4.87 (O LU-rozkladu s ¢astecnou pivotaci). Je-li A requldrni matice ¥ddu n,
pak existuje permutacni matice P a requldrni matice matice L, U, vsechny rddu n,
pro které plati

e PA=LU,
o L je dolni trojuhelnikovd matice s jednotkami na hlavni diagondle,
o U je hornt trojuhelnikovd matice s nenulovymi prvky na hlavni diagondle.

Véta tika, ze u matice A miZeme na zacatku pfehdzet Fadky pomoci néjaké
permutaéni matice tak, aby matice PA méla LU-rozklad. Matice P neni v tomto
pfipad€ urcena jednoznacné. Pokud ale né€jakou takovou matici P zvolime, pak LU-
rozklad matice PA = LU uz jednoznacné uceny je. Vétu o LU-rozkladu s ¢astecnou
pivotaci dokazovat nebudeme, na piikladu si ale ukazeme, jak matici P a pfislusny
LU-rozklad najit na zakladé jednoho prubéhu Gaussovy eliminace.

Piiklad 4.88. Predchozi véta plati pro libovolnou regularni matici A. Mame-li
fesit soustavu rovnic Ax = b a zname=li rozklad PA = LU, sta¢i misto puvodni
soustavy Fesit ekvivalentni soustavu PAx = Pb, kterou dostaneme vynésobenim
plivodni soustavy permutacni matici P zleva. Vypocet nového vektoru pravych
stran Pb nevyzaduje zadné dalsi aritmetické operace, jde pouze o permutaci slozek
vektoru b. Soustavu PAx = Pb, tj. LUx = Pb pak uz vyfeSime snadno pomoci
pfimé substituce nasledované zpétnou substituci. A

Piiklad 4.89. Pouzijeme Gaussovu eliminaci s ¢aste¢nou pivotaci na matici

1 2 -3 4
4 8§ 12 -8
A= 2 3 2 1

-3 -1 1 -4
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K nalezeni permuta¢ni matice P si k matici A pridame sloupec (1,2,3,4)T, do
kterého budeme zaznamenavat prohazovani radka:

1 2 -3 4 |1
4 8§ 12 8|2
2 3 2 193
-3 -1 1 —-4]4

Pridédvame dvé svislé ¢ary, abychom zduraznili, ze posledni sloupec neni sloupec
pravych stran néjaké soustavy linearnich rovnic, ale ,pocitadlo permutace* fadki
matice. Posledni sloupec ménime pouze v piipadé elementarni Gpravy matice A,
kterd prohazuje radky. V pfipadé pricitani néjakého nasobku jednoho fadku k fadku
pod nim (v elimina¢ni fazi cyklu Gaussovy eliminace) posledni sloupec matice nemé-
nime.

1 2 -3 4|1 4 8 12 -8]2
4 8 12 -8|2 1 2 -3 4|1
2 3 2 1317 2 3 2 1]3
3 -1 1 —4/4 3 -1 1 -4 4
4 8 12 -8 |2 4 8 12 -8 2
0 0 -6 6 |1 0 5 10 -10]4
“l1o0o -1 -4 5 [3]7]l0 -1 -4 5 |3
0 5 10 —1014 0 0 -6 6 |1
4 8 12 -8 |2 4 8 12 -8 |2
05 10 —10] 4 05 10 —10] 4
“loo -2 3 3] 7100 -6 6 |1
00 —6 6 |1 00 -2 3 |3
4 8 12 -8 2
05 10 —10] 4
“l1o0oo0 -6 6 |1
00 0 1 |3

Dostali jsme tak horni trojuihelnikovou matici s nenulovymi prvky na hlavni
diagonale

4 8 12 -8
0 5 10 -10

U= 0 0 -6 6 ’
0 0 O 1

jak ma v pripadé Gaussovy eliminace regularni matice vyjit podle véty 4.65.5.
,Pocitadlo permutace* nam fika, ze po celém vypoctu je na prvnim fadku pivodné
druhy fadek, na druhém fadku puvodné ¢tvrty radek, na tfetim Ffadku je radek,
ktery byl v ptivodni matici A jako prvni a na poslednim ¢tvrtém fadku je pivodné
tfeti fadek. Stejného prohézeni fadku lze dosdhnout tim, Ze matici A na zacatku
vynasobime zleva permutac¢ni matici

0 1 0 0
0 0 01
P= 1 0 0 0
0 010

Véta o LU-rozkladu s ¢astecnou pivotaci fiké, ze matice PA uz ma LU-rozklad.
Ten muzeme najit Gaussovou eliminaci matice P A, ve skute¢nosti jej ale uz mizeme
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precist z prub&hu Gaussovy eliminace puvodni matice A. Jak to lze udélat ndm
objasni vypocet LU-rozkladu matice PA.

Pfevedeme matici PA do odstupniovaného tvaru pomoci Gaussovy eliminace bez
prohazovani fadku. Napfed spo¢teme matici PA:

01 00 1 2 -3 4 4 8 12 -8

0 0 01 4 § 12 -8 -3 -1 1 -4
PA= 1.0 0 0 2 3 2 1 o 1 2 -3 4

0 010 -3 -1 1 -4 2 3 2 1

Nyni pouzijeme Gaussovu eliminaci bez prohazovani fadkt na matici PA:

4 8 12 -8 4 8 12 -8
3 -1 1 -4 0 5 10 -10
1 2 -3 4 |71o0o 0 -6 6
2 3 2 1 0 -1 -4 5
4 8 12 -8 4 8 12 -8
0 5 10 —10 05 10 —10

"l oo -6 6 "1l o0 o0 -6 6
00 —2 3 00 0 1

Dostali jsme tak tutéz matici U jako pfi Gaussové eliminaci matice A s ¢astecnou
pivotaci. A dale matici

1 0 0 0
I— —3/4 1 0 0
- 1/4 0 1 0
/2 —-1/5 1/3 1
Plati proto
4 8 12 -8 1 0 0 0 4 8 12 -8
PA— -3 -1 1 -4 | | —-3/4 1 0 0 0 5 10 -10
o 1 2 -3 4 o 1/4 0 1 0 00 -6 6
2 3 2 1 /2 -1/5 1/3 1 0 0 O 1

Pokud jde o matici L, vSimnéme si, Ze jsou v ni v jednotlivych sloupcich opét
obsazené koeficienty, které jsme pouzili uz pfi prvni Gaussové eliminaci puvodni
matice A k vynulovani prvki pod prislusnym pivotem. Jsou pouze v jiném poradi.
Jejich spravné poradi v matici L zjistime nasledujicim postupem. Béhem Gaus-
sovy eliminace si na misto kazdého vynulovaného prvku zapiSeme misto vysledné 0
koeficient, ktery jsme k jeho vynulovani pouzili.

UkéazZeme si to na piikladu stejné matice. Abychom zduraznili, Ze prvek na piislu-
$ném misté neni vysledkem elementarni fadkové tpravy, ale zdznamem pribéhu
Gaussovy eliminace, budeme koeficienty psat do matice tuénym pismem, zatimco

vvvvv

budeme psat nadéle stejnym typem pisma jako dosud.
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Zopakujeme puvodni Gaussovu eliminaci s touto modifikaci:

1 2 -3 4|1 4 8 12 -8 2
4 8 12 -8 2 1 2 -3 4|1
2 3 2 137 2 3 2 1]3
-3 -1 1 —4|4 -3 -1 1 —4|4
4 8 12 -8 |2 4 8 12 -8 |2
1/4 0 -6 6 |1 -3/4 5 10 —10 4
1 12 -1 -4 5 |3 7| 12 -1 -4 5 |3
-3/4 5 10 —10|4 1/4 0 —6 6 |1
4 8 12 -8 2 4 8 12 -8 2
-3/4 5 10 —10 |4 -3/4 5 10 —10|4
“l 12 155 —2 3 |3 1/4 0 -6 6 |1
1/4 0 —6 6 |1 12 -1/5 -2 3 |3
4 8 12 -8 2
-3/4 5 10 -10|4
“l 174 o -6 6 |1

1/2 -1/5 1/3 1 3

Timto postupem jsme béhem Gaussovy eliminace zjistili nejen permutacéni matici
P a matici U (sta¢i nahradit tuéné koeficienty nulami), ale také matici L. Tu¢né
napsané koeficienty stac¢i doplnit jednotkami na hlavni diagonale a nulami nad
hlavni diagondalou a dostaneme matici L.

Spravnost uvedeného postupu, jak ziskat rozklad PA = LU libovolné matice A
béhem Gaussovy eliminace matice A, lze také dokdzat obecné. Na tomto misté to
ale délat nebudeme, uvadime jej pouze pro zajimavost. A

Cviéeni
1. Co musi spliiovat matice A, B, aby byly definovany oba sou¢iny AB i BA.
2. Geometricky interpretujte nasobeni matice prvkem télesa a séitdni matic.

3. Geometricky popiste zobrazeni, které vznikne slozenim osové soumérnosti v R? podle
osy z a otoCenim o /2. Srovnejte s algebraickym vypoétem v pfikladu na ndsobeni matic.
Stejnou ulohu feste pro slozeni v opacném poradi.

4. Najdéte matici, kterda odpovida osové soumérnosti podle pfimky y = az, kde a € R.

5. Najdéte nenulovou redlnou matici A typu 2 x 2, ke které neexistuje matice inverzni (tj.
neexistuje matice B takovd, ze AB = BA = I,). Interpretujte geometricky.

6. Pro matice neplati obdoba tvrzeni 3.3.(6): Najdéte redlnou ¢tvercovou matici A # Ozx2,
pro kterou A? = 0ax2. Interpretujte geometricky.

7. Dokazte pfimo tvrzeni 4.23.

8. Vypocitejte n-tou mocninu matice
1 1 0
A= 0 1 1
0 0 1
9. Ukazte, ze nasobeni elementarni matici zprava odpovida elementarni sloupcové uprave.

10. Ukazte, Ze pro ctvercové matice stejného fadu nad stejnym télesem obecné neplati
vztah (A + B)? = A% + 2AB + B2, Naleznéte podobny, ale platny vztah.
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11. Dokoncete dtukaz tvrzeni 4.13.

12. Dokazte druhou distributivitu z tvrzeni 4.29.

13. Dokazte vztahy A(B — C) = AB — AC a A(—B) = —AB, mé-li jedna strana smysl.
14. Dokazte tvrzeni 4.31.

15. Matice se nazyvé antisymetricka, pokud A = —AT. Je pravda, Ze antisymetrickd ma-
tice ma vzdy na hlavni diagonéle nuly? (Pozor na vlastnosti télesa, ve kterém pracujeme!)

16. Dokazte vzorec pro blokové nasobeni matic.

17. Najdéte A™ pro matici z pfikladu 4.38.

18. Navrhnéte alternativni postup na prevod reguldrni matice na jednotkovou fadkovymi
Upravami tak, aby po eliminaci sloupce byly rovnou vSechny ¢leny, kromé diagonéalniho,
nulové.

19. Spocitejte znovu priklad 4.68 alternativnimi postupy navrzené v tomto piikladu.

20. Ke kazdé elementarni matici najdéte prisluSnou matici inverzni, viz tvrzeni 4.70.

21. Predpoklddejme, Ze odstupliovany tvar matice A obsahuje nulovy fadek. Dokazte, ze
potom existuje prava strana b takova, Ze soustava Ax = b nem4 ani jedno feseni (tj. fa
neni na).

22. Dokazte implikaci (2) = (5) z véty 4.65.

23. Dokazte piimo implikaci (9) = (3) z véty 4.65.

24. Dokazte tvrzeni 4.71 a vysvétlete geometricky vyznam.

25. Dokazte, ze n-t4 mocnina diagonalni matice je diagonalni a na diagonéle jsou n-té
mocniny puvodnich prvku.
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Shrnuti étvrté kapitoly

(1)
(2)
3)

Matice typu m xn nad télesem T je obdélnikové schéma prvki télesa T s m
radky a n sloupci. Matice typu m x m se nazyva ctvercovd matice vadu m.
sloupcovy aritmeticky vektor s m slozkami nad T je matice typu m x 1,
radkovy aritmeticky vektor s m slozkami nad T je matice typu 1 x m.
Dvé matice A = (a;;) a B = (b;;) se rovnaji, pokud maji stejny typ m x n,
jsou nad stejnym télesem T, a také maji stejné prvky na odpovidajicich
pozicich. Formalnéji, pro kazdé i € {1,2,...,m} a kazdé j € {1,2,...,n}
plati a;; = b;;. Rovnost mezi dvéma maticemi tak znamend mn rovnosti
mezi jejich prvky na stejnych mistech.

U libovolné matice A = (a;;) fikdme, Ze prvky a;; tvoii hlavni diagondlu.
Jednotkovd matice fddu n nad télesem T je ¢tvercova matice I, = (aij)nxn,
kde pro kazdé i,j € {1,2,...,n} plati

1 pokud ¢ =7y,
;5 =
! 0 pokud i #j,

tj.
10 0
0 1 0

I, =

Jednotkovou matici také zapisujeme jako I,, = d;5, kde d;; je tzv. Kronec-
kerovo delta rovnajici se 1, pokud ¢ = j, a 0 pokud 7 # j.
Ctvercovou matici A = (a;;) nazyvame
e diagondlni, pokud a;; = 0 kdykoliv ¢ # j,
e permutacnt, ma-li v kazdém rfadku a kazdém sloupci pravé jeden prvek
1 a ostatni 0,

e horni trojihelnikovd, pokud a;; = 0 kdykoliv i > j,

o dolni trojuhelnikovd, pokud a;; = 0 kdykoliv ¢ < j.

Pro matice A = (a;j) a B = (b;;) stejného typu m x n nad stejnym télesem
definujeme

e soucet matic A a B jako matici A+ B = (a;j + bij)mxn,

e matici opacnou k A jako matici —A = (—ai;)mxn,

e dile definujeme nulovou matici typu mxn jako matici Oy xn = (0)mxn-
Jsou-li A, B, C matice stejného typu m x n nad stejnym télesem T, pak
plati

(a) (A+B)+C=A+(B+0C),

(b) A+ Omxn = Aa

(C) A+ (_A) = Omxn,

(d) A+ B=B+ A.
Pro matici A = (a;5) typu m x n nad télesem T a t € T definujeme

e t-ndsobek matice A jako matici t - A =tA = (taij)mxn-

Pro matice A = (a;;) a B = (b;;) téhoZ typu m X n nad stejnym télesem T
a pro libovolné dva prvky s,t € T plati

(a) s(tA) = (st)A,

(b) 1A= A,

(¢) —A=(~1)4,
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(d) (s+t)A =sA+tA,
(e) s(A+ B) =sA+ sB.
(11) Transponovand matice k matici A = (ai;)mxn je matice AT = (bji)nxms
kde bj; = a;; pro libovolné indexy i € {1,2,...,m} a j € {1,2,...,n}.
(12) Pro matice A = (a;;) a B = (b;;) téhoZ typu m x n nad stejnym télesem T
a pro libovolny prvek s € T plati
(a) (A7)" =4,
(b) (A+ B)T = AT + BT,
(c) (sA)T =sAT.
(13) Matici A = (@ij)mxn nad télesem T miizeme také zapsat po sloupcich.
Sloupcovy zdpis matice A je

A= (ajlag]...|a,) ,

kde pro kazdé j = 1,2,...,n vektor a; = (aij,azj,...,am;)’ je m-slozkovy
sloupcovy aritmeticky vektor nad T.
(14) Sloupcovy zapis matice AT je
AT = (ailag| - [an)
kde pro kazdé i = 1,2,...,m vektor &; = (a1, a2, ...,am)" je i-ty sloup-
covy vektor transponované matice AT.
Rddkovy zdpis matice A je
a
=T

as
A= . ,

a,
kde al = (a;1,a;2,...,a;n) je i-ty fadkovy vektor matice A.
(15) Je-li A = (aj|ag] - - - |]a,,) matice typu mxn nad télesem T ab = (b1, ba, ..., b,) 7T
(sloupcovy) aritmeticky vektor s n-slozkami z télesa T, pak definujeme sou-
¢in matice A s vektorem b jako

Ab:blal—i—bgag—i—-'-—ﬁ—bnan .

(16) Soustavu m linedrnich rovnic o n neznadmych 1, s,...,z, s matici sou-
stavy A = (a;j)mxn & vektorem pravych stran b € T™ mutZzeme zapsat jako
soucin

Ax=b ,
kde x = (1, 22,...,2,)" je vektor nezndmyjch.

(17) Je-li A matice typu m x n a B = (bi|bg|---|b,) matice typu n x p, obé
nad stejnym télesem T, pak soucinem matic A a B rozumime matici
AB = (Abq|Abg|---|Ab,) ,
tj. j-ty sloupec sou¢inu matic AB se rovna soucinu matice A s j-tym sloup-
cem matice B. Souéin AB ma tedy typ m X p.
(18) Soucin matic A = (@ij)mxn & B = (bjr)nxp mizeme také spocitat po
prvcich, nebot prvek na misté (i, k) v souc¢inu AB se rovna

n
T
airbyj + aigho; + -+ + Qinbpy = Y aijbjr = &, by .
i=1

Také se 1ika ,,vypocet sou¢inu matic podle pravidla rddek x sloupec*.
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(23)

(24)

(25)

(26)
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Souéin matice A = (ai;)mxn s matici B = (bjx)nxp, mizeme také spocitat
po Tddcich, nebot pro kazdé i = 1,2,...,m se i-ty fddek v souc¢inu AB
rovnd soucinu i-tého fadku al’ matice A s matici B, tj. al B.
Nasobeni matic neni komutativni.
Jsou-li A = (a;5) a B = (b;;) matice téhoz typu m x n, C = (c;;) matice
typu n x p, a D = (dg;), E = (ey;) matice téhoZ typu p x ¢, vSechny nad
stejnym télesem T, a s € T, pak plati
(a) I,A= A= AI,
) B(CD) = (BC)D
) (A+ B)C = AC —|— BC,
) (D+E) CD+ CE,
) (BC)T = CTBT,
) 5(BC) = (sB)C = B(sC).
Pro libovolné &tvercové matice A = (a;;) a B = (b;) téhoz fadu n plati,
ze jejich sou¢in AB je
(a) diagondlni, jsou-li obé matice A, B diagonélni,
(b) permutaéni matice, jsou-li obé matice A, B permutacni,
(¢) horni trojihelnikova matice, jsou-li obé matice A, B horni trojthelni-
kové matice,
(d) horni trojuhelnikova s prvky 1 na hlavni diagonale, jsou-li obé matice
A, B horni trojuhelnikové s prvky 1 na hlavni diagonale,
(e) dolni trojuhelnikovd matice, jsou-li obé matice A, B dolni trojuhelni-
kové matice,
(f) dolni trojahelnikova s prvky 1 na hlavni diagonéle, jsou-li obé matice
A, B dolni trojuhelnikové s prvky 1 na hlavni diagonéle.
Elementarni matice Tddu m je libovolna matice, kterou dostaneme z iden-
tické matice I,,, jednou elementarni fadkovou tpravou.
Je-li E elementarni matice fadu m a A libovolnad matice typu m x n, pak
matici £ A dostaneme z matice A tou samou elementarni fadkovou tpravou,
kterou jsme dostali matici F z jednotkové matice I,,,.
Matice A = (@ij)mxn & B = (bjr)nxp mizZeme také vynasobit po blocich

<A11A12><311312>:

Agy | Az By | Bas

< A11Byy + A12Ba ‘ A11B1g + A12Ba )
A Bi1 + A2 By | A21Bis + Az Bao

(b
(c
(d
(e
(f

pokud jsou vSechny souciny blokd vpravo definované, tj. pokud jsou roz-
klady matic A, B do bloki kompatibilni. Matice miZzeme kompatibilné roz-
delit do vice bloku a pak je vynasobit po blocich.

Je-li A matice typu m x n nad télesem T, pak definujeme zobrazeni fa :
T™ — T™ wuréené matici A predpisem

fa(x) = Ax

pro kazdy aritmeticky vektor x € T".
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Rotace kolem pocatku souradnic v toviné o tihel o proti sméru hodinovych
rucicek je urcena matici

cosa —sina
sin «v cos o

Symetrie v roviné vzhledem k prvni soufadné ose je ur¢ena matici

(o 5)

Je-li T néjaké téleso a n € N, pak pro kazdé j = 1,2,...,n oznacujeme
e; = (0,...,0,1,0,...,0)7 € T™ vektor, ktery mé j-tou slozku rovnou 1
a vSechny ostatni slozky rovné 0. Vektory eq,es, ..., e, nazyvame provky
kanonické bdze v T™.

Pro kazdou matici A = (aj|as|---|a,) a kazdé j = 1,2,...,n plati rovnost

fa(e;) = a;. Matice A uréujici zobrazeni f4 je urcend jenoznacné.
Je-li A matice typu m x n nad télesem T, pak pro kazdé dva aritmetické
vektory x,y € T" a kazdy prvek s € T plati

o fa(sx)=A(sx) =sAx = s fa(x),

o falx+y)=Ax+y)=Ax+ Ay = fa(x) + fa(y).
Jsou-li A matice typu m X n a B matice typu n X p nad stejnym télesem
T, pak zobrazeni f4 : T — T™ a fp : TP — T"™ muizeme slozit v poradi
fafp a pro slozené zobrazeni f4fp : TP — T™ plati

fafe = faB ,
protoze pro kazdy vektor x € TP plati fafp(x) = fa(Bx) = A(Bx) =
(AB)x = fap(x).
Symetrie v roviné vzhledem k piimce, kterou dostaneme z prvni souradné
osy otocenim kolem pocatku o thel o v kladném sméru, je uréend matici

cos2a  sin2«a
sin2a  — cos 2«

Ortogonélni projekce v roviné na prvni soufadnou osu je uréend matici

(o3)

Jednotkova matice I, nad télesem T urcuje identické zobrazeni na mnoziné T™.
Ctvercova matice A nad télesem T fadu n se nazjva invertovatelnd, pokud
existuje ¢tvercova matice X fadu n nad T takova, ze AX = XA = I,.
Matici X nazyvame inverzni matice k A a oznacujeme ji A~ L.

Ctvercova matice A nad télesem T ¥adu n se nazyva reguldrni, pokud je
zobrazeni f4 : T™ — T™ uréené matici A vzdjemné jednoznacné (tj. bi-
jekce). Ctvercova matice, kterd neni regularni, se nazyva singuldrni.

10 ekvivalentnich formulaci, co znamena byt regularni matici. Pro
¢tvercovou matici A fadu n nad télesem T jsou nésledujici tvrzeni ekviva-
lentni:

(a) matice A je reguldrni,
(b) zobrazeni f4 je na T™,

(¢) zobrazeni fa je prosté,
(d) homogenni soustava Ax = o mé jediné feSeni x = o,
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(43)

(44)

(45)

(46)

(47)

(48)

(49)
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(e) Gaussova eliminace pfevede matici A do horniho trojthelnikového
tvaru s nenulovymi prvky na hlavni diagonale (ekvivalentné do od-
stuptiovaného tvaru bez nulovych fadk),

f) matici A 1ze pievést elementarnimi fadkovymi Gpravami do jednotkové
matice I,

(g) matice A je invertovatelna,

(h) existuje ¢tvercovd matice X fadu n takova, ze AX = I,,,

(i) existuje ¢étvercovd matice Y fadu n takova, ze YA = I,,,

(j) matice A je soufinem elementarnich matic.

Specialné, ¢tvercova matice A je invertovatelnd pravé kdyz je regularni.

Inverzni matici k reguldrni{ matici A najdeme tak, ze matici (A|I,) preve-

deme elementérnimi fadkovymi tpravami do matice (I,,|X). Matice X se

pak rovna inverzni matici A~!.

Je-li Ax = b soustava linearnich rovnic s regularni matici A, pak jedno-

znaéné uréené fefeni této soustavy lze zapsat jako x = A~'b. Soustavy

linearnich rovnic takto neresit! Je to tfikrat pomalejsi nez Gaussova elimi-
nace se zpétnou substituci.

Kazda elementarni matice je regularni, navic inverzni matice k elementarni

matici je opét elementarni matice.

Jsou-li A, B reguldrni matice stejného fadu n nad stejnym télesem T a

t € T nenulovy prvek, pak plati

(a) A1 je regularni a plati (A=1)~1 = A,
(b) AT je regularni a plati (A7)~ = (A~HT,
(c) (tA)T je regularni a plati (tA)~t =t"1A"1

(d) AB je regularni a plati (AB)~! = B~1A~L.

Jsou-li A, B matice téhoz typu m x n nad télesem T, pak B lze z A zis-

kat posloupnosti elementarnich fadkovych aprav pravé tehdy, kdyz existuje

regularni matice R fadu m nad T takova, ze B = RA.

Pro matici A typu m x n nad T je ekvivalentni
e existuje matice X typu n x m nad T takova, ze AX = I,

e zobrazeni fu : T™ — T je na T™.

Pro matici A typu m x n nad T je ekvivalentni
e existuje matice X typu n x m nad T takova, ze XA = I,,,

e zobrazeni fu : T™ — T™ je prosté.

Soustava Ax = o s nulovou pravou stranou se nazyva homogenni soustava

linedrnich rovnic.

Mnozina vSech feSeni homogenni soustavy linedrnich rovnic Ax = o se

nazyva jadro matice A nebo také nulovy prostor matice A. Oznacujeme ji

Ker A.

Je-li u jedno pevné zvolené partikularni feSeni soustavy linearnich rovnic

Ax = b nad télesem T, pak se mnozina vSech feSeni této soustavy rovna

—~

{u+v:veKerd} = u+Kerd .

Vektor u spocitdme z odstupiiovaného tvaru tim, ze zvolime volné proménné
rovné 0 a dopocteme feSeni soustavy. Vektor v,, p € P spocitame tak, Ze
zvolime x,, = 1, ostatni volné proménné zvolime rovné 0 a dopocteme feSeni
pFislusné homogenni soustavy.

Pro reguldrni dolni (horni) trojihelnikovou matici R fadu n plati, ze in-
verzni matice R™! je také dolni (horni) trojthelnikovd. M4-li navic matice
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R na hlavni diagonale viechny prvky rovné 1, pak i matice R~! ma samé
jednotky na hlavni diagonale.
Véta o LU-rozkladu. Je-li A regularni matice fadu n, u které pti Gaussové
eliminaci nemusime prohazovat fadky, pak existuji reguldrni matice L,U
rfadu n, pro které plati

e A=LU,

e L je dolni trojuhelnikova s jednotkami na hlavni diagonéle,

e U je horni trojuhelnikova s nenulovymi prvky na hlavni diagonéle.
Matice L, U jsou témito podminkami uréené jednoznacné.
Horni trojuhelnikovou matici U dostaneme jako vysledek Gaussovy elimi-
nace bez prohazovani fadka pouzité na matici A. Dolni trojihelnikovou
matici L = (¢);x; dostaneme tak, ze na misto (¢, j) pod hlavni diagonalou
napiseme koeficient /;;, kterym jsme ndsobili j-ty fddek a pak jej odecetli
od i-tého pfi nulovani prvku na misté (¢,7). To znamend, ze LU-rozklad
regularni matice A najdeme Gaussovou eliminaci matice A.
Znéame-li LU-rozklad A = LU matice A, mizeme soustavu linedrnich rovnic
Ax = b pfevést na tvar LUx = b a vyfesit ji ve dvou krocich. Napted pri-
mou substituci najdeme feseni soustavy Ly = b a potom zpétnou substituci
vyfesime soustavu Ux = y. Cely postup je fadové rychlejsi nez opétovna
Gaussova eliminace nasledovana zpétnou substituci.
Véta o LU-rozkladu s ¢asteé¢nou pivotaci. Je-li A reguldrni matice
rfadu n, pak existuje permutacni matice P a regularni matice matice L, U,
vS8echny fadu n, pro které plati

e PA=LU,

e [ je dolni trojuihelnikova matice s jednotkami na hlavni diagonale,

e U je horni trojihelnikovd matice s nenulovymi prvky na hlavni diago-

nale.

Kliéové znalosti ze ¢tvrté kapitoly nezbytné pro prubézné sledovani
prednasek s pochopenim

Operace s maticemi (s¢itédni, nasobeni ¢islem, transponovani, souéin, in-
verzni matice) a jejich algebraické vlastnosti (distributivita, asociativita
nésobeni, atd.).

Jednotkové a elementarni matice, vyjadreni elementarni fadkové upravy
matice nasobenim elementarni matici zleva.

Specialni typy matic, jejich souciny a inverzni matice k nim.

Blokové nasobeni matic.

Zobrazeni uréené matici a jeho vlastnosti.

Matice jednoduchych geometrickych zobrazeni.

Matice slozeného zobrazeni f4 fp.

Regularni matice a rtizné podminky ekvivalentni s regularitou.

Metoda vypoctu inverzni matice.

Vztah invertovani a ostatnich operaci.

Kdy lze jednu matici dostat z druhé posloupnosti elementarnich fadkovych
Uprav.

Homogenni soustava rovnic a jadro matice.

Vyjédfeni mnoziny vSech FeSeni soustavy Ax = b ve tvaru {u + Ker A}.
Véta o LU-rozkladu.
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5. VEKTOROVE PROSTORY

Cil. Podobné jako jsme bézné vlastnosti pocitani s redalnymi éisly
zobecnili do pojmu télesa, zobecnime vlastnosti pocitdni s arit-
metickymi vektory do pojmu vektorového prostoru. UkdZeme si
nékteré zdkladni vliastnosti vektorovych prostoriu. Budeme zkoumat
dulezité pojmy jako podprostor, linedrni obal, mnoZina generdtori,
linedrni zdvislost a mezdvislost, bdaze a dimenze. Motivact je poro-
zumét geometrickym vztahim mezi vektory a podprostory (rovné
dtvary prochazejici poddtkem) napiiklad v roviné a v prostoru. To
ndm také umozni lépe porozumét reseni soustav linedrnich rovnic.

5.1. Definice, priklady a zakladni vlastnosti. V kapitole o télesech jsme se
zabyvali tim, jaké vlastnosti ¢isel vyuzivame pii feSeni linearnich rovnic, a realna
¢isla jsme zobecnili na télesa. Odmeénou za vétsi abstraktnost je vétsi pouzitelnost.
Stejné tvrzeni a algoritmy, napriklad pro feSeni soustav rovnic nebo invertovani
matic, mizeme pouzit nejen pro realnd nebo komplexni ¢isla, ale také pro télesa
Z,, a jakékoliv jind télesa.

Aritmetické n-slozkové vektory nad télesem T muZeme scitat a nasobit prvky
télesa T. Vysledkem je opét aritmeticky n-slozkovy vektor nad télesem T. Radu
vlastnosti téchto dvou operaci s aritmetickymi vektory jsme dokézali v piredchozi
kapitole jako specidlni pfipad vlastnosti po¢itani s maticemi nad télesem T. VSechny
bezprostfedné vyplyvaly z axiomu télesa T.

V této kapitole zobecnime vlastnosti uvedenych dvou operaci s aritmetickymi
vektory nad télesem T do abstraktniho pojmu vektorového prostoru nad télesem
T. Prvky vektorového prostoru mohou byt nejen aritmetické vektory, ale naptiklad
také nekonecné posloupnosti ¢isel, realné funkce realné proménné, matice, poly-
nomy, apod.

Pojem vektorového prostoru umoziuje pouzivat geometrickou intuici ziskanou z
geometrie bodu a vektord v roviné a prostoru ke studiu objekti, které na prvni po-
hled nemaji s vektory nic spole¢ného. I pfi studiu realnych funkci muZzeme pouzivat
obrazky jako 30 nebo 31. Diky tomu, Ze realné funkce realné proménné mizeme také
sCitat a nasobit redlnym cislem a Ze tyto operace maji stejné zakladni vlastnosti
jako pocitani s redlnymi aritmetickymi vektory, dovoluje ndm abstraktni pojem
vektorového prostoru prenaset tvahy o vektorech na funkce na zakladé analogie.

Vektorovy prostor nad R tvoil mnoZina (jejiz prvky nazyvame vektory), ope-
race s¢itani vektori a operace nasobeni vektoru redlnym ¢islem. Tyto ingredience
musi spliovat sadu axiom, které jsou ve shod€é s predstavou vektoru jako ,Sipky“
v roviné nebo prostoru a operaci provadénych podle obrazka 30 a 31. Obecnéji
definujeme vektorovy prostor nad télesem T, kde misto nasobeni vektoru reidlnym
¢islem mame operace nasobeni vektoru prvkem T'.

Definice 5.1. Necht T je téleso. Vektorovym prostorem V nad télesem T rozumime
mnozinu V spolu s bindrni operaci + na V (tj. 4+ je zobrazeni z V x V do V) a
operaci - ndsobeni prvki mnoziny V prvky télesa T (tj. - je zobrazeni z T x V
do V), které splituji nésledujici axiomy.

(vS1) Pro libovolné u,v,w € V plati (u+v)+w=u+ (v+w).

(vS2) Existuje o € V takovy, Ze pro libovolné v € V plati v+ o0 = v.

(vS3) Pro kazdé v € V existuje —v € V takové, ze v + (—v) = o.
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(vS4) Pro libovolné u,v € V platiu+v =v +u.

(vN1) Pro libovolné ve Vaa,be T platia-(b-v)=(a-b)-v.
(vN2) Pro libovolné v e V plati 1 - v = v.

(vD1) Pro libovolné ve V aa,be T plati (a+bd)-v=a-v+0b-v.
(vD2) Pro libovolné u,veVaacTplatia-(u+v)=a-u+a-v.

Pfi studiu vektorovych prostorti budeme prvkiam T nékdy fikat skaldry a prvkiam
V wvektory (nebo prosté prvky V). Vyrazy skalar a vektor nemaji samostatny
smysl, pouzivame je jen kdyz je z kontextu ziejmé, které téleso a vektorovy prostor
mame na mysli.

,Operace“ - neni binarni operaci ve smyslu definice 3.1, protoze nasobime prvky
dvou ruznych mnozin. Misto a - v, kde a € T a v € V, piSeme casto av. Nikdy
neprohazujeme poradi, tj. vyrazy v - a a va nejsou definované. Podobné jako pri
pocitani v télesech ma - prednost pred +, proto nemusime ve vyrazech na pravé
strané v axiomech (vD1) a (vD2) pséat zavorky.

V definici je implicitné obsaZeno, Ze soucet u+ v je definovan pro kazdou dvojici
prvki u,v € V a néasobeni skalirem av je definovano pro kazdé a € T a v € V.
Z definice rovnéz vyplyva, Zze mnozina V je neprazdna, protoze musi obsahovat
podle (vS2) alespori nulovy prvek.

Axiomy (vS1), (vS2), (vS3), (vS4) jsou stejné jako axiomy pro s¢iténi v télese.
Stejné jako v télese proto plati, ze nulovy prvek a opa¢né prvky jsou urcené jed-
noznaéné. Mame ted dvé rtzné nuly, 0 v télese T a o ve vektorovém prostoru V.
Abychom je odlisili i jazykové, budeme v piipadé 0 € T mluvit o nulovém skaldru
a v piipadé o € V o nulovém vektoru. Axiom (vIN1) pfipomind asociativitu néso-
beni a (vN2) existenci jednotkového prvku, i kdyz zde je podstatny rozdil v tom, Ze
nasobime prvky riznych mnozin. Axiomy (vD1) a (vD2) pfipominaji distributivitu.

Zopakujme, ze zdkladnim prikladem vektorového prostoru nad R je mnozina
vech “fyzikalnich” vektori (Sipek) v idedlni roviné s béznymi operacemi defino-
vanymi podle obrazkt 30 a 31. Podobné, mnozina Sipek v idedlnim prostoru tvori
vektorovy prostor nad R. Abychom v téchto vektorovych prostorech mohli efektivné
pocitat, zavadime soustavu souradnic a misto s vektory pocitame s jejich sourad-
nicemi. Tim pfevadime vypocty v téchto idedlnich prostorech na vypocty v tzv.
aritmetickych vektorovych prostorech.

5.1.1. Aritmetické vektorové prostory. Zakladnim piikladem vektorového prostoru,
ktery je vhodny k pocitani, je mnozina vSech uspofadanych n-tic prvku télesa.

Definice 5.2. Necht T je téleso a n je prirozené &islo. Aritmetickym vektoroviym
prostorem nad T dimenze n rozumime mnozinu vsech n-slozkovych aritmetickych
(sloupcovych) vektort T™ spolu s pfirozenymi operacemi + a - (definovanymi jako
v definici 2.3). Oznacujeme jej T™.

To, Ze aritmeticky vektorovy prostor T" je skutecné vektorovym prostorem, jsme
dokazali obecné pro matice v tvrzeni 4.10 a tvrzeni 4.13.

Aritmetické vektorové prostory jsou velmi konkrétni, zaroven ale v jistém smyslu
»jediné“, priklady vektorovych prostort kone¢éné dimenze (pojem koneéné dimenze
pfesné definujeme pozd&ji, zatim chapejte intuitivné). Uvidime, Zze v kazdém vek-
torovém prostoru koneéné dimenze lze zvolit soustavu soufadnic (Fikdme ji béze),
a misto prvki prostoru mizeme pocitat s jejich soufadnicemi stejné jako v aritme-
tickém vektorovém prostoru. Omezit se ale na studium aritmetickych vektorovych
prostorti neni vyhodné z mnoha ddvodii.
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Jednim z nich je to, Ze vektorovy prostor (hlavné nad R) si pfedstavujeme jako
mnozinu Sipek. Z tohoto prostoru se stava aritmeticky vektorovy prostor az po
volbé néjaké soustavy souradnic, kdezto operace s prvky vektorového prostoru na
této volbé nezéavisi. Zadn4 volba soufadnic nemusi byt pfirozend a v riznjch situa-
cich mohou byt uziteéné rizné soustavy souradnic. Napiiklad mnozina vSech feseni
rovnice 2x; + 3z + 4x3 = 0 je rovina, tedy ,v podstaté totéz co R2“, ale asi by
bylo tézké argumentovat, ze néjaka konkrétni volba souradnic je ta nejlepsi. Presny
vyznam v¥razi typu ,v podstaté totéz co R%“ uvidime pozdéji.

Dalsim divodem je, Ze u né€kterych vektorovych prostort neni ihned patrné, ze
se v podstaté jednd jen o usporddané n-tice prvkid néjakého télesa. Navic i kdyz to
nékdy vidét je, neni vzdy vyhodné se na prostory takto divat, napfiklad proto, ze
na dané mnoziné mame i jiné operace, které jsou pri takovém pohledu neprehledné.

5.1.2. Dalsi priklady. Uvedeme nékolik dalsich ptikladt vektorovych prostorti.
P¥iklad 5.3. Mnozina V vsech trojic (z1,z2,23)7 € R3, které spliuji rovnici
2z1 + 3z2 + 4x3 = 0, spolu s béznymi operacemi tvori vektorovy prostor nad R
(obecnéji Ker A pro libovolnou matici A nad T tvofi s béZznymi operacemi vektorovy
prostor nad T, viz tvrzeni 5.13).

K ovéfeni, ze tomu tak skutecné je, je potfeba si nejprve uvédomit, Ze operace
jsou dobfe definovany, tedy soucet dvou vektora ve V' je opét vektor ve V' a skalarni
nasobek vektoru ve V' je opét vektor ve V. Dale je tfeba ovérit vSechny axiomy. V
tvrzeni 5.13 vSe dokdzeme obecnéji.

Uvédomte si, Ze tento prostor neni aritmetickym prostorem R3, protoze V neni
tvofeno vSemi trojslozkovymi redlnymi aritmetickymi vektory, jen nékterymi. Jde
o tzv. podprostor aritmetického vektorového prostoru R3. Podprostory se budeme
zabyvat v oddilu 5.2.

Také si vsimnéte, ze kdybychom misto 2z + 3z + 4x3 = 0 uvazovali rovnici
2x1 + 3z + 4x3 = 10, vektorovy prostor bychom (s béZnymi operacemi) nedostali.
Operace nejsou dobie definovany, protoze napiiklad trojice (5,0, 0)7 rovnici splituje,
kdezto 0 - (5,0,0)7 = (0,0,0)T nikoliv. A

Piiklad 5.4. Mnozina vS8ech polynomu stupné nejvyse 173 s redlnymi koeficienty
(nebo jiného daného maximalniho stupné, s koeficienty v jiném télese) s béznymi
operacemi s¢itani polynomu a nasobeni polynomu realnym ¢islem. Tento vektorovy
prostor je ,v podstaté“ aritmeticky vektorovy prostor R'74, protoze na polynom
ag 4+ a1z + - - - + a3’ ™ se mizeme divat jako na uspofadanou 174-ici koeficientt
(ag,ai,...,a173)" a operace jsou pfi tomto pohledu stejné jako v R174. A

Piiklad 5.5. Mnozina vSech matic typu 7 x 15 nad télesem Z3 s béznymi operacemi
s¢itdni a nasobeni skaldrem je vektorovy prostor nad Zsz (obecnéji mnozina matic
daného typu nad jinym télesem). Vzhledem k operacim + a - se tato mnoZina
chové stejné jako mnozina uspoiddanych 105-tic, takze tento vektorovy prostor je
,v podstaté“ aritmeticky vektorovy prostor Zi%. To, Ze mnozina matic daného
typu nad danym télesem je vektorovy prostor jsme dokézali v tvrzeni 4.10 a tvrzeni
4.13. Kdyz matice daného typu s¢itame a nasobime skaldrem, mizeme se na né
divat jako na k-tice prvki télesa, ale tento pohled neni vyhodny naptiklad kdyz
matice interpretujeme jako zobrazeni, ndsobime je nebo invertujeme. A

Vektorovy prostor matic typu m x n nad télesem T s béznymi operacemi s¢itani
a nasobeni skaldrem z T budeme oznacovat T™*". Aritmeticky vektorovy prostor
T" 1ze také chapat jako T"*1.
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Nasleduji dalsi priklady vektorovych prostori.

Priklad 5.6. Mnozina vSech podmnozin mnoziny X = {1,2,...,11} (nebo jiné
dané mnoziny X) spolu s operaci symetrické diference, tj. A+ B = (A\ B)U(B\ A4),
a nasobeni skaldrem 0- A = (),1- A = A pro libovolné A C X, je vektorovy prostor
nad Zs. Jako cviceni dokazte, Ze toto je skutecné vektorovy prostor, a vysvétlete
pro¢ je tento prostor ,.v podstaté® Zil. A

Priklad 5.7. Mnozina komplexnich ¢isel je vektorovym prostorem nad R (s béz-
nymi operacemi). Vzhledem ke séiténi a ndsobeni redlnym ¢éislem se komplexni ¢islo
a+ ib chova stejné jako dvojice (a,b)”, takze z tohoto pohledu je C v podstaté R2.
Pokud chapeme komplexni ¢isla jako vektorovy prostor nad R, zapomindme vlastné
na nasobeni v C, pamatujeme si pouze s¢itini a nasobeni redlnym cislem. A

Pi#iklad 5.8. Téleso Q(v2) = {a + bv/2: a,b € Q} s béznymi operacemi séitani a
nasobeni racionalnim ¢islem je vektorovy prostor nad Q. Skuteéné, éislo a+bv/2 lze
chapat jako dvojici (a,b)” € Q. Neni ale na prvni pohled patrné, ze kazda dvojice
odpovida pravé jednomu prvku télesa Q(v/2), ditkaz je pienechan jako cvideni. A

Vlastnosti podobnych vektorovych prostori, jako naptiklad dimenze, jsou dulezité
napiiklad v jiz zminénych problémech kvadratury kruhu, trisekce tthlu, zdvojeni
krychle a ,nefesitelnosti“ rovnic patého stupné.

Priklad 5.9. Mnozina vSech funkci z R do R tvoii spolu s pfirozenymi opera-
cemi sCitani funkci a nasobeni funkce realnym c¢islem vektorovy prostor nad R.
Podobnymi priklady jsou mnozina vsech spojitych funkci na R, mnozina diferen-
covatelnych funkci, mnozina polynomialnich funkci, nebo tfeba mnozina spojitych
funkei na intervalu [0, 1]. A

Prostory funkei jsou dulezité priklady vektorovych prostorti nekone¢né dimenze,
kterymi se budete v dalsim studiu zabyvat hlavné v jinych pfedmétech, naptiklad
ve funkciondlni analyze. My se soustfedime hlavné na vektorové prostory konecné
dimenze.

5.1.3. Jednoduché vlastnosti. Formulujeme nékteré vlastnosti vSech vektorovych
prostori. Dokazuji se podobné jako pfislusné vlastnosti pro télesa v tvrzeni 3.3,
proto diikaz prenechame jako cviceni.

Tvrzeni 5.10. V kaZdém vektorovém prostoru V nad télesem T plati

(1) nulovy prvek o je uréeny jednoznacné,

(2) rovnice u+ x = v md pro pevnd u,v € V pravé jedno tesen, specidlné,
opacny prvek —v je vektorem v urcen jednoznacneé,

(3) Ov = o pro libovolny vektor v € V,

(4) ao = o pro libovolny skalir a € T,

(5) je-li av = o, pak bud a =0 nebo v = o,

(6) —v = (—1)v pro libovolny vektor v € V, specidlné —(—v) = v.

Axiomy vektorového prostoru stejné jako pravé uvedené jednoduché dusledky
téchto axiomi budeme pouzivat zcela automaticky. Je dobré si pfi prvnim ¢teni
dtikazl v této kapitole podrobné rozmyslet vSechny kroky a pouzité axiomy.
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5.2. Podprostory.

V prikladu 5.3 jsme vidéli, ze z vektorovych prostortt mizeme konstruovat da-
181 vektorové prostory tim, Ze vybereme jen nékteré vektory a operace scéitani a
néasobeni skalarem ztGzime. Rikdme, Ze novy prostor je podprostorem ptvodniho:

Definice 5.11. Je-li V vektorovy prostor nad T, pak vektorovy prostor U nad
télesem T je podprostorem V, pokud U C V a operace + a - v U se shoduji
s prislusnymi operacemi ve V. Skutec¢nost, Zze U je podprostorem V zapisujeme
U<V

Protoze operace v podprostoru U jsou urcené piivodnimi operacemi ve V, ne-
musime je uvadét a staci rikat, ze mnozina U tvoii podprostor prostoru V. V této
situaci budeme také psat U < V.

K tomu aby U byl podprostor V, musi byt U neprazdna mnozina uzaviena na
operace s¢itani a nasobeni skalarem. Naopak, pokud U spliuje tyto podminky, pak
spolu s prislusnymi operacemi tvori podprostor.

Tvrzeni 5.12. Je-li V wvektorovy prostor nad télesem T, pak neprdzdnd podm-
nozina U mnoZiny V' je podprostorem V pravé tehdy, kdyZ soucasné

o (,uzavienost na séitdni“) pro libovolné u,v € U plati u+v € U,
o (,uzavienost na ndsobeni skaldrem®) pro libovolné v € U a a € T plati
aveU.

Diikaz. Pokud U < V|, pak mnozina U musi byt uzaviena na s¢itani a nasobeni
skalarem, nebot spolu s témito operacemi tvo¥i vektorovy prostor.
Predpokladejme, ze U je neprazdnd mmnozina uzaviend na sc¢itani a nasobeni
skalarem. Pak opa¢ny prvek k u € U je v U, protoZze —u lze napsat jako (—1) - u.
Rovnéz nulovy prvek vektorového prostoru V je prvkem U, protoze U je neprazdna
a plati 0 - u = 0. Vsechny axiomy nyni vyplyvaji z toho, Ze jsou splnény ve V. 0O

Mnozina {0} tvofena pouze nulovym vektorem o je vzdy podprostorem V, rovnéz
cely prostor V je podprostorem V. Témto podprostortim fikdme trividlni, ostatni
podprostory nazyvame netrividlni nebo vlastni. Zdiraznéme pozorovani z dikazu
predchoziho tvrzeni — nulovy prvek o je obsazen v kazdém podprostoru V.

5.2.1. Podprostory R". Uvazujme podprostor U < R?. Pokud U obsahuje nenulovy
vektor x = (x1,z2)T, pak musi obsahovat vSechny jeho nasobky: {tx :t € R} C U.
Geometricky tvori tyto nasobky pfimku prochazejici bodem x a poc¢atkem o. Pokud
U obsahuje jesté jiny nenulovy vektor y, ktery nelezi na pfimce {tx : t € R}, pak
opét obsahuje v8echny jeho skaldrni nasobky {sy : s € R}, a z toho jiz geometricky
nahlédneme, 7e U = R2, protoze kazdy vektor z R? je souctem néjakého vektoru
na piimce {tx : ¢t € R} a néjakého vektoru na piimce {sy : s € R}.

Formalni dikaz tohoto tvrzeni pfenechame jako cviceni, pozdéji budeme podobné
véci umét dokazovat snadno a rychle pomoci pojmu baze.

Ukézali jsme, Ze kromé trividlnich podprostorii {o} a R? jsou jedinymi kandidaty
na podprostory R? mnoziny tvaru {tx : ¢t € R}. Snadno ovéiime, Ze pro libovolny
vektor o # x € R? je tato mnoZina uzaviend na s¢itani a nasobeni skaldrem.
Podprostory R? jsou tedy {o}, piimky prochézejici po¢étkem, a cely prostor R?.

Podobnou tivahou nalezneme vsechny podprostory U < R?. Pokud o # x € U,
pak U obsahuje celou pfimku {tx : ¢ € R}. Pokud U obsahuje jesté jiny vektor y,
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X2

Sy

Y

X1

OBRAZEK 59. Podprostor R? obsahujici pfimku a vektor mimo ni

pak {sy : s € R} C U a U pak obsahuje celou rovinu uréenou body x,y a poc¢atkem
0, coz je rovina s parametrickym vyjadfenim

{tx+sy:t,s € R} .

Obsahuje-li U jesté né&jaky jiny vektor mimo tuto rovinu, pak U = R3. Podpro-
story R? jsou tedy trividlni podprostory, piimky prochézejici pocatkem a roviny
prochazejici pocatkem.

I kdyz vizualni pfedstava prostoru R™ pro n > 3 chybi, intuice stale je, ze
podprostory jsou rovné utvary prochazejici pocatkem.

5.2.2. Podprostory T™. Nad jinymi télesy jiz neméme tak dobrou vizudlni pred-
stavu aritmetického prostoru, ale stidle mizeme podobné uvahy jako vyse provadét
algebraicky. Tak naptiklad stale plati (viz cvi¢eni), Ze podprostory T2 jsou trivialni
podprostory a ,,piimky“ prochazejici po¢atkem, tj. mnoziny tvaru {tx : t € T'}, kde
o#£xeT?

B4
[ ]
13
4,2)

0,1 @1

[ ]
0,0 1,0

OBRAZEK 60. Pi{mka {t(2,1)T : ¢t € Z5} v prostoru Z2
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S podprostory T™ jsme se jiz setkali uz v predchozi kapitole pri feseni homo-
gennich soustav linearnich rovnic. Zde je tfeba si pripomenout definici 4.80 jadra
matice A jako mnozinu vSech feSeni homogenni soustavy Ax = o.

Tvrzeni 5.13. Pro libovolnou matici A typu m X n nad T plati, Ze Ker A je
podprostor T™, neboli Ker A < T™.

Diikaz. Podle tvrzeni 5.12 sta¢i ovétit, Zze mnozina Ker A je neprazdné a uzaviend
na s¢itani a nasobeni skalarem.

Protoze Ao = o, mnozina Ker A obsahuje nulovy prvek o € T", takze je ne-
prazdna.

Pokud u,v € Ker A, pak podle definice Ker A je Au = o = Av. Z distributivity
nasobeni matic nyni dostaneme A(u+v) = Au+ Av=0+o0=o0, takzZeu+v €
Ker A.

Pokud u € Ker A a s € T, pak A(su) = s(Au) = so = o, tedy su € Ker A. [

Geometricky je Ker A tiplnym vzorem nulového vektoru pii zobrazeni f4. Uplny
vzor nenulového vektoru b € T™ (neboli mnozina vSech feSen{ soustavy Ax = b)
neni podprostor T". Tato mnozina je sice ,rovny utvar“, ale neobsahuje nulovy
prvek o € T". Takovym mnozindam budeme pozdéji fikat afinni podprostory T™.
Kazdy podprostor T™ je tedy také afinni podprostor T", ale pouze afinni pod-
prostory T™ obsahujici o € T™ jsou soucasné podprostory vektorového prostoru
T".

5.2.3. Dalsi priklady podprostorii.

Piiklad 5.14. Mnozina vSech étvercovych matic fadu 4 nad télesem Zs takovych,
Ze soucet prvku na hlavni diagonale je roven nule, je podprostor vektorového pro-
storu Zs**. Je totiz neprazdna (obsahuje napiiklad nulovou matici) a je uzaviena
na s¢itani a nasobeni skalarem, jak se snadno oveéri. A

Priklad 5.15. Mnozina vSech polynomu p stupné nejvyse 173 s redlnymi koefici-
enty, pro které plati p(5) = 0, je podprostorem vektorového prostoru (z pfikladu 5.4
vSech redlnych polynomu stupné nejvyse 173. A

Piiklad 5.16. MnozZina redlnych ¢isel je podprostorem prostoru komplexnich éisel,
kde obé télesa realnych a komplexnich ¢isel chapeme jako vektorové prostory nad Q.
A

Priklad 5.17. MnoZina spojitych funkci z R do R je podprostorem vektorového
prostoru vSech funkci z R do R. protoZe mnoZina spojitych funkci je neprazdna
a uzaviend na operace s¢itani a nasobeni realnym c¢islem. Podobné, mnozZina dife-
rencovatelnych funkci z R do R je podprostorem vektorového prostoru spojitych
funkeci. A

5.2.4. Linedrni kombinace. Uz mnohokrat jsme se setkali s vyrazy typu ru+ sv +
tw, kde u, v, w jsou néjaké realné aritmetické vektory a r,;s,t € R. Takovym
vyrazim fikdme linedrni kombinace vektorti u, v, w. Lineadrni kombinace mtzeme
definovat v kazdém vektorovém prostoru.

Definice 5.18. Jsou-li vi, vy, ..., vi prvky vektorového prostoru V nad T atq,to, ...

T skalary, tj. prvky télesa T, pak prvek
t1V1 -+ t2V2 + 4 tkvk

7tk€
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se nazyva linedrni kombinace prvki vy, vo, ..., v € V. Skalary tq1,ta,..., 1
nazyvame koeficienty linedrni kombinace.
Linearni kombinaci préazdného systému vektorta definujeme jako nulovy vektor.

Zdturaznéme, ze v linedarni kombinaci mame vzdy kone¢ny pocet vektord pro-
storu V. Soucet nekoneéné mnoha vektort ve vektorovém prostoru neni obecné
definovan.

5.2.5. Linedrni obal. Linearni kombinace se vyskytuji v popisu podprostori, na-
piiklad pro aritmetické vektory x = (1,1,1)T ay = (1,2,3)T € R? je {sx + ty :
s,t € R} mnozina viech linedrnich kombinaci vektortt x,y — rovina v R3. Obecné
definujeme linedrni obal mnoZziny X jako mnozinu vSech linedrnich kombinaci prvki
X. Tato mnozina tvoii vzdy podprostor (viz tvrzeni 5.23).

Definice 5.19. Necht V je vektorovy prostor nad T a X C V. Pak linedrnim
obalem mnoZiny X rozumime mnozinu LO X vSech linedrnich kombinaci prvki X,
tj. mnozinu

LOX:{t1V1+t2V2+"~+tkvkZkENo, Vi,...,Vip € X, tl,...7tk€T}

Geometricky, linearni obal je ,rovny utvar prochézejici pocatkem* obsahujici
dané vektory. Poznamenejme, Ze mnozina X muZe byt i nekonecnd. Definici mizeme
trochu zjednodusit pro kone¢né mnoziny vektord.

Pozorovani 5.20. Jsou-li vy, ...,v; proky vektorového prostoru V nad télesem T,
pak

LO{vl,...,vl}:{t1V1+~~~+tlvl:tl,...,tleT} .

Diikaz. Inkluze ,,0% plyne trividlné z definice linedrniho obalu.

Naopak, je-li u € LO{vy,...,v;}, pak u = sju; + --- + spug, kde kazdy z
vektortt u; lezi v mnoziné {vi,...,v;}. V soudtu sju; + --- + spuy seskupime
s¢itance podle vektort vy,...,v; a uzitim (vD1) nahradime jedinym séitancem
tvaru t;v;. Nakonec pro chybéjici v; pfiddme s¢itanec Ov;. Tim ziskdme vyjidieni
u:t1V1 +t2V2+"‘+thZ. O

Piiklad 5.21. LO( = {o} — linearni obal prazdné mnoziny je trivialni prostor
tvofeny nulovym vektorem. A

Piiklad 5.22. V prostoru R? mame

1 4 9 1 4
LO 2 1,1 5 |, 12 =LO 2 1,1 5 =
3 6 15 3 6
1 4
=<¢s| 2 |+t 5 :s,teR
3 6

Inkluze C v prvni rovnosti plyne z toho, Zze kazdou linedrni kombinaci vektori
(1,2,3)7, (4,5,6)T, (9,12,15)T 1ze psat jako linedrni kombinaci vektort (1,2,3)7,
(4,5,6)T, protoze vektor (9,12,15)7 lze napsat jako linearni kombinaci prvnich
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dvou vektoru:

1 4 9
tq 2 +t2 5 + t3 12 =
3 6 15
1 4 1 4
=1t 2 + t9 5 + i3 2 +2 5 =
3 6 3 6
1 4
= (t1 +t3) 2 + (to + 2t3) 5
3 6

Geometricky, linearni obal danych t¥i vektoru je rovina prochazejici pocatkem, treti
vektor lezi v roviné urcené prvnimi dvéma vektory.

Nékdy fikdme ,linedrni obal vektoru ...“, misto formélné pfesného ,linearni
obal mnoziny vektori {...}“. A

Tvrzeni 5.23. Pro libovolny vektorovy prostor V nad T a libovolnou X C V je
LO X podprostorem V.

Diikaz. Je tfeba ovérit, ze LO X je neprazdnd mnozina uzaviena na séitani a naso-
beni libovolnym r € T

Predné LO X je neprazdnd, protoZe obsahuje linedrni kombinaci prvki prazdné
podmnoziny X, tj. vektor o.

Soucet linearni kombinace s1vy + Sovg + - - - + S Vg vektord vi,vs, ..., vy € X s
koeficienty si, s2, ..., Sk € T a linearni kombinace t;wq +towso + - - - +t;w; vektortu
Wi, Wa,...,W; € X s koeficienty t1, to, ..., t; se rovna

81V + 82va + - + Sp Vg + T Wy Hlowo + -+ Wy,

coz je linearni kombinace vektord vq,...,vi, w1,...,w; € X s koeficienty sq, ...,
Sk, tl, ey tl.

Konecné, r-nasobkem linearni kombinace s;vi+savo+- - 45V vektori vy, vo, ..., Vi €
X s koeficienty s1, s2, ..., Si je linedrni kombinace

r(s1v1 + savo + -+ + spvi) = (rs1)vi + (rse)va + - + (rsg)vi

stejnych vektoru s koeficienty rsy, rso, ..., 7Sk. O

5.2.6. Mnozina generdtori. Obsahuje-li podprostor U < V mnozinu X, pak diky
uzavienosti na séitani a nasobeni skaldrem obsahuje také vSechny linearni kombi-
nace prvki X. To znamenéa, ze LO X je ,nejmensi“ podprostor, ktery obsahuje
X. Slovo nejmensi je zde tfeba chapat vzhledem k inkluzi, tj. tak ze jakykoliv
podprostor obsahujici X obsahuje LO X. Proto se rovnéz hovoii o podprostoru
generovaném X.

Definice 5.24. Je-1i V vektorovy prostor nad T a X C V. Pokud LO X =V, pak
fikdme, ze X je mnoZina generdtoru prostoru V, nebo také ze X generuje V.

Jinymi slovy, mnozina X C V generuje V, pokud kazdy vektor ve V' lze vyjadrit
jako linearni kombinaci vektort z X.

Priklad 5.25.

e Prazdna mnozina generuje trivialni prostor {o}.
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e Mnozina {(1,0)7,(0,1)T} generuje pro libovolné T prostor T2, protoze
kazdy vektor (x1,72)T v T? lze vyjadfit jako linearni kombinaci vektori
(1,0)T a (0,1)T takto:

()=o) e (V)

Tedy také libovolna podmnozina T? obsahujici vektory (1,0)7 a (0,1)7 je
mnozinou generatort T2.

e Mnozina {(1,2,3)”} generuje podprostor V.= LO {(1,2,3)”'} vektorového
prostoru R?. Jiné mnoziny generatorti stejného prostoru V jsou napiiklad
{(2,4,6)T}, {(2,4,6)T,(3,6,9)T}, V. Mnozina {(1,2,3)7,(4,5,6)"} neni
mnozinou generatori V, protoze neni ani jeho podmnozinou.

e Mnozina {1,z,2%} je mnoZinou generatorti prostoru viech redlnjych poly-
nomt stupné nejvyse 2.

A

Piiklad 5.26. V ¢asti 5.2.1 jsme si geometricky zduvodnili, Ze pro kazdy netrivialni
podprostor R? existuje mnozina generatort, kterd ma jeden nebo dva prvky. A

Priklad 5.27. Definujeme R¥ jako prostor vSech posloupnosti redlnych ¢isel s ope-
racemi provadénymi po slozkach, podobné jako s aritmetickymi vektory. Mnozina

X ={(1,0,0,...),(0,1,0,0,...),(0,0,1,0,...),...}

negeneruje prostor RY. Ovéite, ze LO X se rovnad mnoziné vsech posloupnosti
realnych ¢isel, které obsahuji pouze kone¢né mnoho nenulovych prvki.

Také mnozina vSech posloupnosti redlnych c¢isel konvergujicich k 0 je podprostor
R“ a obsahuje LO X.

Jingm zajimavym podprostorem R* je mnozina Y vSech posloupnosti (ag, as,
ag, ...) spliujicich podminku a,4o = a, + an+1 pro kazdé n > 2. Mezi prvky
tohoto podprostoru patfi Fibonacciho posloupnost. A

5.2.7. Opét soustavy linedrnich rovnic. Uvazujme matici A typu m X n nad télesem

T a aritmeticky vektor b € 7. Mnozinu FeSeni feSitelné soustavy rovnic Ax = b
jsme dosud zapisovali ve tvaru

u+thvp: t, €T prokazdé pe P ;,
peP

kde u a v, jsou vhodné aritmetické vektory z T". Jiz také vime, Ze

thvp : t, €T prokazdé pe P

peEP
je mnozina vSech feSeni pfislusné homogenni soustavy rovnic Ax = o — jadro matice
A.

Zavedené pojmy umoznuji kompaktnéjsi zapis a formulace. Jadro matice A je
podprostor R™ rovny
LO{v,:p€ P},

jinymi slovy, {v, : p € P} je mnozina generatort jadra matice A. Mnozinu vSech
feSeni pak mtzeme zapsat

u+LO{v,:pe P}.
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Pfipomenme, Ze tato mnozina je podprostorem R"™ pravé tehdy, kdyz b = o.

Piiklad 5.28. Mnozina feSeni soustavy z piikladu 2.3.4 je

-1 —2 -3 -2
0 1 0 0
-3 + 12 0 + ty 0 + t5 —2 tlo,ty,ts ER H =
0 0 1 0
0 0 0 1
-1 —2 -3 —2
0 1 0 0
3 |+ro o |.| o [|.| -2
0 0 1 0
0 0 0 1

MnoZina, Fefeni piislusné homogenni soustavy je podprostor R® generovany vektory
(-2,1,0,0,0)T, (=3,0,0,1,0)T, (-2,0,-2,0,1)7. A

5.2.8. Sloupcovy a Fddkovy prostor matice. Kazda matice pfirozené definuje dvé
mnoziny aritmetickych vektori — mnozinu fadkovych vektort a mnozinu sloupco-
vych vektori. Prostorim, které tyto mnoziny generuji, fikdme fadkovy a sloupcovy
prostor.

Definice 5.29. Je-li A matice typu m xn nad T, pak sloupcoviym prostorem matice
A rozumime podprostor T™ generovany mnozinou sloupcovych vektort matice A
a znacime jej Im A.

ImA=LO{aj,as,...,a,} <T™
Rddkovym prostorem matice A rozumime sloupcovy prostor matice A, tj.

Im AT =LO{a;,a,,...,4,} <T"

Priklad 5.30. Pro reilnou matici

(30 4)
mac0d(3)(1)-(4))

Im AT =LO

je

A

Jak pozname, Ze vektor b € T™ lezi v Im A? Stadi si pfipomenout, Zze Ax je
linearni kombinace sloupct matice A, kde koeficienty jsou slozky vektoru x. Takze
b € Im A pravé kdyz rovnice Ax = b ma feSeni, pficemz koeficienty linearni kom-
binace jsou slozky néjakého feseni. Také vidime, Ze Im A je obor hodnot zobrazeni
fa.

ImA={Ax:x€T"} ={fa(x):x €T"} = obor hodnot f4 .

Oboru hodnot se nékdy také ¥ikd obraz (anglicky image), proto znaceni Im A.
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P¥iklad 5.31. Pro matici A z predchoziho piikladu nejprve ovérime, ze (0,1)7 €
ImA a (1,0)7 € Im A a vyjadiime tyto vektory jako linedrni kombinaci sloupcii.
Protoze méame dvé soustavy rovnic se stejnou matici, mtizeme je fesit najednou.

13 4|10 1 3 4 1 0

2 7 —-1]0 1 01 -9|-2 1
Vidime, ze obé soustavy maji feseni, tedy dané vektory do sloupcového prostoru
matice A patii.

Pro pravou stranu (1,0)? dostaneme volbou 0 za volnou proménnou feseni x =
(7,-2,0)T, coz davé vyjadieni

(0)=7(2)=(7) ()

Koeficienty nejsou urceny jednoznac¢né, napiiklad volbou 2 za volnou proménnou
dostaneme x = (—55,16,2)T, coz odpovida vyjadieni

(0)=(2)em(7)e2(4)

Pro vektor (0,1)7 dostaneme napiiklad vyjadieni

0 1 3 4
(1)==(2) (%) ( )
Ukézali jsme, 7ze oba vektory (1,0)7, (0,1)7 patii do Im A, tim pAdem Im A = R,
1

protoze z piikladu 5.25 vime, ze LO {(1,0)”, (0,1)"} = R%.
Lezi vektor (2,1,1)T v prostoru Im AT?

1 2 ]2 1 2 2 1 2 2
3 7|1 ]~ 0 1]|-5]~]0 1| -5
4 —-1|1 0 -9\ -7 0 0] —52
Soustava nemé4 Feseni, takze vektor (2,1,1)7 v Im AT nele#i. A

5.2.9. Prostory uréené matici a elementdrni upravy. K matici A typu m x n nad
T méme pfifazeny ¢tyii zakladni podprostory aritmetickych prostori:
: Im A < T™ sloupcovy prostor matice A, neboli linedrni obal sloupcovych
vektorti, neboli obor hodnot zobrazeni f4
: Im AT < T™ fadkovy prostor matice A, neboli sloupcovy prostor matice A7,
neboli linedrni obal fadkovych vektort (psanych do sloupcit), neboli obor
hodnot zobrazeni fr
: Ker A < T" jadro matice A, neboli mnozina vSech feSeni soustavy Ax = o,
neboli mnozina vSech vektori, jejichz obrazem pii zobrazeni f4 je nulovy
vektor
: Ker AT < T™ jadro matice A”, neboli mnozina viech fefeni soustavy ATx =
0, neboli mnozina vSech vektoriu, jejichz obrazem pii zobrazeni f,r je nu-
lovy vektor
Jak se tyto prostory méni pii elementarnich fadkovych (sloupcovych) apravach?
Jiz v kapitole o feSeni soustav linedrnich rovnic jsme si vSimli, ze elementarni
radkové tipravy neméni mnozinu vSech feseni soustavy linearnich rovnic. Kdyz toto
tvrzeni napiSeme maticové pro homogenni soustavy, mame Ker (EA) = Ker A pro
kazdou elementdrni matici E (sprdavného typu nad spravnym télesem). Protoze



LINEARNI ALGEBRA 149

kazda regularni matice R je soucinem elementarnich matic R = F1 Fs ... Ei, mame
obecnéji

Ker (RA) =Ker (E1Es ... ExA) =Ker (BEy.. . EA) =--- =Ker A .

Toto tvrzeni dokdZzeme nize trochu rychleji. VSimnéte si, ze elementarni sloupcové
upravy Ker A obecné méni.

Dalsim dulezitym pozorovanim je, ze fadkové elementarni ipravy neméni linearni
obal ¥adki (tj. prostor Im AT). Obecnéji, nasobeni zleva reguldrni matici neméni
Im AT a nasobeni reguldrni matici zprava neméni Im A. Nésobeni zleva matici R
obecné méni Im A tak, Zze sloupcovy prostor vzniklé matice je linedrni obal R-
nasobku puvodnich sloupca.

Tvrzeni 5.32. Necht A = (a1]...|a,) je matice typu mxn nad T a R je requldrni
matice Tddu m. Pak

Im (RA) = LO {Ray, Ray,...,Ra,}, Ker(RA)=KerA, Im(RA)" =ImA” .

Diikaz. Prvni ¢ast je dusledkem definice soucinu matic 4.19.

Je-li x € Ker A, pak Ax = 0. Vynasobenim R zleva ziskdme RAx = Ro = o,
¢ili x € Ker (RA). Tim jsme dokézali Ker A C Ker (RA) pro kazdou matici A a
regularni matici R.

Je-li naopak x € Ker (RA), pak RAx = o. Protoze R je regularni, je také R~*
regularni podle tvrzeni 4.71.1. Podle pfedchézejiciho odstavce pak plati Ker (RA) C
Ker (R"'RA) = Ker (A). Tim je dokdzdna opa¢na inkluze nutna k ovéieni druhé
rovnosti Ker A = Ker (RA).

Zbyva dokézat tieti rovnost. Opét si uvédomime, Ze nasobeni v matici RA je
kazdy fadek linearnich kombinaci fadkt matice A podle tvrzeni 4.23. To znamen4,
ze kazdy Fadek matice RA lezi v linedrnim obalu fadkt matice A, tj. v fadkovém
prostoru Im AT, tj. Im (RA)T C Im A”. Stejnou tivahou jako v piedchozim odstavci
ziskdme opac¢nou inkluzi Im (A7) = Im (R"1RA)T C Im (RA)T. O

Zformulujte si podobné tvrzeni pro sloupce, tj. pro nasobeni regularni matici
zprava. Mame naptiklad Im A = Im (AR), pokud R je regularni matice fadu n. Di-
kaz mutzeme provést bud uzitim sloupcovych tprav misto fadkovych nebo precho-
dem k transponované matici — pouzitim tfeti rovnosti ptedchoziho tvrzeni na matici
AT misto A a RT misto R dostaneme Im (A7) = Im (RT AT)T, coz po tipravé za
pouziti rovnosti (AT)T = A a (RTAT)T = AR dokazuje rovnost Im A = Im (AR).

Dausledek 5.33. Elementdrni fddkové upravy matice A (obecnéji ndsobent regu-

ldrni matici zleva) neméni Ker A a Im AT. Elementdrni sloupcové dpravy neméni
Ker AT ¢ Im A.

Rovnéz se zamyslete, jak se sloupcovymi ipravami méni Ker A.

5.3. Linearni zavislost a nezavislost.

Mno#Zina aritmetickych vektorti (1,2,3)7, (4,5,6)T, (9,12,15)7 generuje ten samy
podprostor V < R? jako mnozina (1,2,3)7, (4,5,6)7, jak jsme vidéli v piikladu 5.22.
Diivod je ten, Ze tteti vektor (9,12,15)7 lze napsat jako linedrni kombinaci zby-
vajicich dvou vektort. Mnozinam prvki libovolného vektorového prostoru, ve kte-
rych zadny z prvka neni linedrni kombinaci ostatnich, fikdme linedrné nezdvisle.
Z formula¢nich dtvoda definujeme linedrni (ne)zivislost pro posloupnosti prvkii
vektorového prostoru, nikoliv pro mnoziny.
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Definice 5.34. Necht V je vektorovy prostor nad télesem T. Posloupnost prvki

(v1,Va,...,Vg) prostoru V se nazyva linedrné zavisld, pokud néktery z prvka v; je
linedrni kombinaci zbyvajicich prvkd vy, vo, ..., Vi_1, Vi1, -.., Vi.
V opa¢ném piipadsé fikdme, Ze posloupnost (vi,va, ..., Vi) je linedrné nezdvisld.

Pozdéji si ukazeme, jak linedrni (ne)zavislost definovat i pro nekoneéné soubory
vektorti.
Uzitim pojmu linearniho obalu miZeme definici pfeformulovat tak, Ze posloup-

nost (vi,va,...,vy) je linedrné zavisla, pokud existuje i € {1,2,...,k} tak, ze
v; € LO{v1,va, ..., Vic1, Vigl, .-, Vi}
ekvivalentné
LO{vy,va,...,vi} =LO{vi, Vo, ..., Vi1, Vit1,..., Vi}

Geometricky to znamenad, ze v; lezi v ,rovném utvaru“ ur¢eném zbylymi vektory.
Naopak, posloupnost je lineadrné nezavisla, kdyz zadné takové ¢ neexistuje, jinymi
slovy, kdyz kazdy vektor v; ,néco prida“ k linedrnimu obalu zbylych vektori.
Nékdy se pouziva nepresnd formulace typu ,,vektory ... jsou linearné nezavislé“,
apod. Uvédomte si, Ze linedrni (ne)zavislost neni vlastnost vektortd ale jejich po-
sloupnosti. Takze takovou formulaci je potfeba vzdy pfelozit jako ,posloupnost
vektori ... je linedrné nezavisla“.

P¥iklad 5.35. Posloupnost ((1,2,3)7,(9,12,15)T,(4,5,6)T) ve vektorovém pro-
storu R? je linedrné zavisla, protoze druhy vektor lze napsat jako linedrni kombinaci
zbylych dvou:

9 1 4
12 | =1 2 | +2( 5
15 3 6

Geometricky to znamena, ze vektor (9,12, 15)7 lezi v roviné uréené zbylymi dvéma
vektory.

Posloupnost vektori (1,0,0,0)7, (0,1,0,0)T, (0,0,1,0)T, (0,0,0,1) v prostoru
73 je linearné nezévisl4, protoze, zadny z vektorti neni linedrni kombinaci ostatnich:
linearn{ obal druhého az étvrtého vektoru je mnozina {(0,a,b,c)? : a,b,c € Zi}, do
niz vektor (1,0,0,0)7 nepatii. Podobné pro ostatni vektory.

Posloupnost prvki (u,v,u+ v) v libovolném vektorovém prostoru je vzdy line-
arné zavisla.

Posloupnost vektori (cosxsinz + 5,1,sin(2z) + 3) v prostoru redlnych funkei
redlné proménné (nad R) je linedrné zavisld, protoze sin(2z) + 3 lze napsat jako
2 (coszsinx +5) + (=7) - 1. A

Nékolik snadnych obecnych pozorovani:

e Kdykoliv posloupnost obsahuje nulovy prvek, tak je linedrné zavisla, pro-
toze nulovy prvek je linearni kombinaci ostatnich prvkia posloupnosti. To
plati i v pfipadé, ze posloupnost obsahuje jediny prvek o diky tomu, ze
nulovy prvek je linearni kombinaci prvka prazdné mnoziny.

e Jednoclennd posloupnost (v) je linedrné nezavisla pravé tehdy, kdyz v # o.

e Kdykoliv posloupnost obsahuje dva stejné prvky, je linearné zavisla. Obec-
néji, pokud je néktery z prvka nasobkem jiného, je posloupnost linearné
zévisld. Neplati to ale naopak. V posloupnosti ((1,2,3)7, (9,12,15)7,
(4,5,6)T) z predchoziho piikladu neni zadny z aritmetickych vektor na-
sobkem jiného, presto je posloupnost linearné zavisla.
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e Linearni zavislost nebo nezavislost posloupnosti nezévisi na poradi prvki.

e Podposloupnost linedrné nezavislé posloupnosti je linedrné nezavisla. Jinak
feceno, pokud je podposloupnost prvki linedrné zavisla, tak je linedrné
zéavisld i pivodni posloupnost.

Pokud bychom ovéfovali, Ze néjakd posloupnost (vi,va,...,vg) je linedrné ne-
zavisla z definice, museli bychom pro kazdy z prvki vy, ..., vi ukazat, ze jej nelze

vyjadiit jako linedrni kombinaci ostatnich. Snazsi je pouzit bod (2) nebo (3) z né-
sledujiciho pozorovani, které dava elegantnéjsi charakterizaci linearni nezavislosti.

Tvrzeni 5.36. Necht (vi,...,Vg) je posloupnost prvki vektorového prostoru V
nad telesem T. Ndsledujici tvrzent jsou ekvivalentnsi.
(1) Posloupnost (v1,...,Vg) je linedrné nezdvisld.
(2) Zddny z proki v; (1 < i < k) nelze vyjadrit jako linedrni kombinaci pred-
chozich prvki vyi,...,v;_1.
(3) Nulovy prvek o lze vyjddFit jako linedrni kombinaci prokd vi,va,..., vy
pouze trivialnim zpusobem o = 0vy 4+ 0vg + - - - + Ovy.
Jinymi slovy, pro libovoln€ ay,aq,...,a; €T plati, Ze z rovnosti

ai1vi +asve +---+apvy =0 ,
plyne a1 = a3 =---=a; =0.
(4) Kazdy prvek b € V lze vyjddrit jako linedrni kombinaci prvki v, va, ...,
Vi nejuyse jednim zpiusobem.
Diikaz. (1) = (2) je zfejmé.
(2) = (3). Pokud plati

a1vy +asvg + -+ apvy =0

a jedno z Cisel aq, ag, . . ., ai je nenulové, zvolime nejvétsi takové ¢, pro které a; # 0.
Pak mtzeme upravit
a;V; = —a1Vy — ... —a;_1V;—1
a
| -1
vV, =—a, ajvi —...—a; a;—1V; ,

z ¢ehoz vidime, Zze podminka (2) neni splnéna.
(3) = (4). Pokud mame dvé vyjadfeni prvku u
u=a;vy+ave+---+apvy =bvy +bova + -+ bpvy
jejich odectenim ziskdme rovnost
o= (ar —b1)vi+ (a2 — b2)va + -+ + (ar, — bg) Vg,
takze z (3) dostavame, Ze a; —b; = 0 pro kazdé ¢, neboli a; = b; a tedy obé vyjadieni
vektoru u jsou stejna.
(4) = (3) je trivialni.
(3) = (1). Pokud je posloupnost prvki (vi,...,vy) linedrné zavisla, pak pro
néjaké i je prvek v; linedrni kombinaci ostatnich, tedy
vi=bivi+bava+ -+ bi_1vio1 +bipavigr + o+ bpvi .
Posledni rovnost prepiseme do tvaru
o=bivi+bvo+--+b_1vi1+(-1)vi+bipivigr + -+ bpvi

takze dostavame netrivialni linedrni kombinaci prvka vi,va,..., vy s koeficienty
a; = —1 a aj = b;j pro j # i, kterd se rovna nulovému prvku. (I
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Bod (3) lze formulovat také tak, Ze posloupnost prvki vektorového prostoru
je linearné zavisla pravé tehdy, kdyz existuje jeji netrividini linedrni kombinace,
kterd se rovna nulovému vektoru. Netrividlni znamenad, ze alespon jeden koeficient
je nenulovy (skalar).

Pfipomenme, Ze vektory vy, ..., vi generuji vektorovy prostor V, pokud se kazdy
vektor da napsat jako linedrni kombinace téchto vektora alespon jednim zpisobem.
Srovnejte tuto skutecnost s bodem (4).

Piiklad 5.37. Zjistime, zda je posloupnost aritmetickych vektort
((1,1,1,D)7,(1,2,1,1)7,(0,1,0,1)")

linedrné nezavisld v prostoru Z3i. Pokusime se vyjadfit nulovy vektor jako linearni
kombinaci vektort dané posloupnosti

1 1 0 0
1 2 1 0
sl BT I BT B IV Bl A
1 1 1 0
To je vlastné homogenni soustava rovnic!
1 10 0
121 Y o
110 2=
111 s 0

Soustavu pfevedeme do odstupniovaného tvaru. Pravé strany psat nebudeme, pro-
toze je soustava homogenni.

110 110 110
1 21 01 1 01 1
110l 7 fooo]7loo1
111 00 1 00 0

Nemame zadnou volnou proménnou, takZze soustava méa pouze trividlni feSeni x =
(0,0,0)7. Jedina linearni kombinace danych aritmetickych vektorti, kterd se rovna
nulovému vektoru méa vSeschny koeficienty nulové, tj. je trivialni. Podle bodu (3) z
predchoziho tvrzeni je dana posloupnost aritmetickych vektora linedrné nezavisla.

A

Tento ptiklad nam dava navod jak zjistit, je-li dané posloupnost aritmetickych
vektort linedrné (ne)zévisla. Formulujeme u¢inéné pozorovani jako tvrzeni.

Tvrzeni 5.38. Posloupnost sloupcovych vektori matice A = (aj|as|---|a,) typu
m xn nad telesem T tvori linedrné nezdvislou posloupnost v T™ prdve tehdy, kdyz
Ker A = {o}, ¢j. prdvé kdyz md soustava Ax = o pouze trividlni Teseni x = o.

Dikaz. Je-li x = (x1,22,...,2,), pak podle definice 4.16 sou¢inu matice s aritme-
tickym vektorem plati Ax = x1a; + x0as + -+ + z,a,. Z definice 4.80 jadra matice
plyne, ze Ker A = {o} pravé kdyz je nulovy vektor o € T" jedinym FeSeni soustavy
Ax = o. To plati pravé kdyz z rovnosti

r1a] +rga0 + -+ 02, =0

plyne 1 = x5 = -+ = z,, = 0, coZ je podminka (3) z tvrzeni 5.36 ekvivalentni
linearni nezévislosti posloupnosti sloupcovych vektori matice A. [
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Priklad 5.39. Posloupnost (3i +5,2,3),(5,24+1,1), (4,2,12), (7, e",4) v prostoru
C3 je linearné zavisla.

K dikazu mtzeme vyuzit pfedchozi tvrzeni. Dané aritmetické vektory si na-
piSeme do sloupci matice A typu 3 x 4. Pfi feSeni soustavy Ax = o mame diky
typu matice A aspon jednu volnou proménnou, protoze proménné jsou 4 a pivoti
muze byt nejvyse tolik, kolik je fddkd v matici A. Z toho plyne, Ze soustava ma
netrivialni feseni. Staci za jednu volnou proménnou dosadit naptiklad 1, za ostatni
volné proménné, pokud jsou, skalar 0, a dopocitat volné proménné zpétnou substi-
tuci. A

Na tomto misté si znovu uvédomme, ze aritmetické vektorové prostory tvoii jen
jeden z mnoha moZnych typt vektorovych prostorii. (I kdyz jsme v ivodu tvrdili, Ze
jsou ,,v podstaté jediné“. Uvozovky jsou zde podstatné, na pfesny vyznam si musime
jesté chvili pockat.) Cast4 chybnd odpovéd studentii na otazku, jak uréit, zda jsou
dané vektory linedrné zavislé, je typu ,,NapiSeme si je do sloupci, vyeliminujeme
a zjistime, zda existuji volné proménné“. Odpovéd je spravnd jen v aritmetickych
vektorovych prostorech, obecné nedava zadny smysl: Jak napsat do sloupci prvky
cos(2x),sinx + e, 3 vektorového prostoru spojitych realnych funkci jedné redlné
proménné?

Priklad 5.40. Posloupnost (1, \/5) je linedrné nezavisla ve vektorovém prostoru
R nad télesem Q, protoze v/2 je iracionalni ¢islo. Stejna posloupnost je linedrné
zavisla ve vektorovém prostoru R nad télesem R, protoZe napi. /2 je v/2-nésobkem
vektoru 1. Protoze je druhy vektorovy prostor nad télesem realnych ¢isel, mizeme
pouzit ¢islo V2 eR jako koeficient linedrni kombinace. A

5.3.1. Odstupriovany tvar a elementdrni upravy. Jinou moZnosti jak zjistit, zda jsou
dané aritmetické vektory linedrné (ne)zavislé je napsat je do Fadkd matice a ele-
mentarnimi fadkovymi Gpravami prevadét matici do odstupnovaného tvaru. Tyto
upravy totiZ neméni linedrni (ne)zévislost fadka a z odstupiiovaného tvaru matice
poznédme (ne)zavislost fadki snadno. Vyhodou také je, ze fadkové tpravy neméni
ani linedrni obal fadkt, coZz se nam bude hodit o néco pozdéji pri hledani baze
radkového prostoru.

Rovnou si také vSimneme, ze Ffadkové Gpravy neméni ani linedrni (ne)zédvislost
sloupcti. Tvrzeni nejprve formulujeme pro sloupce. Raddkovou verzi dostaneme trans-
ponovanim.

Tvrzeni 5.41. Necht A = (aj]aq|- - |a,) je matice typu m x n nad télesem T, R
je reguldrni matice Tadu m nad T a Q je requldrni matice vadu n nad T. Pak plati
(1) posloupnost (aj,as,...,a,) sloupcovych vektori matice A je linedrné nezd-
visla prdave tehdy, kdyz je linedrne nezdvisld posloupnost sloupcovych vektori

matice AQ,
(2) posloupnost (a1, as,...,a,) sloupcovych vektori matice A je linedrné nezd-
visld prdavé tehdy, kdyz je linedrné nezdvisld posloupnost sloupcovych vektori

matice RA.

Dikaz. PouZijeme pozorovani formulované jako tvrzeni 5.38, které fika, ze posloup-
nost sloupcovych vektorti matice B je linedrné nezavisla praveé tehdy, kdyz soustava
Bx = 0 ma pouze trivialni feseni.

Pfedpokléddejme, Ze posloupnost (aj,as,...,a,) sloupcovych vektort matice A
je linedrné nezavisla a Ze x je feSenim soustavy AQx = o. Potom @Qx je feSenim
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soustavy A(Qx) = o a protoze posloupnost (aj,as,...,a,) je linedrné nezivisla,
plati @x = o. Odtud plyne, Ze x = o (pouzijeme napiiklad bod (4) charakterizace
regularnich matic z véty 4.65, nebo bod (7) a vynasobime rovnost @x = o zleva
matici Q71). Ukazali jsme, 7ze soustava AQx = o mé pouze trivialni feSeni, takze
posloupnost sloupcovych vektort matice AQ je linedrné nezavisla.

Opacna implikace se da dokazat uzitim pravé dokazané implikace, nahradime-li
matici A matici AQ a matici Q matici Q.

Druhou ekvivalenci jsme jiz vlastné dokézali v tvrzeni 5.32. Plati rovnost Ker (RA) =
Ker A, takze soustava Ax = o mé netrividlni feSeni pravé tehdy, kdyZ mé soustava
RAx = o netrividlni feseni. O

Z rovnosti Ker (RA) = Ker A plyne dokonce vice nez druhé ekvivalence v pfed-
chozim tvrzeni. Pro posloupnost sloupcovych vektortt matice A = (aj|ag|---|a,)
plati

r1a] +r0a0+ -+ 02, =0
pravé kdyz x € Ker A = Ker (RA), coz plati pravé kdyz
r1Ra; +x9Ray +---+z,Ra, =0 ,

nebot RA = (Ra;|Raz|- - - |Ra,) podle definice sou¢inu matic. Neformalné mizeme
Fict, Ze mezi sloupcovymi vektory matice A plati stejné linedrni zavislosti jako
mezi sloupcovymi vektory matice RA. Napriklad pokud 2a; + 3a; — 4a3 = o, pak
pro matici RA = (by|ba|bs) plati 2b; 4+ 3bs — 4bs = o, a naopak. Slovy, sou-
¢et 2-ndsobku prvniho sloupce, 3-nasobku druhého sloupce a (—4)-nasobku tfetiho
sloupce v matici A je nulovy vektor pravé tehdy, kdyz soucet 2-nasobku prvniho
sloupce, 3-ndsobku druhého sloupce a (—4)-nasobku tfetiho sloupce v matici RA
je nulovy vektor.

Dusledek 5.42. Elementdrni vddkové dpravy neméni linedrni (ne)zdvislost po-
sloupnosti sloupcovych vektord ani posloupnosti radkovych vektoru matice.

Elementdrni sloupcové dpravy neméni linedrni (ne)zdvislost posloupnosti sloup-
covych vektori ani posloupnosti radkovych vektoru matice.

Diikaz. Zvolime-li v predchozim tvrzeni za reguladrni matice R nebo @) elementarni
matice stejného fadu, dostaneme obé tvrzeni pro piipad posloupnosti sloupcovych
vektori matice. Protoze posloupnost fadkovych vektori matice A se rovna posloup-
nosti sloupcovych vektort transponované matice A7, plynou fadkové verze z pravé
dokazanych sloupcovych verzi. |

Zbyva nahlédnout, kdy je linearné nezavisla posloupnost fadkovych vektort ma-
tice v fadkoveé odstuptiovaném tvaru. Z predchoziho tvrzeni a tvrzeni 5.38 vidime,
kdy je posloupnost sloupcovych vektort matice v odstupniovaném tvaru linedrné
nezavisla. Je to pravé tehdy, kdyz prislusnd homogenni soustava nema zadné volné
proménné.

Je zfejmé, ze je-li v matici nulovy radek, pak je posloupnost jejich fadkovych
vektori linearné zavisla.

Tvrzeni 5.43. Posloupnost 7adkovijch vektori matice v odstupriovaném tvaru je
linedrné nezdvisld prdvé tehdy, kdyZ matice neobsahuje nulovy rddek.

Driikaz. Implikace zleva doprava je ziejma.
Predpokladejme, Ze matice A typu m X n bez nulového fadku je v odstupiio-
vaném tvaru a vezmeme parametry 7, kq,..., k. z definice odstupniovaného tvaru.
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Protoze A nemé nulovy fadek je r = m. K dikazu linedrni nezavislosti posloup-
nosti fadkovych vektorti matice A staci dokazat linedrni nezéavislost posloupnosti
sloupcovych vektortt matice A7, tj. dokazat, Ze homogenni soustava ATx = o m4
pouze trividlni feseni (viz opét tvrzeni 5.38). Ze soustavy ATx = o vybereme pouze
rovnice s poradovymi Cisly k1, ks, ..., k.. Tato vybrana soustava mé dolni troja-
helnikovou matici s nenulovymi prvky na hlavni diagonale a ta mé pouze trivialni
nulové feseni.

1 r
1
kl [ ]
ko )
1 n [ ]
1
[
ke ()
r n

OBRAZEK 61. Matice A a matice AT

O

Myslenku dikazu muZzeme zobecnit na uziteéné pozorovani. Mame-li posloup-
nost n-slozkovych aritmetickych vektort (ai,as,...,a,) nad télesem T, zapiSeme
je do sloupcii matice A = (aj]az|---|a,) nad T. Ta je matici homogenni soustavy
linearnich rovnic Ax = o. Pokud z této soustavy vybereme néjakych m < n rov-
nic takovych, Ze uz tyto rovnice maji pouze trividlni nulové feseni, pak také celd
soustava Ax = o mé pouze trivialni nulové feseni. To znamend, Ze i puvodni po-
sloupnost (ai,aq,...,a,) je linedrné nezavisla.

Priklad 5.44. Chceme zjistit, je-li posloupnost aritmetickych vektora
((1,37,3,45,1)7, (0, —e, 1,7%,4)T, (0, -12,0, 33,2)T)

5 . 7 v s . ’ s . s ’ . 7
v prostoru R° linedrné zavisld nebo nezavisld. Z homogenni soustavy s matici

1 0 0
37 —e —12
3 1 0
45 7 33
1 4 2
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vybereme prvni, tfeti a patou rovnici a dostaneme homogenni soustavu s matici
100
310 ,
1 4 2

ktera ma zjevné pouze trividlni nulové feseni. Proto je ptuvodni posloupnost vektorta
linedrné nezavisla.

Vsimnéme si, ze k rozhodnuti o linedrni nezéavislosti ptivodni posloupnosti ndm
stacilo vybrat pouze prvni, tfeti a patou slozku téchto vektor. A

Priklad 5.45. Podivame se znovu na piiklad 5.37, tam jsme zjistovali, zda je
posloupnost

((1,1,1,1)7,(1,2,1,1)7,(0,1,0,1))

v prostoru Z3 linedrné nezévisla. Tentokrat si vektory napiSeme do fadkii a pieve-
deme Ffadkovymi tpravami do odstupnovaného tvaru.

1 1 11 1 1 11 1 1 11
1211 |~f{010O0]~101200|=8
01 01 01 01 0 0 01

Pivodni posloupnost je podle disledku 5.42 linedrné nezavisla pravé tehdy, kdyz
jsou fadky vzniklé matice B linearné nezavislé. Matice B je v odstupnovaném tvaru
bez nulového fadku, takze podle pfedchoziho tvrzeni jsou fadky B linearné neza-
vislé. Pavodni posloupnost je tedy lineadrné nezavisla. A

Priklad 5.46. Zjistime, zda je posloupnost vektor
((1,1,1,007,(0,1,0,1)",(1,0,1,1)")

v prostoru Zj linedrné nezavisld. NapiSeme si vektory do fadki a upravujeme rad-
kovymi tpravami.

1110 1110
01 01 ]~101T071
1 011 01 0 1

V tpravach uz nemusime pokracovat, protoze vidime, Ze posloupnost fadkovych
vektori vzniklé matice, a tedy i puvodni matice, je linearné zavisla. A

Shrneme poznatky o diisledcich fadkovych tuprav. Radkové tpravy neméni li-
nearni nezavislost posloupnosti fadkovych vektorid ani posloupnosti sloupcovych
vektort. Déle neméni sloupcovy prostor Im AT transponované matice, tj. linearni
obal fadka matice A, a jddro Ker A matice A. Obecné méni linearni obal Im A
sloupctt matice A a jadro Ker A7 transponované matice A.

5.4. Baze.

Dostali jsme se ke stéZzejnimu pojmu bdze vektorového prostoru. Jako u linearni
nezavislosti mnozin se budeme zabyvat predevsim koneénymi bézemi a obecnou
definici odlozime na pozdéji.

Definice 5.47. Posloupnost (v1,vs,...,v,) prvki vektorového prostoru V nad T
se nazyva bdze, pokud je linedrné nezéavisla a LO {vq,va,...,v,} = V.
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Druhou podminku mizeme také vyjadfit tak, ze mnoZina {vq,va,..., v, } gene-
ruje prostor V.

Intuitivné, baze je usporadana konec¢nd mnozina prvka V, kterd je ,,dost velka*
na to, aby Sel kazdy prvek prostoru V vyjadrit jako linearni kombinace jejich prvki,
a soucasné ,dost mala“, aby takové vyjadreni bylo nejvyse jedno.

Formélng, dand posloupnost prvka (vq,va,...,Vv,) generuje prostor V prévé
tehdy, kdyz lze kazdy prvek zapsat jako jejich linearni kombinaci alespon jednim
zpusobem. Podle tvrzeni 5.36 je posloupnost linedrné nezavisla praveé tehdy, kdyz
lze kazdy prvek vyjadrit jako linedrni kombinaci vy, va, ..., Vv, nejvyse jednim
zpusobem. Dohromady dostédvame nésledujici dtlezité pozorovani.

Pozorovani 5.48. Posloupnost proki (vi,va,...,Vy,) tvort bdzi vektorového pro-
storu V pravé tehdy, kdyz lze kaZdy prvek b € V vyjadrit prdvé jednim zpisobem
jako linedrni kombinaci prvkd vy, va, ..., Vj.

Piiklad 5.49. Posloupnost sloupcovych vektoru jednotkové matice I,, nad télesem
T, tj. n-tice aritmetickych vektort ((1,0,0,...,0)",(0,1,0,...,0)7,...,(0,0,...,0,1)T),
je bazi aritmetického vektorového prostoru T".

Tato posloupnost je totiz linedrné nezévisla, napfiklad podle tvrzeni 5.43, a ge-

neruje T, protoze kazdy vektor (x1,...,2,)T jde vyjadiit jako linedrni kombinaci
X1 1 0 0
xTo 0 1 0
s | =a | O e O |+t
: : 0
Ty 0 0 1

Obé podminky (linedrni nezavislost i generovéani) lze nahlédnout najednou z
toho, ze kazdy vektor (w1, a,...,2,)T € T™ lze jednoznaéné vyjadiit jako prave
uvedenou linearni kombinaci A

Béze z posledniho prikladu jsou vyznac¢né baze aritmetickych prostort, proto
maji svoje pojmenovani a znaceni.

Definice 5.50. Kanonickd bdze (téz standardni bdze) v aritmetickém prostoru T"
je posloupnost

1 0 0
0 1 0
(81,92,...,8’”): 0 ) 0 PR
; : 0
0 0 1

P¥iklad 5.51. Posloupnost ((1,1)7,(3,2)T) je bazi prostoru R%. MiZeme to odii-
vodnit napfiklad tim, Ze matice
1 3
=(1%)

je regularni podle charakteriza¢ni véty 4.65 (napf. podminka 5). Zobrazeni f,4 :
R? — R? je proto vzajemné jednozna¢né, coz znamend, Ze soustava Ax = b m4
praveé jedno feseni pro kazdy vektor pravych stran b. To znamena, ze kazdy vektor
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b € R? Ize vyjadiit jako linedrni kombinaci sloupcti matice A pravé jednim zptiso-
bem, coz nastane podle pozorovani 5.48 prave tehdy, kdyz posloupnost sloupcovych
vektorti matice A je baze R2. A

Obecnéji 1ze z véty 4.65 charakterizujici regularni matice nahlédnout, ze sloupce
(nebo fadky) étvercové matice fadu n tvofi bézi T™ pravé tehdy, kdyz A je regu-
larni (viz cvideni). Tedy napfiklad posloupnost sloupci (Fadki) horni trojahelnikové
matice s nenulovymi prvky na diagonale tvoti bazi.

Piiklad 5.52.

e Jednoclenna posloupnost ((3,3,3)”) je baze prostoru LO {(1, 1, 1)T} < R3.

e Posloupnost (1,x,2%) je baze prostoru redlnych polynomt stupné nejvyse
2, protoze kazdy polynom lze napsat pravé jednim zptisobem ve tvaru a -
14+b-z4+c-22

e Prazdnd posloupnost je bazi trividlniho prostoru {o}.

e Posloupnost ((1,2,3)7,(9,12,15)T, (4,5,6)T) neni bazi prostoru

V =L0{(1,2,3)",(9,12,15)", (4,5,6)" } <R? ,
protoze je linearné zavisla podle pifkladu 5.35. Posloupnost ((1,2,3)T) je
sice linedrné nezavisla, ale neni bazi V, protoze dany prostor negeneruje
(napiiklad vidime, Ze (4,5,6)” neni v linedrnim obalu vektoru (1,2,3)%).
Posloupnost ((1,2,3)7, (2,1,1)T) neni béazi V, protoze vektor (2,1,1)7
neni ani prvkem V, jak jsme se presvéddcili v prikladu 5.31. Posloupnost
((1,2,3)T, (4,5,6)T) je bazi V, protoze generuje V (viz opét 5.35) a je
linearné nezavisla, jak se snadno presvédéime.
A

Priklad 5.53. Najdeme néjakou béazi prostoru

2 1 6 1 3
B 1 4 3 4 5 s
V*LO 3 ) 5 ) 1 ) 6 ) 2 SZ'Y
0 0 1 6 3

Vyuzijeme toho, ze fddkové tipravy matice neméni linedrni obal fadki (viz dusle-
dek 5.33). Vektory tedy napiSeme do fadki a prevedeme fadkovymi tpravami na
odstupniovany tvar. Nenulové fadky generuji stejny prostor a navic jsou podle tvr-
zeni 5.43 linedrné nezavislé, tedy tvori bazi.

2 1 3 0 2 1 3 0 2 1 3 0 2 1 3 0

1 4 5 0 00 0 O 00 0 O 0 0 6 1

6 3 1 1 ~1 0 0 6 1 ~1 0 0 6 1 ~1 0 0 0 4

1 4 6 6 0 0 1 6 00 0 O 00 0 O

3 5 2 3 0 0 1 3 00 0 4 00 0 O
Bézi V je tedy napiiklad posloupnost ((2,1,3,0)7,(0,0,6,1)7,(0,0,0,4)T) A
Priklad 5.54. Uvazujme prostor V nekoneénych posloupnosti a = (ag, a1, ag, .. .)

spliiujicich rovnost a,2 = a, + a,+1 pro kazdé n > 2, s béznymi operacemi s¢itani
a nasobeni skaldrem. Prostor V je podprostorem R“ mezi jehoz prvky patii také
Fibonacciho posloupnost, viz priklad 5.27.

Ted nés osviti zablesk geniality a zkusime najit v prostoru V néjakou nenulovou
geometrickou posloupnost q = (¢°,q',¢?,¢>,...) pro vhodné ¢ € R. Geometricka
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posloupnost lezi v prostoru V pravé kdyz plati ¢"+2 = ¢™ + ¢! pro kazdé n > 2,
coz plati pravé kdyz
P —q—1=0.
Tato kvadratickd rovnice méa koreny
1+5 1-5
a
2 2

Nasli jsme tedy dvé geometrické posloupnosti v prostoru V a to

P1 = (1a§0a‘7027503>“'), b2 = (17(1 7@))(1 790)2a(1 790)3a"') )

kde ¢ = (1 ++/5)/2 je hodnota zlatého fezu.
Ukézeme, e usporddand dvojice posloupnosti (pi, p2) je baze ve V. Pouzijeme
podminku 3. z tvrzeni 5.36. Plati-li pro néjaka dvé ¢isla s,t € R rovnost

sp1 + tpa = (0,0,0,...) ,

porovname prvni dva prvky v posloupnostech na obou stranach. Musi platit rov-
nosti

s14+t1=0
sp+t(l—p)=0.

Cisla s,t jsou tedy feSenim homogenni soustavy linedrnich rovnic s matici

(; 120)”((1) 1—12<p)”(é 1/5)

Matice soustavy je regularni a jedinym feSenim soustavy jsou proto ¢isla s =t = 0.
Podle tvrzeni 5.36 je posloupnost (p1, p2) linedrné nezavisla ve V.
Dokéazeme, ze také LO {p1,p2} = V. Je-lia = (ag, a1, az,...) € V, pak soustava

sl+tl=aqg
sp+t(l—y)=a
mé reguldrni matici a tudiz pravé jedno feseni (s,t)”. ProtoZe je posloupnost a
urcend stejné jako kazdy jiny prvek prostoru V prvnimi dvéma prvky, musi platit
rovnost sp; + tp2 = a.

Pro vyjadfeni Fibonacciho posloupnosti a = (0,1,1,2,...) € V jako linearni
kombinaci posloupnosti p; a ps staci najit koeficienty s, t jako feseni soustavy

s1+t1=0
sp+t(l—p)=1.

Ta ma fefeni t = 1/(1 — 2¢) = —1/v/5 a s = 1/4/5. Pro n-t§ ¢len Fibonacciho
posloupnosti tak dostavame vyjadieni

které jsme bez dikazu uvedli uz v prikladu 4.36.
Jak tento vzorec nalézt bez zablesku geniality je vysvétleno v kapitole o vlastnich
¢islech. A
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5.4.1. Steinitzova véta o vymeéne a dusledky, dimenze. 7 vizualni predstavy prostoru
R? je patrné, Ze vSechny béaze maji dva prvky. Méné vektort prostor R? nemtize
generovat a mnozina tfech a vice vektor nemiize byt linedrné nezavisla. Podobné,
v R? maji viechny baze pravé tii prvky. Obecné plati, ze kazd§ vektorovy prostor
ma bazi a vSechny baze maji stejny pocet prvki. Tomuto poctu fikdme dimenze.
Tyto zasadni skutecnosti v této casti dokdzeme pro konecné generované prostory.

Definice 5.55. Vektorovy prostor se nazyva konecné generovany, pokud mé néja-
kou konecnou mnozinu generatori.

Jedna moznost, jak se mizeme pokusit hledat bazi vektorového prostoru je vzit
néjakou posloupnost generatorti a vynechavat prvky z posloupnosti tak dlouho,
dokud vzniklé posloupnosti stale generuji dany prostor. Pokud jiz nemtzeme po-
kracovat, mame minimélni posloupnost generatort. Minimalni zde znamena, ze
vynechanim libovolného prvku vznikne posloupnost, kterd uz prostor negeneruje.
Nasledujici tvrzeni fiké, ze v tomto pripadé jiz mame bazi.

Tvrzeni 5.56. Minimdlni posloupnost generdtori (vi,va, ..., vy) vektorového pro-
storu 'V je bdze V.

Diikaz. Podle poznamek za definici 5.34 je posloupnost linearné zavisla pravé tehdy,
kdyz

LO {Vl,Vg, e ,Vn} =LO {Vl,Vg, ey Vi1, Vg, . 7Vn}
pro n&jaké i € {1,2,...,n}. To se ale nestane, protoze pfedpokladédme, ze mame
minimélni posloupnost generatort. Posloupnost je tedy linearné nezavisla, takze je
to baze. =

Dusledek 5.57. Z kazdé koneéné mnoZiny generdtori vektorového prostoru lze
vybrat bdzi.

Diikaz. Postupné vynechavame prvky dokud nevznikne miniméalni mnozina gene-
ratord. Mnozinu sefadime do posloupnosti a ta je podle tvrzeni bazi. O

Obecné z kazdé (ne nutné koneéné) mnoziny generatorti koneéné generovaného
prostoru jde vybrat bazi. Myslenka je, ze nejprve vybereme kone¢nou mnozinu
generatorti a pak pouzijeme predchozi vysledek. Detaily si rozmyslete jako cviceni.

Specidlné dostavame dilezity dusledek:

Dusledek 5.58. Kazdy konecné generovany vektorovy prostor md bdzi.

Piiklad 5.59. Podivame se znovu na piiklad prostoru V.= LO X < R?, kde X =
{(1,2,3)7,(9,12,15)T, (4,5,6)T}. Mnozina generatortt X neni minimalni, protoze
napi. vektor (9,12,15)T lze vynechat (viz piiklad 5.35). Mnozina Y = {(1,2,3)7,
(4,5,6)T} je minimalni mnozina generatorti, protoze, jak je vidét, vynechanim kte-
réhokoliv ze dvou vektor vznikne podprostor, ktery neobsahuje druhy z vektort.
Takze posloupnost ((1,2,3)7,(4,5,6)7) musi byt baze podle tvrzeni 5.56, coz sku-
tecné je. A

K dikazu dalSich zasadnich skutec¢nosti se nam bude hodit tzv. Steinitzova véta
o vyméné. Ta rika, Ze pro libovolnou linearné nezavislou posloupnost N délky k lze

v libovolné posloupnosti generujici V vymeénit nékterych k ¢lent za ¢leny N tak,
ze vznikla posloupnost stile generuje V.
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Véta 5.60 (Steinitzova véta o viméng). Necht N = (vq,Vva,...,Vvy) je linedrné ne-
zdvisla posloupnost proka vektorového prostoru’V nad T a necht G = (w1, wa, ..., W;)
generuje V. Pak k < | a pFi vhodném usporiddini G' = (wi, w5, ..., w;]) posloup-
nosti G plati, Ze (Vi,Va, ..., Vi, Wy 1, Wi o,...,W]) generuje V.

Diikaz. Dokazeme indukci podle k. Pro k = 0 je tvrzeni ziejmé, takze pfedpokla-
déme, ze k > 0 a Ze tvrzeni plati pro |N| < k.

Podle indukéniho predpokladu plati £ — 1 < [ a miizeme najit preusporadani
G’ = (wi{,wi,...,w]) takové, Ze

1 1 1

P=(vi,Vo, .., Ve 1, Wy, Wy g5, W)
generuje V. Zbyva do P umistit prvek v; vyménou za néktery z prvka wy, wy/ i1
Protoze P generuje V, prvek vi jde napsat jako linedrni kombinace prvka z P:

Vi =a1V1+ aaVa 4 -+ Qp_1VE_1 + QW) + Qi Wi g o+ aw)

Posloupnost N je linearné nezavisla, proto v neni linearni kombinaci prvka vy, ..., vg_1.
To znamend, ze plati k < [ a navic alespon jeden z prvki ag, ax41, - .., a; t€lesa T je
nenulovy. Predpokladejme, Ze aj # 0, jinak miizeme posloupnost G” preusporadat
do posloupnosti G’ (a patfi¢né zménit P), aby toto platilo.
Ukézeme, ze
Z = (V1,V2y ooy Vi, Wi, Wi 9y, W)

generuje V. Prvek w}/ jde napsat jako linedrni kombinace prvka vq, ..., v, w 1
..., Wy, coz lze nahlédnout z rovnosti vyse (z rovnosti vyjadiime ayw} a vynéso-
bime a,;l). Takze linedrni obal Z obsahuje prvek w} a tim padem

LO{Z} DLO{vi,va, ..., Vi1, W, Wi ,..., W/} =LO{P} =V .
O

N

prvkd. To umoznuje dat presny vyznam slovu dimenze.

Dusledek 5.61. Kazdé dvé baze konecné generovaného vektorového prostoru maji
stejny pocet prvki.

Dikaz. Predpoklddejme, ze B = (vy1,...,vg) a C = (wq,...,w;) jsou dvé baze
vektorového prostoru V. ProtozZe posloupnost B je linearné nezavisla a posloupnost
C generuje V, plati podle Steinitzovy véty k < I. Z téze véty plyne také | < k,
protoze C je linedrné nezavisla a B generuje V. Dohromady dostavame k =1. O

Definice 5.62. Dimenzi konecné generovaného vektorového prostoru V nad T
rozumime pocet prvki jeho libovolné baze. Dimenzi prostoru V zna¢ime dim(V).

Piiklad 5.63. V souladu s intuici je dimenze aritmetického vektorového prostoru
T™ rovna n, protoze kanonickd baze ma n prvki.
Trividlni prostor {0} mé dimenzi 0 protoZe prazdné posloupnost je jeho béze.
Prostor LO {(1, 1, 1)T} < R? mé4 dimenzi 1, protoze ((1,1,1)7) je jeho bazi. To
odpovida geometrické predstavé, ze dany prostor je primkou.
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Dimenze prostoru

2 1 6 1 3
- 1 4 3 4 5 .
VIO s ol s [l a2 [ (=
0 0 1 1 3

je 3, protoze v prikladu 5.53 jsme nalezli tfiprvkovou bazi.

Zdtvodnéni nasledujicich tvrzeni pfenechame do cviceni. Dimenze prostoru vsech
matic nad T typu mxn je mn. Dimenze prostoru redlnych polynomu stupné nejvyse
n je n + 1. Dimenze prostoru C jako vektorového prostoru nad R je 2. A

V disledku 5.57 jsme vidéli, ze z kazdé koneéné mnoziny generatort lze vybrat
bazi. Pii hledani baze mtzeme postupovat i opacné — k linedrné nezavislé mnoziné
doplnit dalsi prvky tak, aby vznikla béaze. Nasledujici disledek tika, zZe to jde, navic
muzeme dopliiovat pouze prvky z libovolné zvolené mnoziny generatort. Dusledek
formulujeme pro kone¢né mnoziny, obecnéji nechame dikaz do cviceni.

Dusledek 5.64. Necht G je konecnd mnoZina generdtori vektorového prostoru V.
Potom kazZdou linedrné nezdvislou posloupnost ve V jde doplnit proky G na bdzi V.

Dikaz. Oznaéme N = (v1,va,...,vy) Nejprve pomoci disledku 5.57 vybereme z
G bézi B = (wy,...,w;). Ze Steinitzovy véty dostaneme, Ze pii vhodném pfeu-
spofadani baze B, posloupnost Z = (vy,va,..., Vg, Wit1,...,W;) generuje V. Ze
Z jde podle dusledku 5.57 vybrat bazi. My ale vime, Ze dimenze V je [ (protoze B
je baze), takze jiz Z musi byt béze. a

Formulujeme dva trividlni disledky.

Dusledek 5.65. Maximdlni linedrné nezdvisld posloupnost v koneéné generovaném
prostoru je bdzi.

Obecnéji, mazimdlni linedrné nezdvisld posloupnost prvkid konecné mnoZiny ge-
nerdtoru je bdzi.

Priklad 5.66. V piikladu 5.53 jsme hledali néjakou bézi prostoru

2 1 6 1 3

1 4 3 4 5
V:LO{Vl,VQ,Vg,V4,V5}:LO 3 ) 5 3 1 5 6 ) 2

0 0 1 6 3
Ted z vektorti vi, va, ..., vs bdzi V vybereme. Z dusledku 5.57 plyne, Ze to jde.
Predchozi dtsledek 5.64 naAm dava navod, jak to jde udélat. Staci totiz vzit libovol-
nou maximalni linedrné nezavislou podmnozinu {vi,...,vs} a usporadat libovolné

do posloupnosti. MiiZzeme postupovat napiiklad tak, Ze zacneme s linedrné neza-
vislou posloupnosti (v1). Pokusime se pfidat vo — otestujeme fadkovymi Gpravami,
zda (v1,Vvs) je linedrné nezavisla.

21 3 0 213 0
1 45 0 0 0 0 O

Dvojice (v1, v2) je lineadrné zavisla, vektor vy tedy pfidavat nebudeme. Zkusime vs.

21 30 21 3 0
6 3 1 1 0 0 6 1

4
<74 .



LINEARNI ALGEBRA 163

Méme linedrné nezévislou posloupnost (vi,vs). Pokusime se k ni pfidat v4. Pfi
testovani linearni zavislosti mizeme vyuzit jiz provedenych tprav.

2 1 3 0 21 3 0 21 3 0
006 1 |~100©6T1]~|00T©61
1 4 6 6 0 016 0 0 00
Vektor v, pridavat nebudeme. Nakonec zkusime vs.
2 1 3 0 2 1 3 0 21 3 0
0061 |~100©61]~0061
3 56 2 3 0 01 3 0 0 0 4

~—

Protoze (v1,vs, vs) je linedrné nezavisla posloupnost a navic je maximaln{ linedrné
nezavisla posloupnost tvofend vektory v mnoziné {vy, va,...,vs} (nebot pfidanim
vy nebo vy jiz vznikne linedrné zavisld mnozina), tvoii tato posloupnost bazi V. A

Dokéazana tvrzeni umoznuji dokazovat a zobectniovat i dalsi fakta, ktera jsou ge-
ometricky zfejma pro R? nebo R3:

Pozorovani 5.67. V kaZdém vektorovém prostoru V dimenze n plati:
(1) KaZdd mnoZina generdtori V obsahuje alespori n prokii.
(2) Kazdd n-prvkovd posloupnost generdtori je bdzi V.
(3) Kazdd linedrné nezdvisla posloupnost ve V obsahuje nejvyse n proki.
(4) Kazdd n-prvkovd linedrné nezavisld posloupnost ve V je bdzi V.

Dikaz. 7 kazdé mnoziny generatord lze vybrat béazi a vSechny baze obsahuji n
prvku. Z toho plynou prvni dva body.

Kazdou linearné nezavislou mnozinu lze doplnit na n-prvkovou béazi. Z toho
plynou zbylé dva body. (I

P¥iklad 5.68. V piikladu 5.39 jsme zdfivodnili, Ze posloupnost (3i+5,2,3)7, (5,2+
i, )T, (4,2,12)T (7, e™,4)T v prostoru C? je linedrné zévisld. Ted mame kratsi
zdtivodnéni — podle tfetiho bodu v pozorovani nemiize zadna linedrné nezavisla

posloupnost v C? obsahovat vice nez 3 vektory.
Podobné muzeme bez jakéhokoliv poéitani rozhodnout, ze mnozina {(1,3,i +
e™, —10)T, (4,2i,3 + 2i, —311)T, (2, m, 7, —4)T} negeneruje C* podle prvniho bodu.
A

Nakonec ukdzeme, ze podprostor ma nejvyse takovou dimenzi jako ptivodni pro-
stor.

Tvrzeni 5.69. Je-li W podprostor konecné generovaného prostoru V, pak W je
koneéné generovany a plati dim(W) < dim(V), pricemZ rovnost nastane prdvé
tehdy, kdyz W =V.

Dikaz. Nejprve dokdZeme, ze W je konecné generovany. (Pozor, zde se ¢asto déla
chyba. Toto ,intuitivné zfejmé“ tvrzeni je tfeba dokdzat.) Pfedpokladejme pro spor,
ze W nema kone¢nou mnozinu generatorti. Vezmeme libovolny nenulovy prvek wy €
W. Protoze {w;} negeneruje W, existuje prvek wo € W takovy, ze wo & LO {w},
atd.: Indukci najdeme pro libovolné i prvek w; € W, ktery nelezi v linearnim obalu
predchozich prvka wy,...,w;_1. Podle tvrzeni 5.36 je pro kazdé i posloupnost
(W1, Ws,...,w;) linedrné nezévisla ve W, tedy i ve V), coz je spor s bodem (3)
predchoziho pozorovani.
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Jiz vime, ze W je konecné generovany, takze ma bazi B podle disledku 5.58. Baze
B prostoru W je linedrné nezavisld mnozina ve V| takze dim(W) = | B| < dim(V),
opét podle bodu (3). Pokud se dimenze rovnaji, pak B je bazi V podle (4), z ¢ehoz
vyplyva, ze V.= W. (Naopak z V = W trividlné plyne dim(V) = dim(W).) O

P¥iklad 5.70. Podle tvrzeni maji podprostory R3 dimenzi 0 (trivialni podprostor
{0}), 1 (podprostory tvaru LO {u}, kde u je nenulovy vektor, tedy pfimky procha-
zejici poéatkem), 2 (podprostory tvaru LO {u, v}, kde (u, v) je linedrné nezavisla,
tedy roviny prochazejici poc¢atkem) nebo 3 (trivialni podprostor R?). Nyni tedy
mame precizni diikaz, ze diskuze o podprostorech R? v ¢asti 5.2.1 byla spravna.
Obecnéji z tvrzeni vyplyva, ze kazdy netrividlni podprostor T lze zapsat jako
linedrni obal 1 az n — 1 (linedrné nezavislych) vektort. A

5.4.2. Baze jako soutadnicovy systém. Vratme se ted k pozorovéani 5.48, které ¥ik4,
7e méme-li bazi B = (v1,va,...,Vv,) prostoru V, pak kazdy vektor v € V lze
jednoznac¢nym zpusobem vyjadrit jako linearni kombinaci vektort vq,...,v,. Ko-
eficienttim této linedrni kombinace fikame soufadnice v vzhledem k B.

Definice 5.71. Necht B = (v1,va,...,v,) je baze vektorového prostoru V nad
télesem T a w € V. Soufadnicemi (téz vyjddrenim) prvku w vzhledem k B ro-
zumime (jednoznaéné urdeny) aritmeticky vektor (ai,as,...,a,)T € T" takovy,
ze

W =a1Vy +asvg + -+ a, vy .
Soufadnice w vzhledem k B zna¢ime [w]g, tj.

aj
ag
[w]p =

an

Priklad 5.72. Linearni kombinace prvka u, v prostoru V nad R s koeficienty 2,
3, tj. prvek 2u + 3v, je vlastné ,prvek o soufadnicich (2,3) vzhledem k soustavé
souradnic u, v“.

A

Souradnice zavisi na pofadi prvka v bazi. Z tohoto divodu jsme bazi definovali
jako posloupnost prvki vektorového prostoru, nikoliv mnozinu.

Zvolime-li v prostoru V nad télesem T dimenze n bazi B, pak pfedchozi definice
jednoznacné ptifazuje kazdému prvku v € V aritmeticky vektor [v]p € T". Naopak,
kazdy aritmeticky vektor v T™ je roven [v]p pro néjaky (jednoznaéné urceny) prvek
v € V. Zobrazeni pfitazujici [v]p prvku v je tedy bijekci mezi V a T™.

Priklad 5.73. V ptikladu 5.49 jsme si v§imli, Ze pro kanonickou bézi K = (eq, ea,
..., €,) prostoru T" a libovolny vektor v € T™ plati

[Vlk =v .

Jednou z bazi prostoru V = LO {(1, 2,3)T (4,5, 6)T} < R? je posloupnost B =
((1,2,3)T,(4,5,6)T) (viz priklad 5.52. Vektor (9, 12,15)7 lezi v prostoru V, protoze
(9,12,15)T = (1,2,3)T + 2 (4,5,6))T. Jeho vyjadieni v bazi B je podle tohoto
vztahu

[(9,12,15)]p = (1,2)T .
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2x+3y

2X

3y

OBRAZEK 62. Linearni kombinace 2x + 3y (k piikladu 5.72)

Posloupnost B = (z,22,1) je bazi prostoru realnych polynomt stupné nejvyse
dva. Soutadnicemi polynomu a+ bz + cx? vzhledem k této bézi je aritmeticky vektor

[a+ bz + cz®]p = (b,c,a)” .

Piiklad 5.74. UvaZujme posloupnost

1 1 2
B = (V17V2,V3) = 2 s 3 5 1
3 4 1

v prostoru Z3. Ovéiime, Ze B je bazi a najdeme soutadnice vektoru w = (4,0,1)7
vzhledem k B.

Oboji udélame najednou, pokusime se w vyjadiit jako linearni kombinaci vektort
v B. Z mnohokrat pouzitého pohledu na nasobeni jako na linedrni kombinovani
nahlédneme, 7e soufadnice [w]p jsou FeSenim soustavy rovnic Ax = w, kde 4 =
(v1|va|vs) (tj. vektory z baze napiSeme do sloupci). Soustavu vyfesime.

11 24 11 214 1 1 2|4
23 1|10 )]~ 0122 |~01 2|2
3 4 1|1 01 04 0 0 3|2

Vidime, ze A je regularni (odstupiiovany tvar je horni trojihelnikovd matice s ne-
nulovymi prvky na diagonéle), takze B je baze podle poznamky za ptikladem 5.51.
Resenim soustavy je
2
x=[wlg=1] 4
4

Pro kontrolu mtzeme ovéfit, ze skuteéné plati w = 2vy + 4vg + 4vs. A
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Korespondence mezi prvky vektorového prostoru a jejich soufadnicemi ve zvolené
bazi je jeSté tésnéjsi, zachovava totiz operace vektorového prostoru. Konkrétneé,
soufadnice souétu prvkt ve V (vzhledem k B) jsou rovny souétu jejich souradnic
(vzhledem k B) v prostoru T™. Podobné pro nésobeni skaldrem.

Tvrzeni 5.75. Necht B = (v1,va,...,V,) je bdze vektorového prostoru V nad
teélesem T, necht u,w € V a t € T. Pak plati

(1) [w+wlp =[ulp + W]z a
(2) [tu]p = t[u]p

Na levych stranich vystupuji operace v prostoru V, na pravych stranach jsou
operace v T".
)T

Diikaz. Je-li [ulp = (a1, a9,...,a,)T a [w]g = (b1, b2,...,b,)T, pak podle definice

soutadnic plati
u=a1vy+asve+---+a,vp, W=0bvi+byvo+---+0b,v, .
Sectenim a tpravou ziskdme
u+w=(a+0b)vi+ (a2 +ba)va+ -+ (an + bn)vy ,

coz podle definice znamena [u+w|g = (a1 +by,as+ba,...,a,+b,)" = [ulp+[v]5.
Druhé ¢ast tvrzeni je rovnéz snadné cviceni. (I

Priklad 5.76. V prostoru V = LO{(1,2,3),(4,5,6)} < R?® uvazujme bézi B =
((1,2,3)7,(4,5,6)T) a vektory u, w se soutadnicemi (1,2)7, (3, —1)7 vzhledem k
B:

1

= % fe=( 5 ). w= ! wo=( %)

Souétem u a w je vektor (8,13,18)7 jeho soufadnice vzhledem k B jsou (1,2)7 +
(3,—1)T = (4,1)T. Skutec¢ne, 4 - (1,2,3)T +1-(4,5,6)T = (8,13,18)7. A

Ted jiz vidime pfesny vyznam hesla ,vSechny kone¢né generované vektorové pro-
story jsou v podstaté T"“. Zvolime-li v prostoru bazi B, miizeme misto ptivodnich
prvkd pocitat s jejich soutadnicemi vzhledem k B a tim se vSe pfevadi do T".
Otéazku, jak se souradnice méni pti pfechodu od baze B k jiné bazi, vyfeSime za
okamzik.

Do T™ mizeme prevadét celé podmnoziny, tj. pro X C V definujeme

(X]p={[v]p:veX}CT" .

Tento prechod také zachovava dilezité vlastnosti, jako lineadrni nezavislost, genero-
vani, baze, apod. Diikaz tohoto pozorovani prenechdme jako cviceni.

Pozorovani 5.77. Necht B je bdze vektorového prostoru V nad télesem T dimenze
n. Pak plati

(1) posloupnost (vi,va,..., Vi) je linedrné nezdvisld ve V prdvé tehdy, kdyZ je
posloupnost ([vi]g, [ValB, .-, [Vk|B) linedrné nezdvisld v T™;
(2) mnozina X generuje V prdvé tehdy, kdyz [X|p generuje T";
3) posloupnost (vi,va,...,Vvg) je baze V prdvé tehdy, kdyZ je posloupnost
J J
(Ivi]B, [v2]B, .-, [Vk]B) bdze T™.
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5.4.3. Prechod mezi bdzemi. Casto je potfeba umét rychle prechizet mezi bazemi,
tj. pocitat soufadnice néjakého prvku vzhledem k jedné bazi, zname-li jeho sourad-
nice vzhledem k jiné bazi.

Tento prechod je mozné popsat matici. Rozmyslime si nejprve jednoduchy piipad
aritmetického vektorového prostoru T2 s bazi B = (vi, v, v3). Najdeme vzorecek
jak najit vektor x = (x1,z2,73)T, zname-li jeho vyjadieni [x]p = (y1,¥2,y3)"
vzhledem k bazi B. Podle definice je

X = y1V1 +Yy2Ve +Y3Vvs ,
coz miizeme maticové zapsat

x = (vq|ve|v3)[x]p -

Vektor x je roven svému vyjadfeni vzhledem ke kanonické bézi K = (e, e, e3).
Matice (v1|va|vs) se nazyva matice prechodu od B ke K a znadi se [id]%. Umoziiuje
nam “ptrechazet” od baze B k bazi K pomoci vzorce

x| =[]z [x]5 -

Podobnou formulku mzeme nalézt pro prechod mezi libovolnymi dvéma bazemi
libovolného konecné generovaného vektorového prostoru.

Definice 5.78. Necht B = (vy,...,v,) a C jsou baze vektorového prostoru V nad
télesem T. Matici prechodu od bdze B k bdzi C rozumime matici

[(1d]& = (vilellvalel .- |valc) -

Slovy, matice pfechodu od B k C ma ve sloupcich vyjadfeni prvki baze B
vzhledem k bazi C.

Tvrzeni 5.79. Necht V je vektorovy prostor V nad télesem T dimenze n a B,C
jsou bdze V. Pak pro libovolny prvek x € V plati

Xl = g5 -
Nawvic je matice [id]Z timto vztahem uréena jednoznacné.

Dikaz. Ozna¢me B = (vy,...,Vy).
Vezmeme libovolny prvek x € V a ozna¢me [x|p = (a1,...,a,), tj. podle definice
X =a1vy+ -+ a,vy,. Podle tvrzeni 5.75 plati

X|c =[a1vi+ -+ anVvi]e = [aivi]e + -+ + [anvi]e
=ai[vi]o + -+ an[vale = (Vile] - - |[vale)(at, - . . an)T
— )2 -
K dikazu jednoznac¢nosti uvazujme matici A, ktera spliiuje pro libovolny prvek
x € V vztah
xlc = Alx]5 -
Dosazenim x = v; dostaneme

[Vi}C = A[Vi]B = Ae; ,

takze i-ty sloupec matice A je roven [v;]c a tim padem A = [id]5. O
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P¥iklad 5.80. Matice piechodu od baze B = ((1,2)7,(5,6)T) ke kanonické bazi

K prostoru R? je
. 15
iz =(5 o)

Pro libovolny prvek x € R? plati

x=bde=( 5 o ) Ko

Pokud chceme naopak vyjadfovat vzhledem k bazi B, zname-li vyjadieni vzhledem
ke kanonické bazi, upravime tento vztah na

(10 Tl =6 5\
=2 6 T4\ 2 -1 '
(Vyuzili jsme toho, Ze [id]Z je regularni matice. Obecné, kazd4 matice pfechodu je

regularni a plati [id]§ = ([id]2)~!. Dokazte!) A

Piiklad 5.81. Najdeme matici pfechodu od baze B k bézi C prostoru V < R3?,
kde

1 0 2 1 1 1
V =L0 o|,[ 1 , B = 4 |, =1 ,C = ol,[ 1
0 1 4 —1 0 1

(Ovéite, ze B a C jsou skuteéné baze prostoru V!) Potfebujeme najit vyjadieni
vektorti baze B vzhledem k bazi C. To vede na dvé soustavy rovnic se stejnou
matici, které vyresime soucasné.

1 112 1 1 112 1
0114 -1 |~10 1|4 -1
0 114 -1 0 0j]0 O

Vychézi [(2,4,4)T]c = (-2,4)T a [(1,-1,-1)T]¢c = (2,—-1)7, takZe matice pie-
chodu od B k C je

5.5. Hodnost matice.

K matici A nad télesem T typu m X n mame prifazeny radkovy a sloupcovy
prostor Im AT < T™ a Im A < T™. Uk4Zeme, Ze maji stejnou dimenzi. Déle dame
do souvislosti dimenzi prostoru Ker A < T" a Im A, a podiviame se jesté jednou
na feSeni soustav linedrnich rovnic v terminologii zavedené v této kapitole. V této
¢asti budou vystupovat pouze aritmetické vektorové prostory a jejich podprostory.

5.5.1. Bdzové sloupce matice. Po pfevodu soustavy linearnich rovnic elementarnimi
fadkovymi tpravami do odstupniovaného tvaru jsme rozdélili proménné na bazové
a volné (parametry). Nyni ukdZzeme, Ze toto rozdéleni nezévisi na konkrétnich pro-
vedenych upravich, ale pouze na puvodni soustavé (viz tvrzeni 5.86). Vysledek
samoziejmé formulujeme v jazyku matic.

Definice 5.82. Necht A = (aj|as|- - |a,) je matice nad T. Rikame, Ze i-ty sloupec
matice A je bdzovy, pokud neni linedrni kombinaci predchozich sloupct, tj. pokud
plati

a; ¢ LO{a;,az,...,a;_1} .
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Pojmenovéani ospravedlnuje skutecnost, ze bazové sloupce tvori bazi sloupcového
prostoru matice. To si rozmyslete jako cviceni.

Pozorovani 5.83. Pro libovolnou matici A tvori bdzové sloupce bdzi sloupcového
prostoru. Specidlné, dimenze Im A je rovna poctu bdazovijch sloupcii.

Priklad 5.84. V matici

0 1 2 3 4
0 3 6 3 6
0 -2 —4 4 2

je bazovy druhy a ¢tvrty sloupec. Prvni, tfeti ani paty sloupec neni bazovy. Je to
vidét u prvniho a tfetiho sloupce, paty je souctem druhého a ¢tvrtého, takze také
neni bazovy. A

Za okamzik ukazeme, ze fadkové tpravy neovliviuji skutecnost, zda je sloupec
bazovy nebo ne. Nejdfive ale ukdZzeme, ze bazové sloupce matice v odstupnovaném
tvaru jsou prave sloupce obsahujici pivoty.

Tvrzeni 5.85. Bazové sloupce matice A nad T typu m X n v odstupriovaném tvaru
jsou prdvé sloupce ki, ko, ..., ky, kde r,k1,..., k. jsou parametry z definice 2.12
odstupnovaného tvaru.

1 k1 ka k n 1 k1 ka k- n
1 1 o
[ )
[ )
[}
m m
OBRAZEK 63. Matice v odstupniovaném tvaru
Dikaz. Oznaéme A = (ai|...|a,). Pro j = 1,2,...,n ozna¢me W; linearni obal

prvnich j sloupct, tj. W; = LO{aj,as,...,a;} . Déle necht V; je nasledujici
podprostor T™:

ij :LO{el,...,ej}: {(1‘171‘2,...,3?j,0707...70)256'1,.1’27...,,%]‘ ET} .

Pro libovolné i je Wy,_1 podprostorem prostoru V,;_;. Sloupec ag, do tohoto
prostoru nepatti, takze je bazovy.

Zbyva ukazat, ze ostatni sloupce bazové nejsou. Za tim tcelem si vS§imneme, Ze
Wy, = V; pro libovolné i. Je to proto, Ze za prvé (ay,,ak,,...,ax,) je linedrné neza-
visla posloupnost (zadny z vektorti v posloupnosti neni linedrni kombinaci pfedcho-
zich, takZe posloupnost je linedrné nezavisla podle tvrzeni 5.36), ¢ili dim(Wy,) > i, a
za druhé dim(V;) = i. Prostor Wy, dimenze alespon i je podprostorem V; dimenze
1, takze skutecné plati Wy, = V; podle tvrzeni 5.69.

Nyni jiz dikaz dokonc¢ime snadno. Sloupce ay, ..., ak, —1 jsou celé nulové, takze
nejsou bazové. Sloupce ay, +1,ak,+2,-- -, ak,—1 Nejsou bazové, protoze patii do V7,
tedy i do Wy, , atd. (]
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Tvrzeni 5.86. Necht A je matice nad télesem T typu m X n a R je requldrni
matice Tddu m. Pak pro libovolné i € {1,2,...,n} plati, Ze i-ty sloupec matice A je
bazovy prdavé tehdy, kdyz je bdzovy i-ty sloupec matice RA.

Driikaz. Tvrzeni je dusledkem definice a pozorovéni, Ze matice A mé stejné linearni
zavislosti mezi sloupci jako matice RA (toho jsme si vS§imli v pozndmce za tvrzenim
5.69). Obsirnéji, i-ty sloupec matice A = (a;]...|a,) neni bazovy pravé tehdy, kdyz
je lineadrni kombinaci pfedchozich sloupct, tj. a; = t1a; + - - +t;_1a;,_1 pro néjaké

prvky t1,...,t;—1 € T. Upraveny vztah —tja; —...—%;_1a;,_1 +a; = o lze maticové
zapsat A(—tq,...,—t;_1,1,0,...,0)7 = 0. Vynéasobenim matici R zleva dostédvime
RA(—ty, ..., —t;_1,1,0,0,...,0)T = o, z éehoz plyne, 7e i-ty sloupec matice RA

je linearni kombinaci predchozich.
Druhé implikace se dokéze podobné, naptiklad vynasobenim posledni rovnosti
zleva matici R~1.) O

Piiklad 5.87. Jako ilustraci provedeme v pfedchozim pfikladu Gaussovu eliminaci
a presvédcime se, ze bazové sloupce jsou pravé sloupce obsahujici pivoty.
0 1 2 3 4 01 2 3 4 0
0o 3 6 3 6 )]~1000O0 -6 -6 |~1]0
0 -2 —4 4 2 0 0 0 10 10 0

o O
O O N
O = W
O o

A

5.5.2. Hodnost. Z dokézaného tvrzeni je jiz jen krok k dikazu, ze sloupcovy a
radkovy prostor matice maji stejnou dimenzi. Této dimenzi fikdme hodnost matice.

Véta 5.88. Pro libovolnou matici A plati dim(Im A) = dim(Im AT).

Dikaz. Myslenka je takova, ze pro matice v odstupniovaném tvaru tvrzeni plati a
ani jedna dimenze se fadkovymi ipravami neméni, takze tvrzeni plati pro jakoukoliv
matici.

Detailnéji. Kazdou matici A lze elementarnimi fadkovymi tpravami prevést do
odstuptiovaného tvaru. Jinymi slovy, existuje regularni matice R takové, Ze RA je
v odstupniovaném tvaru. Dimenze sloupcového prostoru matice A i RA je pocet
bazovych sloupcti (viz pozorovani 5.83), tyto dimenze jsou stejné (viz tvrzeni 5.86)
a rovnaji se po¢tu nenulovych fadkt matice RA (viz tvrzeni 5.85).

Dimenze fadkového prostoru matice RA je také rovna poctu nenulovych radk,
protoze nenulové fadky tvoii linedrné nezdvislou posloupnost (viz tvrzeni 5.43),
ktera ziejmé generuje fadkovy prostor. Ale nasobeni regularni matici zleva neméni
linedrni obal fadka (viz tvrzeni 5.32), specialné, dimenze fadkového prostoru matice
RA je stejna jako dimenze fadkového prostoru matice A. O

Definice 5.89. Hodnosti matice A rozumime dimenzi fddkového (sloupcového)
prostoru matice A. Zna¢ime rank(A).

Shrneme nékteré dulezité trivialni disledky do pozorovani.

Pozorovani 5.90. Pro libovolnou matici A typu mxn plati rank(A) = rank(AT) <
m,n. Hodnost se nemeéni elementdrnimi radkovymi ani sloupcovyms upravami. Hod-
nost matice v radkové odstupmnovaném tvaru je rovna poctu nenulovych rdadki.

Posledni véta pozorovani také vysvétluje volbu pismena r pro pocet nenulovych
radkid v odstupniovaném tvaru.



LINEARNI ALGEBRA 171

Piiklad 5.91. V zavislosti na a,b € Z3 ur¢ime dimenzi prostoru

a 1 1
V.p =LO 1|, b ], 2 <73,
2 2 1

pricemz nas nebude zajimat konkrétni béze.
Vektory si napiseme do radkid nebo sloupctt a uréime hodnost matice. Pritom
muzeme vyuzivat jak radkové, tak sloupcové tpravy. Zvolime tfeba radky.

a 1 2 1 2 1 1 2 1
10 2 |~lal 2 |~|21a]|~
1 21 1 b 2 2 b1
1 2 1 1 2 1
~ (0 0 a+1 ~| 0 b+2 2
0 b+2 2 0 0 a+1

V prvni apravé jsme preusporadali fadky a v druhé jsme prohodili sloupce. Byva
totiz vyhodnéjsi mit parametry co nejvice vpravo dole, aby se do uprav dostaly
co nejpozdéji. Nasledné jsme vyeliminovali prvni sloupec a nakonec jesté prohodili
radky.

Pokud b # 1 a a # 2, pak je matice v odstupifiovaném tvaru se tfemi nenulovymi
fadky a dim(V, ) = 3. Pokud b # 1 a a = 2, pak je matice rovnéz v odstupiiovaném
tvaru tentokrat s dvéma nenulovymi fadky a dim(V,,;) = 2. Pokud b = 1, pak
miZeme jeSté upravit (pozor, v tomto pfipadé je matice v odstupiiovaném tvaru
pouze kdyz a = 2!)

1 2 1 1 21
0 0 2 ~1 0 0 2
0 0 a+1 0 0 O

a dimenze je 2.
Shrnuti: Pokud b # 1 a a # 2 je dim(V,) = 3, ve v8ech ostatnich pfipadech je
dim(Vg,) = 2. A

Hodnost matice A je rovna dimenzi oboru hodnot pfislusného zobrazeni f4.
Mame-li jesté matici B, aby byl definovan souc¢in AB, pak hodnost AB je rovna
dimenzi oboru hodnot zobrazeni fsg. Ale obor hodnot zobrazeni fap = fa o f5 je
podprostorem oboru hodnot zobrazeni f,, takZe hodnost AB je mensi nebo rovna
hodnosti A. Tuto nerovnost a obdobnou nerovnost pro nasobeni zleva dokézeme
algebraicky.

Tvrzeni 5.92. Necht A je matice nad T typu m xn a B matice nad T typu n X p.
Pak plati
rank(AB) <rank(A), rank(AB) <rank(B) .

Dikaz. Podle sloupcové definice soucinu je kazdy sloupec matice AB linedrni kom-
binaci sloupctt matice A. Z toho plyne Im (AB) < Im(A), takze rank(AB) <
rank(A) podle tvrzeni 5.69 o dimenzi podprostoru. Podobné Im (AB)T < Im BT,
takze rank(AB)T < rank(BT), z toho plyne rank(AB) < rank(B). O

Dusledek 5.93. Necht A je matice nad T typu m X n a R je reguldrni matice
nad T Fadu m. Pak rank(RA) = rank(A). Podobné pro ndsobeni reguldrni matici
zZprava.



172 LIBOR BARTO A JIRI TUMA

Diikaz. Podle predchoziho tvrzeni plati rank(RA) < rank(A), ale také rank(A) =
rank(R™1(RA)) < rank(RA). O

Pomoci hodnosti mtzeme také doplnit charakterizaci regularnich matic dokaza-
nou ve vété 4.65. Uvazujme ¢tvercovou matici A nad T fadu n. Bod (2) ve vété
tiké, ze fa je zobrazeni na, neboli Ax = b m4 feSeni pro kazdou pravou stranu, ne-
boli Im A = T™ (sloupce generuji T™), coz nastane podle tvrzeni 5.69 pravé tehdy,
kdyz dim(Im A) = rank(A) = n. Bod (4) tiké, ze Ax = o m4 jediné FeSeni, neboli
sloupce A jsou linedrné nezavislé. Protoze rank(A4) = rank(A”) miizeme podobné
charakterizace formulovat i pro fadky. Dostavame nasledujici pozorovani.

Pozorovani 5.94. Necht A je étvercovd matice nad T 7ddu n. Ndsledujici tvrzent
jsou ekvivalentni.

(1) A je reguldrni.

(2) rank(A4) = n.

(3) Posloupnost sloupci (Fddki) matice A je linedrné nezdvisld.

(4) Sloupce (tadky) matice A generuji T™.
()

5) Sloupce (Tddky) matice A tvori bdzi T™.

Vsimnéte si, Ze ekvivalence sloupcovych (a fadkovych) verzi také plyne z pozo-
rovani 5.67.

Priklad 5.95. Ukazeme feSeni jedné kombinatorické tilohy pomoci hodnosti ma-
tice. Piiklad byl pievzat ze sbirky Sestndct miniatur Jitiho Matouska, kde jsou
popsany nékteré zajimavé aplikace linearni algebry v jinych oborech. Lze ji najit
na domovské strance autora.

Ve mésté zije n obcand, ktefi jsou sdruzeni v m klubech. Podle vyhlasky méstské
rady ma kazdy klub lichy pocet ¢leni, zatimco pro kazdé dva rtzné kluby musi byt
pocet spolecnych ¢lent sudy. Dokazeme, Ze v této situaci je m < n, tedy klubi neni
vice nez obcant.

Obcany oznacime ¢isly 1,2,...,n a kluby ¢isly 1,2,...,m. Utvofime matici A =
(aij) typu m x n nad télesem Z, tak, Ze a;; = 1, pokud obcan j je v klubu i, a
a;; = 0, jinak. Kazdy radek tedy popisuje ¢leny jednoho klubu, méa na j-té pozici
jednicku praveé tehdy, kdyz obc¢an j je jeho ¢lenem. Naptiklad

111 00
A= 01 1 1 0
0 00 01

popisuje situaci, kdy ve mésté je 5 obcanti a 3 kluby. Cleny klubu 1 jsou obcané
1,2,3, cleny klubu 2 jsou obcéané 2,3,4 a jedinym c¢lenem klubu 3 je obcan 5.
Vsimnéte si, ze tato situace je v souladu s vyhlaskou méstské rady.

Spo¢itame soucéin matic AAT = (by;). Prvek na misté kl je souctem n séitanci
ax1ai1 + agoapz + -+ + agpary,. Scitanec agp,apy, je roven jedné pravé tehdy, kdyz
obcan m je v obou klubech k,l, jinak je roven nule. Poc¢itame v Zo, takze cely soucet
je roven jedné, pokud je pocet spoleénych ¢leni klubd k a [ lichy, jinak je roven
nule. Vyhlasku nyni miZeme pieformulovat tak, Zze agr = 1 a ag; = 0 pro libovolna
k # 1. Jinymi slovy AAT = 1I,,.

Hodnost matice A je nejvys n, protoZze hodnost nemutze byt vySsi nez pocet
sloupcit. Z tvrzeni 5.92 o hodnosti sou¢inu dostaneme

rank(A) > rank(AAT) = rank(I,,) = m .
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Celkové n > rank(A) > m a jsme hotovi. A

5.5.3. Skeletni rozklad, Gaussova-Jordanova eliminace. Uvazujme matici A typu
m X n hodnosti > 1 nad télesem T. NapiSeme néjakou bazi Im A do sloupct
matice B. Kazdy sloupec a; matice A je linearni kombinaci sloupcti matice B,
takze plati a; = Be; pro néjaky vektor ¢; € T". Oznacéime-li tedy C' = (c1]...]|cpn),
méame rozklad A = BC, kde B je typu m x r a C je typu r x n. Takovému rozkladu
tikdme skeletni rozklad.

Rozklad se hodi pro uklddani matic nizkjch hodnosti a pocitani s nimi. Je-li
napiiklad A ¢tvercova matice fadu 1000 hodnosti 100, pak na uloZeni matice A
potiebujeme 10° skalarti, kdezto na ulozeni matic B, C pouze 2 - 10° skalarti. Na
vypocet sou¢inu Ax pro né&jaky vektor x € T p¥imocarym zptisobem potiebu-
jeme 10 nasobeni, na vypodet postupem B(C(x)) opét pouze 2 - 10° nasoben.

Za sloupce matice B muzeme vzit bazové sloupce matice A. Ve tvrzeni 5.97
ukazeme, ze v tomto pfipadé tvori matici C' nenulové fadky tzv. redukovaného
odstuptiovaného tvaru matice A.

Definice 5.96. Matice je v redukovaném (Ffadkové) odstupriovaném tvaru, pokud
je v fadkové odstupniovaném tvaru a kazdy bazovy sloupec ma jedinou nenulovou
slozku rovnou 1.

Kazdou matici A lze pfevést do redukovaného odstuptiovaného tvaru takto:

(1) Matici Gaussovou eliminaci pfevedeme do odstupiiovaného tvaru.

(2) Vynésobime nenulové fadky tak, aby byl kazdy pivot roven 1.

(3) Postupné (nejlépe od konce) vynulujeme zbylé prvky v kazdém bazovém
sloupci.

Tomuto procesu se fikd Gaussova-Jordanova eliminace. Vzniklé matici fikdme re-
dukovany odstupriovany tvar matice A.

Prejdeme ke slibenému tvrzeni o skeletnim rozkladu pomoci redukovaného od-
stupniovaného tvaru.

Tvrzeni 5.97. Libovolnd matice A typu m X n nad T s hodnosti r > 1 je rovnd
souc¢inu A = BC, kde B je matice typu m X r tvofend bdzovymi sloupci matice A
(v pofadi v jakém se vyskytuji v A) a C je matice typu r X n tvotend nenulovgmi
radky v redukovaném odstupriovaném tvaru D matice A.

Dikaz. Oznacme ky, ..., k, indexy bazovych sloupci matice A = (ay]...|a,). Ma-
tice D = (dy|...|d,) vznikla z A posloupnosti Ffadkovych elementarnich tprav,
takze D = RA pro néjakou regularni matici R fadu m. Matice C je v odstuprtio-
vaném tvaru, ¢isla ki, ..., k. se shoduji s definici 2.12, B = (ay,|...|ak,) a navic
plati di, = e; pro kazdé 1 < i < r, tedy také ci, = e; (v tomto vyrazu ma e; jiny
pocet slozek nez v pfechozim).

Vztah A = BC plyne z toho, ze A a RA maji stejné linedrni zavislosti mezi
sloupci. Dilkaz provedeme podrobnéji.

Dokéazeme, ze matice A a BC maji stejné sloupce s poradovym ¢islem j. Trividlné
to je splnéné pro j < k1 (na obou stranéich jsou nulové sloupce). Jinak oznaéme i
nejvétsi takové Cislo, ze j > k;. Sloupec j matice A je linedrni kombinaci bazovych
sloupct ay,, ..., ax,, tedy pro né€jaké prvky ¢1,...,t; € T plati

a; = tlakl —+ tgak2 —+ -4 tiaki .
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Vynéasobenim matici R zleva a tpravou uzitim D = RA ziskdme

dj = Raj = thakl—f—- : ~+tiRa;€i = tldk1+' . '+tidki =tie1+---+t;e; = (tl, ot 00

tim padem také
C; = (tl,...,ti70,...70)T 5
kde vektor ma tentokrat r slozek. Sloupec j matice BC' je proto
BCj = B(tl,...,ti,(),...,())T = tlakl + - +tzakl = aj .
O

Jako cviceni dokazte, ze redukovany odstupniovany tvar je matici urcen jedno-
znacné, tj. pro kazdou matici A existuje pravé jedna matice J v redukovaném od-
stupniovaném tvaru takova, ze J lze ziskat z A elementarnimi fadkovymi Gpravami.
Opét lze argumentovat linearnimi zavislostmi mezi sloupci.

5.5.4. Jesté jednou soustavy rovnic, dimenze jadra a obrazu. Nyni si zopakujeme
rizné pohledy na feSeni soustav linedrnich rovnic a formujeme jiz znamé skutecnosti
o existenci a tvaru feseni pomoci pojmu zavedenych v této kapitole.

Budeme predpokladat, ze A je matice nad télesem T typu m xn a b € T™. Na
FeSeni soustavy Ax = b se mzeme divat nékolika zpiisoby:

(1) Hledéni priniku m ,nadrovin® v prostoru T™ (kazda rovnice, neboli fadek
matice (A|b), uréuje jednu ,nadrovinu®).

(2) Hledéni koeficientd linedrnich kombinaci sloupci matice A, jejimz vysled-
kem je b.

(3) Uréovani aplného vzoru vektoru b pii zobrazeni f4.

Pomoci pojmu hodnost muzeme formulovat kritérium FeSitelnosti.

Véta 5.98 (Frobeniova véta). Soustava Ax = b md TeSeni prdvé tehdy, kdyz
rank(A) = rank(A | b).

Dikaz. Rovnost Ax = b je pro néjaké x € T"™ splnéna pravé tehdy, kdyz b je
linedrni kombinaci sloupct matice A, coz plati pravé tehdy, kdyz Im A = Im (4 | b).
Uvéazime-li, Zze Im A < Im (A | b), vidime, Ze podprostory jsou rovny pravé tehdy,
kdyz se rovnaji jejich dimenze (viz tvrzeni 5.69). O

Prakticky, hodnosti vidime z odstupnovaného tvaru matice soustavy, protoze
hodnost je rovna poctu nenulovych fadkd v odstupiiovaném tvaru, takze kritérium
ve Frobeniové vété se shoduje s pfedchozim kritériem na FeSitelnost (neexistence
fadku tvaru (0,0,...,0,a), a # 0 v odstupiiovaném tvaru).

Tvar feseni je urCeny resenim prislusné homogenni soustavy: je-li u libovolné
feseni, pak mnozina vSech feSeni dané soustavy je podle véty 4.82 rovna

u+ KerA .

Resenim je tedy vzdy posunuti podprostoru Ker A o néjaky vektor.
Jadro matice A jsme nejprve popisovali ve tvaru

Z tyvp: t, €T prokazdé pe P
peEP
a nyni piSeme strucnéji

LO{v,:pe P} ,
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kde P jsou indexy nebazovych sloupci — volnych proménnych. Ze zpisobu nalezeni
vektort v, (pfipomenutého v dikazu nésledujici véty) se snadno ukaze, ze tyto vek-
tory tvori bazi prostoru Ker A. ProtoZe pocet volnych proménnych je n — rank(A),
dostavame:

Véta 5.99 (Véta o dimenzi jddra a obrazu). Pro libovolnou matici A nad T typu
m X n plati

dim(Ker A) + dim(Im A) =n (= dim(Ker A) 4+ rank(A4) ) .

Dikaz. Necht r = rank(A) a ozna¢me P = {j1,...,Jn—r}, j1 < Jo < =+ < Jn_r
nebazové sloupce matice A (pfislusné proménné nazyvame volné). P¥ipomeiime, Ze
kazdy prvek x = (z1,...,7,)7 € Ker A (neboli kazdé feseni homogenni soustavy
Ax = o) je jednozna¢né urcen vektorem (zj,,Zj,,...,z;, )7 € T™ " a naopak,
libovolny vektor v T"~" urcuje jedno feseni. Toto jsme nahlédli v pozorovani 2.16
pouzitim odstupnovaného tvaru, mizeme to ale dokazat pfimo z definice bazovych
sloupcti (viz cviéeni).

Zvolime libovolnou béazi U = (u;,,...,u;, ) prostoru T"~" a najdeme (jedno-
zna¢né uréené) vektory v, € Ker A tak, ze prokazdé pe Pa ke {l,...,n—r} je
Jk-ta slozka vektoru v, rovna k-té slozce vektoru u,. Podle pfipomenuti z piedcho-
ziho odstavce je (vj,,...,v;, ) baze prostoru Ker A: je linedrné nezavisla (protoze
U je linearné nezdvisld) a generuje Ker A (protoze U generuje T" 7). Pozname-
nejme, ze v diskuzi v oddilu 4.5.1 jsme pii vypoctu v, volili vzdy jednu volnou
proménnou rovnou 1 a zbylé rovné 0. Za U jsme tedy volili kanonickou bazi pro-
storu T"".

V prostoru Ker A jsme nalezli (n — r)—prvkovou béazi, mame tedy

dim(Ker A) + dim(ImA) = (n—r)+r=n .
(]

Dtikaz véty zarovenn odpovida na posledni otézku, kterd v oddilu 4.5.1 ztistala
oteviena: je nutné pii vypoctu vektort v, volit za volné proménné prvky kanonické
baze T"~ "7 Odpovéd je ne, mizeme zvolit prvky libovolné baze T"".

Piiklad 5.100. Vratime se k soustavé z oddilu 2.3.4 a prikladu 4.79.

00 1 0 2|-3
2 4 -1 6 2|1
1 2 -1 3 0] 2

Prevodem do odstupnovaného tvaru jsme ziskali

1 2 -1 3 0| 2
00 1 0 2|-3

00 0 0 O0]O0

Vidime, ze dim(Im A) = rank(A) = rank(A | b) = 2, takZe soustava je FeSitelna.
Dimenze Ker A je 5 — 2 = 3. Partikularni feSeni ziskdme dopocitanim z libovolné
volby volnych proménnych. V 4.79 jsme zvolili nulovy vektor a dostali jsme vek-
tor (—1,0,—-3,0,0)7. Bézi Ker A ziskAme dopo¢itanim z né&jaké baze U prostoru
R3. V 4.79 jsme volili kanonickou bazi R? a ziskali jsme nésledujici bazi Ker A:
((—2,1,0,0,0)7, (-3,0,0,1,0)7, (=2,0,-2,0,1)T). Celkové miizeme Ffeseni psat ve
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tvaru
-1 —2 -3 —2
0 1 0 0
-3 +LO 0 , 0 , -2
0 0 1 0
0 0 0 1

Jiné partikularni feSeni je napiiklad (—8,1,—5,1,1)T) ziskdné volbou jednicek za
parametry. Jinou bazi Ker A mtzeme dostat naptiklad volbou nasledujici baze pro-
storu R3.
U=((11,17,(0,1,1)7,(0,0,2)7)
Dopoctenim prvki v posloupnosti
(7,1,2,1,1)7,(2,0,72,1,1)7,(2,0,7,0,2)T)
ziskdme nasledujici bazi prostoru Ker A.
((_7a 1) _27 1a 1)T7 <_5a 0) _27 1a l)T? (_4a 0) _47 O’ 2)T) .

Mnozina vSech feseni dané soustavy je tedy také rovna

-8 —7 -5 —4
1 1 0 0
-5 | +LO 2|, =2 |, | -4
1 1 1 0
1 1 1 2

A

Véta o dimenzi jadra a obrazu a véta 5.88 o rovnosti dimenzi sloupcového a
tfadkového prostoru ukazuji, ze dimenze ¢tyr zadkladnich prostord uréenych matici
(prostorti Im A, Im AT Ker A, Ker AT) jsou dohromady tésné svézany. Kazd4 z
téchto dimenzi uréuje zbyvajici tii.

Podivejme se jesté na geometrickou interpretaci véty o dimenzi jadra a obrazu.
Matice A urcuje zobrazeni f4 : T™ — T™. Dimenze jadra urcuje dimenzi prostoru
vektort, které se zobrazi na nulovy vektor. To si miizeme predstavovat jako pocet
dimenzi, které zobrazeni f, ,zkolabuje“ do bodu. Vétu lze nyni interpretovat tak,
7e dimenze obrazu je rovna dimenzi prostoru, ktery zobrazujeme (n) minus pocet
zkolabovanych dimenzi. Napiiklad pokud f4 : R® — R3 je projekce na néjakou
rovinu, pak dim(Ker A) = 1 a rank(A4) = dim(Im A) = 2. Pro zobrazeni f4 :
R? — R? (viz obrazek ?7), které ,vérné“ zobrazuje rovinu do né&jaké roviny v R?
je dim(Ker A) = 0 a rank(A) = 2.

5.6. Prunik a soucet podprostoru.
Prinik dvou i vice podprostorti néjakého vektorového prostoru je vzdy podpro-
stor.

Tvrzeni 5.101. Jsou-li V;,i € I podprostory vektoroveho prostoru V, pak (,c; Vi
je podprostorem V.

Dikaz. Staéi ovéfit, ze prunik je neprazdny a je uzavieny na séitani a nasobeni
skaldrem (viz tvrzeni 5.12). Prunik je neprazdny, protoze obsahuje nulovy vektor.
Jsou-li u, w dva vektory z pruaniku, pak pro kazdé i € I plati u,w € V;. Protoze V;
jsou podprostory, plati u+w € V; pro kazdé ¢ € I. To ale znamena, ze u+w lezi v
priniku podprostort V;. Uzavienost na nasobeni skalarem se dokaze podobné. [
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Sjednoceni dvou podprostoru je ziidkakdy podprostorem. Napiiklad sjednoceni
dvou rtznych piimek v R? zfejmé neni podprostorem, protoze neni uzaviené na
s¢itani. Nejmensi podprostor obsahujici dané podprostory nazyvame jejich souctem.

Definice 5.102. Necht V;,i € I jsou podprostory vektorového prostoru V. Soucé-
tem (téz spojenim) podprostortt V;,i € I rozumime linedrni obal jejich sjednocen,

znacime jej > .. Vi, tj.
Sv-to U
el i€l
Soucet podprostoru Vi, Va,. ..,V také znacime V; + Vo + - -+ + V.

iel

Jako cviceni dokazte, ze soucet je asociativni.
P1i tvorbé linearniho obalu stac¢i sjednoceni V; U Vo U - - - U Vj, uzaviit na soucty
vektori z raznych podprostori, tj. plati

Vi+Vot -+ Vi={vi+ve+- - Fv:v€Vi,o0€Vy,... 0 € Vii} .

Diikaz prenechame jako cviceni. Rovnéz si v§imnéme, Ze sjednocenim mnoziny gene-
ratoru prostoru U a mnoziny generatora prostoru V je mnozina generatort prostoru
U+V.

Pro dimenze dvou podprostorti a jejich souctu a priniku plati podobny vztah
jako pro pocty prvkid ve dvou mnozinach a jejich sjednoceni a priniku.

Véta 5.103 (Véta o dimenzi souétu a praniku). Pro libovolné dva koneéné gene-
rované podprostory U,V wvektorového prostoru W plati

dim(U) + dim(V) = dim(UNV) +dim(U+ V) .

Diikaz. Prostor UNV je podprostorem konecné generovaného prostoru U, proto je
kone¢né generovany (viz tvrzeni 5.69). Vezmeme libovolnou bazi B = (wy, wa, ...,
wy,) prianiku UNV (béze existuje v libovolném koneéné generovaném prostoru podle
dtsledku 5.58). MnozZina B je linedrné nezavisla v prostoru U, takZe ji muZeme

doplnit na bazi C' = (w1, ws, ..., Wg, Uy, Us, ..., ;) prostoru U (viz disledek 5.64).
Podobné doplnime B na bazi D = (w1, Wa,..., Wy, V1, Va,...,V,,) prostoru V.
Ukdzeme, ze E = (W1, Wa,..., Wk, Uy,...,U;,V],Va,..., V) je bdze U + V.

Posloupnost E generuje U + V podle poznamky nad vétou (cviceni ?7?). Zbyva
ukazat, ze E je linearné nezavisla. Predpokladejme, ze

k l m
E a;wW; + E biu; + E CiV, =0 .
=1 i=1 i=1

Chceme dokazat, ze vSechny koeficienty jsou nutné nulové. Vztah drobné upravime.

l m k
E biui = — E CiV; — E a; W;
i=1 i=1 =1

Vektor u = 22:1 b;u; lezi v prostoru U a také lezi, podle odvozeného vztahu,
v linedrnim obalu vektort vi,...,Vv,,, Wi,..., Wy, Cili v prostoru V. Vektor u
tedy lezi v priniku U NV a proto jej 1ze vyjadfit jako linedrni kombinaci vektort
W1, ..., Wg baze B.

k
u = E diwi
i=1
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7Z toho ziskame nasledujici vyjadieni o jako linedrni kombinaci prvka C:

k !
0= E diw; — E b
i=1 i=1

takze by = by =---=b =dy =dy = --- = di, = 0, protoze C je linedrné nezavisla. .
Podobné bychom dokézali, Zze koeficienty ¢y, c2, ..., ¢ jsou rovnéz vsechny
nulové. Nyni ale a1 = as = --- = a; = 0, protoze B je linedrné nezavisla. (]

Véta se geometricky dobie piredstavi, kdyz si ze vztahu vyjadfime dimenzi souctu
podprostori jako soucet dimenzi jednotlivych prostori minus dimenze spolecné
¢asti (priniku). Véta se mize hodit tfeba pii urcovani dimenze priniku, protoze
dimenze prostori a jejich sou¢tu nebyva problém spocitat.

Priklad 5.104. Uréime dimenzi priiniku podprostori U,V < Z3.

2 3 3 2 4
1 4 4 3 4
U=LO ol 2] 3 , V=LO 4 11 o
3 1 3 1 1

Dimenze U a 'V zjistime tim, Ze si vektory napiseme do fadkt a fadkovymi tpravami
prevedeme do odstupiiovaného tvaru (vime, Ze hodnost se neméni ani sloupcovymi
Upravami, my ale pozdé&ji vyuzijeme toho, ze fadkové tipravy neméni linedrni obal
fadku).

21 0 3 21 0 3 21 0 3
3421 ])]~10024|~{0024]=A4A
3 4 3 3 0 0 31 0 0 0O

1

(234 >~<2341>B

4 4 0 1 0 3 2 4

Vidime, ze dim(U) = 2 a dim(V) = 2. Nenulové fadky matice A generuji U a Fadky
matice B generuji V (protoze elementarni fadkové ipravy neméni linedrni obal),

takze dohromady mame mnozinu generatort U+ V|, ktera uz je ¢aste¢né upravena.
Dokonc¢ime Gaussovu eliminaci.

2 1 0 3 210 3 210 3
00 2 4 00 2 4 0 2 4 3
234117102437 71o0oo024]|”
0 3 2 4 0 3 2 4 0 3 2 4
2 1 0 3 2 1 0 3
0 2 4 3 0 2 4 3
“loo24]| 71002 4
00 1 2 0000

Vidime, ze dim(U + V) = 3. Z véty o dimenzi souctu a pruniku dostavame
dim(UNV)=dim(U) +dim(V) —dim(U+V)=2+2-3=1 .
A
Piiklad 5.105. DokéZzeme, Ze prinikem dvou rtiznych podprostori U, V dimenze
2 (rovin) v prostoru W dimenze 3 (napi. R?®) je podprostor dimenze 1 (pi{mka).

Protoze podprostory U a 'V jsou rtizné, U je vlastnim podprostorem U+V. Podle
tvrzeni 5.69 o dimenzi podprostortt mame 2 = dim U < dim(U+V) < dim(W) = 3,
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takze dimenze souctu je 3 (soudet je podle stejného tvrzeni cely prostor W). Z véty
o dimenzi souctu a priniku ted mtzeme spocitat

dim(UNV)=dim(U) + dim(V) —dim(U+V)=2+2-3=1 .
A

Na rozdil od sjednoceni a priniku, pro soucet a prunik neplati distributivni
zakony. Z toho duvodu také neplati , pfimocaré zobecnéni“ véty o dimenzi souc¢tu
a priniku na pfipad t¥i podprostort, viz cviceni.

Jak jsme si jiz vSimli, kazdy vektor v sou¢tu V. = V; + Vg + --- 4+ V, lze
psat jakou soucet vy + vo + - - - + vi. Pokud je tento zapis jednoznaény hovorime o
direktnim souctu. Tento pojem je obdobou pojmu béaze pro podprostory.

Definice 5.106. Rikame, Ze V je direktnim souctem podprostorti Vi, Vo, ..., V},
pokud jsou splnény dvé podminky.
(1) V=V +Vy+--- 4V,
(2) VN (V1 +Vot+---4+V, 1+V, 11+ Vipo+---+ Vk) = {0} pro libovolné
1€{1,2,...,k}.

Skutecnost, ze V je direktnim souc¢tem V1, Vo, ... Vi zapisujeme
V=Vi&Ved---dVy .

Pro dva podprostory V1, Vs se podminky zjednodusi na Vi + Vo =V a VN
V; = {o}

Tvrzeni 5.107. Necht V1,Va,...,V} jsou podprostory vektorového prostoru V.
Pak nasledugici tvrzent jsou ekvivalentnd.
(1) V=VieVy6p:--Pd V.
(2) Kazdy vektor v € V lze zapsat prdvé jednim zpisobem ve tvaru v = vy +
va+ -+ vy, kde v, €V, pro kazdéi € {1,2,...,k}.

Dikaz. Predpokladejme, ze V = V{+Vao+---4+ V. Pak V je sou¢tem podprostori
Vi, Vo, ..., Vi, takze kazdy vektor v € V lze zapsat ve tvaru v = vy +vo+- - -+ vg,
kde v; € V; pro kazdé i € {1,2,...,k}. K dikazu jednoznacénosti uvazujme dvé
takova vyjadfeni

V=vi+Vot -+ V=V + Vit + V.
Pro kazdé i € {1,2,...,k} lezi vektor v; — v, v prostoru V;, ale také v souctu
zbylych podprostori, jak je vidét z vyjadieni
Vi—Vi = (=Vi+V])+ (= Vot )+ (Vs V) (< Vipr Vi )+ (Ve vy)
Podle podminky (2) z definice direktniho souctu plati v; — v = o, &ili v; = v/.
Predpoklddejme naopak, e plati podminka (2). Pak V.=V, + Vo + .- + V.
Pro spor predpokladejme, Ze pro néjaké i existuje nenulovy vektor u v pruniku V;
a Ej# V. Pak existuji a1, aq,--- € T takové, ze
u=a1vy+agvo+---+a;-1vi—1 +0vi + a1 vipr + -+ apvy
:0V1 —|—0V2+--~—|—Ovi,1+u+0vi+1 ++0Vk .

Dostali jsme dvé rizna vyjadieni vektoru u jako soucet vektoru z Vi, Vs, ..., Vi,
spor. O
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Direktni soucet lze chapat jako rozklad podprostoru na vzajemné nezavislé casti.
Vsimnéte si, ze V je direktnim souc¢tem jednodimenzionalnich podprostori V =
LO{vi} ® LO{va} @ --- ® LO {vy} pravé tehdy, kdyz (vi,va,...,vk) je baze.

5.7. Prostory nekoneéné dimenze.

Pro zjednoduseni jsme pojmy linearni nezavislosti a baze definovali pro konecné
posloupnosti vektor, a tim padem jsme mohli dokazovat néktera tvrzeni jen pro
konecné generované prostory. V této ¢asti stru¢né probereme obecny pripad. Pfi-
klady prostori, které nejsou konecné generované, zahrnuji prostor realnych funkci
redlné proménné, nebo redlnd ¢isla chapand jako vektorovy prostor nad Q.

Linearni (ne)zavislost a bazi definujeme jako indexovany soubor vektort:

Definice (Zobecnéni definic 5.34 a 5.47). Soubor (v; : i € I) vektori ve V nazy-

vame linedrné zdvisly, pokud néktery z vektorti v; je linedrni kombinaci ostatnich

vektorl v;,j # i. V opacném pripadé fikdme, Ze je soubor linedrné nezdvisly.
Bazi rozumime linearné nezavisly soubor generatori.

Tato definice skuteéné rozsifuje stévajici definici, protoZe posloupnost n vektoru
miizeme chéapat jako soubor indexovany mnozinou I = {1,2,...,n}.

Pfipomenme, Ze v linearni kombinaci mtuze mit nenulovy koeficient pouze ko-
necné mnoho vektortl, soucet nekonecné mnoha vektord nemame definovan. Tedy
napiiklad v prostoru R“ vsSech nekone¢nych posloupnosti realnych ¢isel soubor
(e; : i € N), kde e; = (0,0,...,1,0,0,...) s jedni¢kou na i-tém misté, negene-
ruje R¥. Tento soubor generuje podprostor R“) vsech posloupnosti s koneénym
poctem nenulovych ¢lent a je jeho bazi.

Mnoho dokézanych tvrzeni lze zobecnit, konkrétné plati obdoby nésledujicich
tvrzeni. Dikazy délat nebudeme.

e Tvrzeni 5.36 charakterizujici linedrni nezévislost.

e Pozorovani 5.48, které tika, ze kazdy vektor lze vyjadfit jako linearni kom-
binaci prvki baze. To umoznuje zavést souradnice vektoru vzhledem k bazi.
Roli aritmetickych vektorovych prostorit hraji prostory T(/): Vektory jsou
,skoro vsude nulové* I-tice prvka télesa I, formalnéji, soubory (a; : i € I),
takové, ze vSechna a; € T az na koneény pocet jsou nulové. Operace jsou
definovany po slozkach. Obdoba tvrzeni 5.75 o soufadnicich a operacich i
obdoba pozorovani 5.77 o zachovavani dilezitych vlastnosti jako linearni
nezavislost plati.

e Minimalni soubor generatori je vzdy baze (obdoba tvrzeni 5.56). Obdoba
disledku 5.57, tj. ze z kazdé mnoziny generator lze vybrat bazi plati, ale
neni to ziejmé, protoze neni apriori jasné, ze miniméalni generujici podm-
nozina existuje. Specialné, kazdy kone¢né generovany vektorovy prostor ma
bazi (obdoba dusledku 5.58).

e Vsechny baze maji stejnou mohutnost (obdoba dusledku 5.61), takze mé
smysl zavést dimenzi jako mohutnost libovolné baze. Rovnéz plati obdoba
dtisledku 5.64, Ze libovolny linedrné nezavisly soubor lze doplnit do béze
vektory z libovolné mnoziny generatorti. Z toho plyne obdoba disledku 5.65,
ze maximalni linedrné nezavisly soubor je baze.

e Obdoba tvrzeni 5.69 plati jen ¢astecné. Je pravda, ze podprostor ma vzdy
dimenzi mensi nebo rovnou dimenzi ptivodniho prostoru. Neni ale pravda,
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ze rovnost nastane pouze tehdy, kdyz se prostory rovnaji. Naptiklad di-
menze prostoru R skoro vude nulovych posloupnosti je stejna jako di-
menze jeho vlastniho podprostoru tvofeného posloupnostmi, které zacinaji
nulou.

5.8. Samoopravné kédy. Pfedstavime zakladni pojmy teorie samoopravnych kédua
a ukazeme si, jak se v ni uplatiiuje linearni algebra.

5.8.1. Kddy neformdlné. V roce 1947 byl v Bellovych laboratofich v provozu je-
den z prvnich reléovych pocitaci. Relé byla usporadana do pétic. Jednotlivé cifry
0,1,...,9 byly reprezentovany tak, ze vzdy dvojice z péti relé byla sepnuta a zbyla
tFi nikoliv. Protoze existuje deset moznych vybéru dvojice prvku z péti, kazda z
dvojic reprezentovala pravé jednu cifru.

Pokud béhem vypoctu doslo k néjaké chybé, projevila se tak, ze v néjaké pétici
relé byl pocet sepnutych relé rizny od dvou. Pocita¢ to zaregistroval a zastavil se.
V té chvili nastoupila obsluha, néjakym zptsobem zjistila, jakd dvojice relé ma byt
spravné sepnuta, rucné to zaridila, a spustila pokracovani vypoctu.

V rezimu bez obsluhy (mimo pracovni dobu) poéita¢ vypocet ukoncil a ze zdsob-
niku programil vzal ten nasledujici. Toto ukoncovani vypoctu bez nahrady motivo-
valo Richarda W. Hamminga (1915-1998) k navrhu prvnich samoopravngch kddi.

Belliiv pocita¢ pracoval s desetiprvkovou abecedou 0,1,...,9. Kazdou z téchto
cifer reprezentoval pomoci posloupnosti péti nul a jednotek: 00110,01010, atd. Bi-
ndrnt vyjadreni prvkia néjaké abecedy jako posloupnosti nul a jednotek je v soucas-
nosti tak bézné, ze je povazujeme za samoziejmé. Tak napiiklad odpovédi v testu
s vybérem ze ¢tyl moznosti a, b, ¢, d mizeme prelozit do bindrniho vyjadfeni tieba
nésledovné:

a=00, b=01, ¢c=10, d=11.
Vyplnény test s 90 otdzkami a nabidkou ¢tyf moznych odpovédi je pak totéz, co
posloupnost 180 nul a jednotek. Analogicky muzeme zapsat cely geneticky kéd
¢loveéka, pouzijeme-li preklad

G=00, C=01, T=10, H=11.

Zapis bude jenom o néco delsi.

Morseova abeceda je priklad jiného kédovani. Pouziva sice také jenom dva sym-
boly - tecka, ¢arka - ale mezi symboly do abecedy je tfeba také zafadit mezeru. To
je cena, kterou je nutné zaplatit za to, ze posloupnosti tecek a ¢arek reprezentujici
rizné pismena abecedy mohou mit rtiznou délku a Morseova volba byla takova,
ze vyjadfeni jednoho pismene mize byt pocatecnim tsekem jiného pismene. Napf.
e=- a=-—.

My se budeme v dalsim zabyvat pouze kédovanim, které kazdému symbolu pti-
vodni abecedy pfitfazuje posloupnost n nul a jednicek pro néjaké pevné n.

Definice 5.108. Bindrni blokovy kod délky n je libovolnd podmnozina C' aritme-
tického vektorového prostoru Z3. Prvktim C fikadme slova nebo také bloky kédu C.
Zprdvou v kédu C' potom rozumime posloupnost slov kédu C.

Tak napiiklad, je-li C' = {000,001, 010,001,110,111} kéd délky 3, pak posloup-

nost
000 111 110 010 001

je zprava v tomto kédu. Mezery mezi jednotlivymi slovy kédu délame pro pohodli.
Také vynechavame zavorky pri zapisu vektort a ¢arky mezi jejich slozkami, jak je v
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teroii kddovani bézné. Stejna délka jednotlivych blokt v bindrnim kédu umoziuje
jednoznacné interpretovat tutéz zpravu zapsanou bez mezer

000111110010001.

Zpravu zapsanou v jakékoliv abecedé s kone¢nym poc¢tem symbolt miZzeme jed-
noznacné zakédovat pomoci blokt binarniho kédu vhodné délky n. Stac¢i pouze,
aby bylo ¢islo 2™ aspon tak velké jako pocet znaki v ptuvodni abecedé.

V této "digitalizované” podobé mutizeme zpravu prenést n€jakym komunikacnim
kandlem. Pokud je kanal bez jakéhokoliv Sumu, neni zadné nebezpeci, ze ptijimajici
strana prijme zpravu v jiné podobé, nez v jaké byla vyslana. Takové kanaly ale v
realném svété neexistuji, vzdy je nenulova pravdépodobnost, ze nékterd z cifer 0
nebo 1 se béhem prenosu zméni na opacnou. Pro kandaly se Sumem nejsou blokové
kédy typu C' = Z% vhodné. Skutecénost, ze kazdy blok z n cifer 0 nebo 1 je kédovym
slovem, znamend Ze prijimajici strana nemé moznost poznat, ze béhem pfenosu
zpravy byl néjaky blok pozménén. Kazdy prijaty blok mohl byt také vyslan.

Resenim je nepouzivat jako kédova slova viechny bloky dané délky n, ale pouze
nékteré. Pokud jsou kddova slova dobfe vybrana, mtze prijimajici strana poznat,
ze béhem prenosu bloku zpravy doslo k néjaké chybé diky tomu, ze pfijme posloup-
nost délky n, kterd neni kédovym slovem. Takovy blok vysilajici strana nemohla
vyslat. Dani, kterou je nutné za to zaplatit, je snizeni rychlosti prenosu informace,
mnozstvi informace, kterou kanalem preneseme za jednotku ¢asu. Do kédu vnasime
nadbytecnost, cizim slovem redundanci - pro prenaseni informace pouzivame vice
symbolt, nez kolik je potfeba. nadbytecnost ale umozinuje odhalovat a opravovat
chyby pii pfenosu dat.

Nejjednodussi zptisob jak bojovat se Sumem, je vyslat kazdy blok dvakrat po
sobé. Prikladem takového opakovaciho kodu je nésledujici kéd délky 4:

C = {0000,0101, 1010, 1111}.

KaZzdé slovo mé dvé ¢asti. Prvni dva symboly jsou informacni symboly, zbylé dva
jsou kontrolni symboly. Kontrolni symboly nenesou zddnou informaci, pouze opakuji
predchozi dva symboly. Z kazdjch ¢ty symbolti vyslaného slova pouze prvni dva
nesou informaci. Rychlost pfenosu informace pomoci takového kédu je poloviéni
oproti rychlosti pfenosu informace kédem D = {00, 01,10, 11}.

Narozdil od kédu D ale kéd C' umoziuje piijimajici strané poznat, pokud béhem
prenosu slova doslo k jedné chybé. Prvni a druha polovina prijatého ¢tyiprvkového
bloku se v takovém piipadé lisi. Rikdme, Ze kéd C odhali jednu chybu.

V opakovacim kédu muzZzeme pocatecni informacni ¢ast opakovat vicekrat. Kéd

{000,111} C Z3

obsahuje pouze dva bloky, v kazdém z nich se prvni symbol opakuje tiikrat. Je to
priklad 3-opakovaciho kddu. Jingm prikladem 3-opakovaciho kédu je

{000000, 010101, 101010, 111111} C Z8,

ve kterém opakujeme tfikrat vzdy prvni dva informacéni symboly. Rychlost pfenosu
informace kterymkoliv z téchto dvou kédu je 1/3. V kazdém bloku je pouze jedna
tfetina symboll informacnich, zbylé dvé tietiny jsou kontrolni.

Kazdy 3-opakovaci kéd odhali jednu chybu — zménime-li v libovolném bloku
jeden symbol, dostaneme slovo, které do kédu nepatfi. Oproti prostému opakova-
cimu kédu ale dokaze navic lokalizovat (opravit) jednu chybu. UkadZzeme si to na
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prikladu, kdy vyslany blok 010101 pfijme pfijimajici strana jako 010001. Graficky
to znazornime takto:
010101 — 010001.

Rozdélime-li libovolné slovo 3-opakovaciho kédu na t¥i stejné dlouhé useky, jsou tyto
useky stejné. Tak jsou kédova slova definovana. Pokud tomu tak u prijatého slova
neni, doslo béhem pfenosu informace k néjaké chybé. Pokud doglo k jedné chybé,
dva z téchto usekl zistanou stejné, tieti (ten, ve kterém se chyba vyskytla) se od
nich 1isi. Pfedpokladame, ze vyslano bylo to kédové slovo, ve kterém se vSechny tii
useky rovnaji tém dvéma stejnym prijatym. Je to jedind moznost, jak z pfijatého
slova dostat kédové slovo zménou jediného symbolu. V nasem pfipadé zménime
¢tvrty pfijaty symbol z 0 na 1 a dostaneme kdédové slovo. Jakékoliv jiné kédové
slovo dostaneme z pfijatého pomoci zmény aspon dvou symbolt. Napiiklad tak, ze
obé prijaté 1 zménime na 0.

Pokud predpokladame, ze pravdépodobnost zmény symbolu vlivem Sumu je p <
1/2, a tedy pravdépodobnost, Ze symbol byl pfijaty spravné (tj. tak jak byl vyslan)
je 1 —p>1/2 > p, pak v pfipadé pfijeti nekédového slova je nejpravdépodobnéjsi,
ze bylo vyslano to slovo, které se od pfijatého lisi v co nejméné symbolech.

5.8.2. Hammingova vzddlenost. Pro teorii samoopravnych kédu je nasledujici defi-
nice kli¢ova.

Definice 5.109. Jsou-li a = ajas---a, a b = biby b, libovolné dva prvky Z7,
pak jejich Hammingova vzddlenost h(a,b) se rovna poctu indext i € {1,2,...,n},
pro které plati a; # b;. Hammingova vdha slova a € Z3 je definovana jako Ham-
mingova vzdalenost h(a, o) slova a od nulového slova o.

Hammingova vzdalenost je tak definovana pro posloupnosti téze délky a rovna
se poltu mist (indexil), na kterych se obé posloupnosti 1i§i. Hammingova véha
slova a se pak rovna poctu cifer 1 ve slové a. Pro Hammingovu vzdélenost ziejmé
plati h(a,a) = 0 a h(a,b) = h(b,a) pro libovolna dvé slova a,b € ZJ. Plati také
trojthelnikova nerovnost

h(a,c) < h(a,b) + h(b,c)

pro libovolna t¥i slova a,b,c € Z7. Snadno si to ovérite sami. Pokud totiz pro
néjaky index i € {1,2,...,n} plati a; # ¢;, plati také a; # b; nebo b; # ¢;. Jestlize
index ¢ pFispiva ke vzdalenosti h(a, c), ptispiva také k asponi jedné ze vzdédlenosti
h(a,b) nebo h(b,c).

Hammingovu vzdélenost si mizeme také predstavit pomoci délky (poctu hran)
cest v néjakém neorientovaném grafu. Jeho vrcholy jsou prvky Z35 a dva vrcholy
a, b jsou spojené hranou pokud se lisi v pravé jednom symbolu, tj. pokud je jejich
Hammingova vzdalenost rovna 1. Pro n = 2 se tento graf rovna ¢tverci, pro n = 3
je jim tfidimenzionalni krychle. Hammingova vzdalenost libovolnych dvou vrchola
a,b € Z% se pak rovna délce (tj. po¢tu hran) v nejkratsi cesté z a do b. Proto se
také nékdy tomuto grafu fikd Hammingova krychle i v pripadé libovolného n.

Pro schopnost kédu odhalovat a lokalizovat chyby je dtlezity pojem minimalni
vzdalenost kédu.

Definice 5.110. Je-li C' C Z3 binarni blokovy kéd délky n, pak definujeme mini-
malni vzddlenost kédu C' jako ¢islo

h(C) = min{h(a,b);a,b € C,a # b}.
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Priklad 5.111.

e Minimélni vzdélenost 3-opakovaciho kédu {000,111} se rovna 3.

e Minimélni vzdédlenost opakovaciho kédu {0000,0101,1010,1111} se rovna
2.

e Minimalni vzdéalenost kédu pouzivaného v roce 1947 v reléovém pocitaci v
Bellovych laboratotich se rovna 2.

e Minimalni vzdélenost kédu C' = Z4 se rovna 1.

A

Nyni mtzeme pfesné formulovat, co myslime tim, ze néjaky kéd C C Z3 odhali
jednu chybu. Pokud pfi pfenosu slova a € C dojde k jedné chybé, pfijimajici strana
to pozné, prijme-li v takovém pripadé slovo, které neni prvkem C'. Znamena to, ze
zéddné slovo b € C, jehoz Hammingova vzdalenost od a se rovna 1, neni blokem
kédu C'. Jinak fec¢eno, Hammingova vzdéalenost libovolnjch dvou riznych kédovych
slov a,b € C je aspon 2, a to znamend, Ze minimalni vzdalenost kédu C' je aspon
2.

Kazdy kéd C, jehoz minimalni vzdalenost je d > 1, odhali az d — 1 chyb. Pokud
pfi prenosu slova a € C dojde k nejvyse d — 1 chybam, pfijimajici strana pfijme
slovo ¢, jehoz Hammingova vzdélenost od vyslaného slova a je nejvyse d — 1. Slovo
c tak nepatfi do kédu C, a pfijimajici strana proto odhali, Ze pfi pfenosu doslo k
néjakym chybam. Pocet chyb ale jednoznac¢né nezjisti stejné jako kde k nim doslo.

Predpokladejme nyni, Ze minimalni vzdalenost néjakého kédu C C Z7 se rovna
3. Pokud pfi pfenosu slova a dojde k jedné chybé, pfijimajici strana pfijme slovo
¢, které mé od slova a Hammingovu vzdalenost h(c,a) = 1. Vzdélenost piijatého
slova ¢ od jakéhokoliv jiného slova b € C je v dusledku trojuhelnikové nerovnosti

h(c,b) > h(a,b) —h(a,c) >3 —-1=2,

pouzili jsme navic skutecnost, Ze minimélni vzdalenost kédu C je 3, a tedy h(a,b) >
3 pro jakékoliv dva rizné bloky a,b € C.

Vyslané slovo a je tedy ze vSech moznych vyslanych slov b € C nejblize (vzhle-
dem k Hammingové vzdalenosti) k pfijatému slovu c. Pfedpokladdme, Ze pravdépo-
dobnost poskozeni prendseného symbolu Sumem v kandlu je p < 1/2 a tedy mensi
nez pravdépodobnost 1 — p ze k poskozeni symbolu nedoslo. V pripadé pfijeti slova
C nejblize k pfijatému slovu c. V tomto smyslu tedy kéd s miniméalni vzdalenosti
3 dokéaze opravit (lokalizovat) jednu chybu.

Zcela analogicky lze oduvodnit, ze kéd s minimalni vzdalenosti 2d + 1 dokaze
opravit d chyb. Schopnost kédu odhalovat a opravovat dany pocet chyb je tak dana
jeho minimalni vzdalenosti.

5.8.3. Paritni kod, linearni kody. Nejjednodussi piiklad kédu, ktery je schopen od-
halit jednu chybu, je paritni kod.

Definice 5.112. Paritni kod délky n je podmnozina S C Z% tvorend vsemi slovy,
které obsahuji sudy pocet jednotek.

Miniméalni vzdalenost paritniho kédu S je 2, paritni kéd tedy dokaze odhalit
jednu chybu. Zndme-li ajas---a,_1, existuje pravé jedno a, € {0,1} takové, ze
slovo a = ajas---an—1a, € S. Prvnich n — 1 symbola ve slové a tak muzeme
povazovat za informacni symboly, zatimco posledni symbol a,, je kontrolni. Ne-
nese zadnou dodateénou informaci, 1ze jej doplnit na zékladé znalosti ai1as - - an_1.
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Proto se kontrolnimu bitu fika také paritni bit nebo paritni kontrola. Samoziejmé
miizeme za kontrolni bit povazovat kterykoliv symbol ve slové a a zbylé symboly za
informacni. Obvyklé ale byva sefadit symboly v kédovém slové tak, Ze informacéni
symboly jsou na zacatku a kontrolni symboly nasleduji po nich. Rychlost pfenosu
informace paritnim kédem je tak n — 1/n.

Kédy, které dokazou nejen odhalit, ale i opravit chyby se konstruuji kombinaci
vice paritnich kontrol.

Paritni kéd S délky n méa jednu duilezitou vlastnost. Tvori nejenom podmnozinu

45, ale dokonce podprostor. Obsahuje totiz nulové slovo o, je proto uzavieny na

nasobeni skalary ze Zy a zfejmé také na s¢itani. Takové kédy jsou dtilezité a zaslouzi
si zvlastni pojmenovani.

Definice 5.113. Binérni blokovy kéd C C Z% délky n se nazyva linedrni kod, je-1i
C podprostor Z%. Je-li dimenze C rovna r, iikdme také, ze jde o linedrni (n,r)-kéd.

Minimalni vzdalenost linedrnich kédi lze zjistit sndze nez u obecnych kédd.
Tvrzeni 5.114. MinimdIni vzddlenost linedrniho kddu C se rovnd
min{k(a,0);a € C,a # o},
tj. rovnd se minimdlni Hammingové vdze nenulovych prvki C.

Diikaz. Pfipomeiime si, ze minimalni vzdélenost kédu C' oznacujeme h(C). Je-li C
linedrni kéd, plati o € C' a h(a,0) > h(C) pro libovolné nenulové slovo a € C. Déle
plati pro libovolna dvé slova a,b € C, zZe

h(a,b) = h(a+b,0).

Je-li tedy h(C) = h(a,b), plati, ze h(C) se rovnd Hammingové véaze vektoru a +
b. O

Je-li C linedrni (n,r)-kéd, mé prostor C' dimenzi r. Zvolime-li v ném né&jakou
béazi ai,...,a,, je kazdy prvek b kédu (podprostoru) C jenozna¢né uréen r-tici jeho
soutadnic vzhledem ke zvolené bazi. K jeho jednoznaénému urceni ndm tedy staci
posloupnost koeficientt linedrni kombinace, ktera vyjadiuje b pomoci prvka zvolené
baze. Naopak, kazda posloupnost r nul a jednotek urcuje jednozna¢né néjaky prvek
kédu C. To jenom jinak vyjadiujeme skutecnost, ze C' je izomorfni aritmetickému
prostoru Z5. K pfedani informace o bloku b ndm tedy staci pfedat r koeficientt
vyjadiujicich b jako linedrni kombinaci baze ay, . .., a,. Kéd C ale predava cely vek-
tor b délky n. Intuitivné tak muzeme fict, Ze rychlost pfenosu informace linedrnim
(n,r)-kédem je r/n.

5.8.4. Hammingovy kody. Hamming piedlozil tii konstrukce kédi, které opravuji
jednu chybu. VSechny tfi jsou zalozené na kombinaci nékolika paritnich testu.
Vsechny tii navrhy jsou linedrni kédy. Jejich konstrukci si ukazeme na piikladu,
ktery ma Ctyfi informacéni symboly. Protoze kédy maji opravovat jednu chybu,
musi byt jejich minimalni vzdalenost 3.

Piiklad 5.115. V prvni konstrukei si ¢tyfi informacéni symboly a, b, ¢, d napiSeme
do prvnich dvou fadkid a prvnich dvou sloupcti ¢tvercové matice fadu 3.
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Misto otaznikti doplnime dalsi prvky tak, aby v kazdém fadku a kazdém sloupci
byl sudy pocet jednotek. Doplnéna matice je

kde
rm=a+b, ro=c+d, s =a+c¢c, so=b+d, t=s1+ss=a+b+c+d=1r1+71s.
Celé kédové slovo je potom abricdrasysst. Informacéni symboly jsou na prvnim,
druhém, ¢tvrtém a patém misté, zbylé symboly jsou kontrolni.
Kéd C je tvofen viemi slovy a = ajas - - - ag € Z3, pro kterd plati
a3 = ai + ag
a¢ = a4 + as,
a7 = a1 + aq,
ag = az + as,
a9 = a1 +ag + a4 + as.

Prvky a1, as, a4, as mizeme zvolit libovolné a pravé uvedené rovnosti ukazuji, ze
matice

ar ag | ag

splnuje vSechny pozadované paritni testy, tj. kazdy radek a kazdy sloupec obsahuje
sudy pocet jednotek.

Z kostrukce kédu také snadno nahlédneme, ze kéd C opravuje jednu chybu.
Pokud totiz pfi pfenosu slova a = ajas - - - ag € C dojde k jedné chybé, prijaté slovo
nebude splnovat dva paritni testy, jeden pro fadek a druhy pro sloupec, ve kterych
lezi chybné ptijaty symbol. Tyto dva neplatné paritni testy tak presné urcuji polohu
poskozeného symbolu.

Kéd C je linearni, protoze jeho prvky jsou pravé vSechna feSeni xixs - - xg9 ho-
mogenni soustavy linearnich rovnic s matici

11100 0 00O
000111000
A= 1 0 0 1 0 0 1 0 O
01 0010010
1101 1 0001

Treti sloupec spolu s poslednimi ¢tyfmi sloupci jsou linearné nezavislé, hodnost
matice A je tedy aspon 5, fadky matice A jsou tedy linedrné nezéavislé, rank(A) = 5,
dimenze Ker (A) je tudiz podle véty o dimenzi jadra a obrazu rovna 9 —5 =4 a
pocet prvki kédu C je 16.

Prijimajici strana tak snadno ovéri, patii-li pfijaté slovo ¢ = cico -+ - cg do kédu

C'. Stadi ovérit rovnost AcT = o”. A

Posledni pozorovani vede k nésledujici dilezité definici.

Definice 5.116. Je-li C linearni (n,r)-kéd a pro matici A typu (n — r) x n plati,
ze C = Ker A, pak matici A nazyvame kontrolni matice kédu C.
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Z definice kontrolni matice a z véty o dimenzi jadra a obrazu matice plyne, Ze
rank(A) = dim(Im (A)) = n — r, tj. Ze posloupnost fadkt matice A je linedrné
nezavisla. Pozdéji si ukdzeme obecné tvrzeni, ze kterého plyne existence kontrolni
matice pro jakykoliv linedrni kdd. Ve skutecnosti jsou linearni kédy zadavany tak,
Ze napiseme jejich kontrolni matici.

Pomoci kontrolni matice mizeme snadno zjistit, jakd je minimélni vzdalenost
linearniho kédu.

Tvrzeni 5.117. Necht C je (n,r)-linedrni kéd a A jeho kontrolni matice. Mini-
mdlni vzddlenost kddu C se rovnd d pravé kdyz libovolnd (d—1)-prvkovd podposloup-
nost sloupcu matice A je linedrné nezdvislda a existuje d-prvkovd podposloupnost
sloupct A, kterd je linearné zdvisla.

Diikaz. Kontrolni matice A = (a1]...|a,) kédu C je typu (n — r) x n. Necht x =

X122 - - - T, je nenulovy prvek kédu C. Pak plati Ax” = o”', neboli
T
ria; +xr2a2 +---xrpa, =0 .
Je-li | Hammingova véha prvku x a z;,,xj,,...,%; jsou vSechny nenulové slozky
vektoru x, pak plati rovnéz
zja, + a5, +-rja, =0
J10 7272 I ’
l-prvkovéa podposloupnost sloupcovych vektorti a;,, ..., a; je tedy linedrné zavisla.
Jestlize naopak existuje linearné zavisla podposloupnost a;,,a;,,...,a;,  sloup-

covych vektor matice A, existuji prvky x;, € Za, ne vSechny nulové, takové, ze

Tiy A4y + Tjp Ay 4+ 4 Zi,, &g, = OT.
Doplnime tuto linearni kombinaci zbyvajicimi sloupcovymi vektory matice A s koe-
ficienty 2; = 0. Vektor x = z1 - - - ,, pak spliiuje Ax”T = o7, je tedy blokem kédu
C a jeho Hammingova vaha je nejvyse m.

Je-li tedy minimalni vzdalenost kédu C rovna d, je podle Tvrzeni 5.114 minimalni
Hammingova vaha nenulovych vektord v C rovna d. Kazda podposloupnost d — 1
sloupcovych vektort matice A je tedy linearné nezavisla a existuje podposloupnost
d sloupcovych vektorti matice A, ktera je linedrné zavisla.

Jestlize naopak je kazda podposloupnost d — 1 sloupcovych vektort matice A
linearné nezavisla, neobsahuje C' nenulovy vektor, ktery by mél Hammingovu vahu
mensi nebo rovnou d — 1. Pokud je navic né€jaka d-prvkova podposloupnost sloup-
covych vektori A linedrné zévisla, existuje v C' = Ker A nenulovy vektor, jehoz
Hammingova véha je nejvyse d. Minimalni Hammingova vaha nenulovych vektort
v C je tedy rovna d. O

Piiklad 5.118. Kontrolni matice A kédu C z Ptikladu 5.115 neobsahuje nulovy
sloupcovy vektor, kazda jednoprvkova podposloupnost sloupcovych vektort matice
A je tedy linearné nezévisla. Libovolné dva sloupcové vektory matice A jsou rizné,
linearné nezavisla je proto rovnéz kazda dvouprvkova podposloupnost sloupcovych
vektori v A. Plati dokonce, Ze zadny ze sloupcovych vektorti se nerovnéd souctu
jinych dvou sloupcovych vektori, a tak kazda tiiprvkova podposloupnost sloupci
matice A je linearné nezavisla. Naproti tomu prvni sloupcovy vektor se rovna souc¢tu
jinych tii sloupcovych vektort, existuje tedy ctyfprvkova linearné zavisla podpo-
sloupnost sloupcovych vektortii matice A. Minimalni vzdalenost kédu C je tedy
4.
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Kéd C tak opravi jednu chybu a odhali az tfi chyby. Rychlost pfenosu informace
timto kédem je 4/9, coz je zlepSeni oproti 3-opakovacimu kédu, ktery také dokaze
opravit jednu chybu. A

Priklad 5.119. Druhy kdéd, ktery Hamming navrhnul, se od toho prvniho lisi v
tom, Ze nepouziva paritni kontrolu tretiho radku a tietiho sloupce, tj. nepotiebuje
prvek t. Matici

a b7
c d|?
7 717
doplni na matici
a b |r
c d|re |,
S1 52

kde
rn=a+b ro=c+d, ss=a+c, so=b+d.
Jde opét o linearni kéd, oznacme jej D. Kontrolni matici tohoto kédu dostaneme
tak, ze z kontrolni matice ptivodniho kédu vynechdme posledni fddek a posledni
sloupec. Dostaneme tak matici

1110 0 0 0 O
B 00011100
1001 0 010
01 001001

Libovolnéa dvouprvkova podposloupnost sloupcii matice B je linearné nezavisla
ze stejného dtivodu, jako v pripadé prvniho Hammingova navrhu. Existuji linedrné
zéavislé t¥iprvkové podposloupnosti sloupct v B. Minimalni vzdalenost kédu D je
tak rovna 3, kéd dokaze opravit jednu chybu a odhalit az dvé chyby. Rychlost
prenosu informace kédem D je 1/2, coz je dalsi vylepSeni. A

Miuze kéd se ¢tyfmi informacnimi symboly opravovat jednu chybu a soucasné
prendset informaci rychlosti vétsi nez 1/2? Ukézeme si tvrzeni, které ukazuje, Ze by
to mohlo jit jesté o néco rychleji.

Tvrzeni 5.120. Predpokladejme, Ze kod délky n ma r informacnich symboli a n—r
kontrolnich symbolu. Pokud opravuje jednu chybu, must platit

2 > 2",
n+17—

Dikaz. Kéd C délky n, ktery ma r informacnich symbolt, musi obsahovat aspon 2"
riznych slov. Kazda volba informac¢nich symbolt musi vést k néjakému kédovému
slovu, rizné volby k riznym slovim. Jinak by dekédovani nebylo jednoznacné.
Vyuzijeme geometrické pfedstavy kédu jako podmnoziny vrcholt Hammingovy
krychle. Pro kazdy vektor a € Z3 nazveme 1-okoli slova a mnozinu
Vi(a) = {x € Z3;h(a,x) < 1},
Snadno nahlédneme, Ze 1-okoli kazdého vektoru a obsahuje presné n + 1 prvku.
Ma-li kéd C opravovat jednu chybu, musi byt jeho miniméalni vzdalenost aspon

3. To znamen4, Ze pro libovolnéd dvé ruzna kédovéa slova a,b € C musi byt jejich 1-
okoli disjunktni. V opac¢ném ptipadé by totiz v disledku trojihelnikové nerovnosti
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pro Hammingovu vzddlenost platilo h(a,b) < 2, coZ je spor s tim, Ze minimdlni
vzdalenost kédu je aspor 3.

Sjednotime-li vSechna 1-okoli vSech slov a € C', bude mit toto sjednoceni aspon
2"(n+1) prvki. Tento podet musi byt mensi nebo rovny poc¢tu vSech prvki (vrcholt
Hammingovy krychle) Z%, tj. 2". Odtud po snadné tpravé vyplyva dokazovand
nerovnost. U

Analogickou nerovnost muzeme dokazat pro kédy, které opravuji d chyb, po-
drobnosti ve cvicenich.

Pror =4 an = 6 plati 24 -7 > 2%, kéd délky 6 se étyimi informa¢nimi symboly,
ktery by opravoval jednu chybu proto neexistuje.

V pifpadé n = 7 plati rovnost 2 - 8 = 27, existence kédu délky 7 se Gtyimi
informac¢nimi symboly, ktery opravuje jednu chybu, tak vylouéena neni. VSimnéme
si, ze pokud by takovy kéd C C Z7 existoval, platila by rovnost

z5 = | Vi(a).

acC

To znamen4, Ze pro takovy kéd by kazdy vrchol Hammingovy krychle Z? mél vzda-
lenost 1 od né&jakého (jednoznacéné uréeného) kédového slova a. Vsechny vrcholy Ha-
mmingovy krychle Z3 by tak byly pokryté 1-okolimi kédovych slov. Takovy kéd by
byl optimélni v tom smyslu, Ze mnozina Z} by neobsahovala zadna ” zbyte¢na”slova,
kazdé ze slov délky 7 by se vyskytovalo ve vzdalenosti nejvyse 1 od néjakého kédo-
vého slova.

Definice 5.121. Kéd délky n, ktery mé r informac¢nich symboli a opravuje jednu
chybu, se nazyva perfektni kdd, pokud plati rovnost

2" (n +1) = 2"

Jako posledni piiklad kédu si ukdzeme perfektni linedrni (7, 4)-kéd, ktery opra-
vuje jednu chybu.

Priklad 5.122. K6d Hj definujeme pomoci kontrolni matice
1001101
A= 01 0 1 0 1 1
001 0 1 11

Prvky C jsou prvky jadra Ker (A) matice A. Tato matice je v fadkové odstupriova-
ném tvaru, jeji hodnost se tedy rovné 3, a dimenze kédu Hz = Ker (A) je tedy rovna
4. Plati-li AxT = oT prox = 125 - - - 27, jsou nezndmé x4, s, T, 7 volné, miizeme
je zvolit libovolné a povazujeme je za informacni symboly. Neznamé 1, zo, x3 jsou
volbou x4, T5, xg, x7 uréené jednoznacneé:

Tl =24+ x5+ 2T7, T2 = x4 + T+ x7, T3 =25+ g + T7.

Nezndmé x1, x2, 3 jsou tedy kontrolni (paritni) bity. I tento kéd Hj je zaloZen na
kombinaci t¥{ paritnich kontrol.

Sloupce matice A tvoif véechny nenulové vektory z prostoru Zj. Kazda dvou-
prvkova podposloupnost sloupcii matice A je tedy linearné nezavisla a minimalni
vzdalenost kédu C je tak aspon 3, (ve skutecnosti je pravé 3), a kéd Hj tak opravuje
jednu chybu.
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Jak najdeme kédové slovo z1 x5 - - - 7, jsou-li dany informacni symboly x4, x5, zg, x7,
jsme si uz rekli. Pokud prijimajici strana pfijme slovoy = y1ys - - - y7, sSpocita soucin
AyT. Plati-li AyT = o7, je y kédové slovo a bylo tedy preneseno bez chyby.

Je-li AyT # o, doslo béhem pienosu k chybé a zbjva uréit, ktery symbol v
piijatém slové y = y1yo - - y7 je ten poskozeny. Oznacme Ay’ = (s1s983)7.

Protoze matice A obsahuje vSechny nenulové vektory Z3 jako sloupce, existuje
jednozna¢né urceny sloupec a; = (s1s2s3)7. Plat{ a; = AeJT pro j-ty vektor e;
standardni baze v Z3. Slovo y + e; se od y li§f pouze v j-tém symbolu. Plati navic

A(y" +e]) = Ay" + Ae] = (s15253)" +a; = (s15253)" + (s15253)" = 0.

Slovo y + e; tak patfi do kédu Hs3 a mé Hammingovu vzdalenost 1 od pfijatého

slova y. Je to tedy to slovo, které bylo vyslano a pfi pfenosu byl poskozen j-ty
symbol. A

Priklad 5.123. Pfi pouziti Hammingova kédu Hj bylo pfijato slovo 1010101. Doslo
béhem prenosu k chybé a pokud ano, jaké slovo bylo vyslano?
Vynasobime kontrolni matici A vektorem (1010101)7. Dostaneme

1

0
10 01 1 01 1 0
0101011 0 |=11
0 01 0111 1 1

0

1

Vektor (0,1,1)7 je Sesty sloupcovy vektor matice A3, poskozen byl tedy Sesty sym-
bol ve slové 1010101, vyslano bylo slovo 1010111. A

Definice 5.124. Hamminguv kod H, je binarni blokovy kdéd délky n = 2" — 1
urc¢eny kontrolni matici typu r X n, jejiz sloupce tvori vsechny nenulové aritmetické
vektory dimenze r nad Zs.

Detaily dikazu nasledujiciho tvrzeni prenechdme do cviceni.

Tvrzeni 5.125. Hamminguv kéd H,. je perfektni linedrni kod délky 2" —1 a dimenze
2" —r —1, jehoZ minimdlni vzddlenost je 3.

Cviceni
1. Vysvétlete, pro¢ mnozina vsech polynomu stupné praveé 173 s redlnymi koeficienty s béz-

nymi operacemi s¢itani polynomd a nasobeni polynomu redlnym ¢islem neni vektorovym
prostorem.

2. Pro libovolné téleso T a libovolnou mnozinu X definujeme vektorovy prostor 7O jako
mnozinu téch zobrazeni f z X do T, pro ktery je mnozina {z : f(z) # 0} je kone¢nd. S¢itani
a nasobeni definujeme po soufadnicich, tj. (f + g)(z) = f(z) + g(z) a (af)(z) = af(x).
Dokaite, ze T™X) je vektorovy prostor.

Timto zptusobem bychom zobecnili definici 5.2 na pfipad nekoneéné dimenze — prostor
T mize byt nazyvan aritmetickym vektorovym prostorem nad T dimenze | X]|.

3. U vsech prikladi vektorovych prostoru za definici ovéite, Ze se skuteéné jedna o vekto-
rové prostory.

4. Mnozina v8ech podmnozin mnoziny {1,2,3,...,n} (nebo jiné dané mnoziny X) spolu
s operaci symetrické diference, tj. A+ B = (A\ B) U (B \ A), je vektorovy prostor nad
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Zs. (Nasobeni skaldrem je jednozna¢né dané axiomy. ) Dokazte a vysvétlete, pro¢ je tento
prostor ,,v podstaté“ Zz .

5. Dokazte tvrzeni 5.10 a formulujte a dokazte obdoby vlastnosti (8) a (9) z tvrzeni 3.3.
6. Dokazte, ze T jako vektorovy prostor nad T mé pouze trividlni podprostory.

7. Dokaite, %e jedinymi netrivialnimi podprostory prostoru T? jsou mnozinu tvaru {tx :
t €T}, kde o # x € T?,

8. Zjistéte linearni obal mnoziny X z prikladu 5.27 a dokazte, ze mnozina Y tvofi pod-
prostor.

9. Dokazte, ze posloupnost vektort (vi,...,vy) ve vektorovém prostoru V nad T je
linedrné nezavisla pravé tehdy, kdyz zadny z vektort neni v linedrnim obalu pfedchozich
(tj. pro kazdé i plati v; € LO{v1,va,...,vi_1}).

10. Dokazte, ze sloupce matice v fadkové odstupriovaném tvaru jsou linedrné nezavislé
pravé tehdy, kdyz pfislusnd homogenni soustava nem4 zadné volné proménné.

11. Dokoncete ptiklad 5.54 o Fibonacciho posloupnostech.

12. Dokazte, Ze sloupce (fadky) ¢tvercové matice A nad T fadu n tvofi bazi T™ préavé
tehdy, kdyz A je reguléarni.
13. Dokazte:

e Dimenze prostoru vSech matic nad T typu m X n je mn.

e Dimenze prostoru realnych polynomu stupné nejvyse n je n.

e Dimenze prostoru C jako vektorového prostoru nad R je 2.
14. Najdéte bazi podprostoru R* tvoreného posloupnostmi (a1, az,...), pro které plati
Gn = 2Gn-1 — an—2 (pro kazdé n > 3). Pomoci nalezené baze najdéte vzorec pro vypocet
an, kdyz a1 =3, a2 = 7.
15. Dokazte, ze z kazdé mnoziny generatort konecné generovaného prostoru lze vybrat
bazi.
16. Dokazte, ze dusledek 5.64 plati bez predpokladu konec¢nosti G. Predpoklad tedy zmé-
nime na ,,G je mnozina generatori kone¢né generovaného prostoru V.
17. Spocitejte pocet vsech riznych bazi V vybranych z vektort vi, ..., vs z ptikladu 5.66.
18. Dokazte druhou ¢ast tvrzeni 5.75.
19. Dokazte, ze bazové sloupce tvori bazi sloupcového prostoru matice.
20. Pfimo z definice bazovych sloupcii dokazte, Ze feSeni x = (w1,w2,...,Ts) € T"
soustavy Ax = b je jednoznacné uréeno vektorem (z;, , iy, - - . , i), ) € T* kde i1, 42, ...,k
je seznam nebazovych sloupct matice A, a naopak, ze kazdy vektor (zi,,Ziy,...,Ti,) V
T* vznika z néjakého feseni (z1,2,...,Tn).
21. Jednoznacnost redukovaneho tvaru

22. Dokazte, Ze pro libovolné t¥i podprostory Vi, V2, V3 prostoru V plati
Vi+ W)+ Va=Vi+ (Va+V3) .

23. Dokazte, ze

Vi+Vo+--+Vi={vi+tva+- - Fuvk:v1 €Vi,v2 € Va,...,0 € Vi} .
24. Necht V,,i € I jsou podprostory vektorového prostoru W a G; je mnozina generator
prostoru V; pro kazdé i € I. Dokazte, ze |J,.; Gi generuje \/,.; V.
25. Najdéte podprostory U, V, W prostoru R? takové, ze UN(V+W) £ (UNV)+(UN
W), U+(VNW)# (U+V)N(U+W).
26. Jedna inkluze v obou (neplatnych) distributivnich zdkonech vzdy plati. Zjistéte které
a dokazte.
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27. Dokazte, ze rovnosti v distributivnich zdkonech plati za pfedpokladu U < W nebo
W< U.

28. Rozhodnéte, zda pro podprostory U, V, W vektorového prostoru Z plati
dim(U) 4 dim(V) 4+ dim(W) = dim(U + V + W) + dim(UN V) + dim(V N W)+
+dim(UNW) —dim(UNVNW)
29. Jakou dimenzi mize mit prinik podprostoru dimenze 3 a podprostoru dimenze 4 v
75,7 Pro kazdou z mo#nosti uvedte piiklad.
30. Pti komunikaci byl pouzit Hammingtiv kéd Hs. Prijimajici strana pfijala slova
0101011,0011111,1011100,1111110,011111,0001110,1100101.
Rozhodnéte, kterd z nich byla béhem pfenosu poskozena a u kazdého z poskozenych slov
rozhodnéte, ktery ze symbolu byl pfenesen nespravné a jaké slovo bylo vyslano.
31. Dokazte Tvrzeni 5.125.
32. Definujeme d-okoli slova a € Z3 jako mnozinu
Va(a) = {x € Zy; h(x,a) < d}.

Dokazte, ze pocet prvka Vy(a) se rovna

)+ () (0)-20)

33. Dokazte, ze je-li C' kéd dimenze n s r informa¢nimi symboly, ktery opravuje d chyb,

pak plati nerovnost
n n n
T e < om,

34. Hamming svtj linedrni (7,4)-kéd D definoval pomoci kontrolni matice

1 01 01 01
B = 01 1 0 0 1 1
0 001 1 1 1

Pokud bylo pfijaté slovo y a By’ = (s15253)” # o’ , dokazte Ze s3s251 je binarni vyjadieni
indexu poskozeného symbolu.

35. Dokarte, Ze existuje permutace ™ na mnoziné {1,2, ..., 7} takova, Ze plati a1as - - - a7 €
Hj3 praveé kdyz ar(1)ar2) - ax¢ry € D, kde D je kéd z predchoziho cviceni. Jak souvisi
permutace 7 s permutaci sloupcii, pomoci které dostaneme z kontrolni matice A kédu Hs
kontrolni matici B kédu D.
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Shrnuti paté kapitoly

(1)

Je-1i T téleso, pak vektorovym prostorem V nad télesem T rozumime mnozinu
V spolu s bindrni operaci + na V' (tj. 4+ je zobrazeni z V x V do V') a ope-
raci - ndsobeni prvki mnoZiny V prvky télesa T (tj. - je zobrazeni z T x V
do V), které spliiuji nasledujici axiomy.

vS1) Pro libovolné u,v,w € V plati (u+v)+w=u+ (v+w).

(
(vS2) Existuje o € V takovy, Ze pro libovolné v € V plati v+ o0 = v.
(vS3) Pro kazdé v € V existuje —v € V takové, ze v+ (—v) = o.
(vS4) Pro libovolné u,v € V platiu+v =v + u.
(VN1) Pro libovolné veV aa,be T platia-(b-v)=(a-b)-v.
(vN2) Pro libovolné v € V plati 1 - v = v.
(vD1) Pro libovolné v eV aa,be T plati (a+b)-v=a-v+b-v.
(vD2) Pro libovolné u,veVaaecTplatia- (u+v)=a-u+a-v.
(2) Pro libovolné téleso T a pfirozené éislo n aritmeticky vektorovy prostor

dimenze n nad T je mnozina vSech n-slozkovych aritmetickych (sloupco-
vych) vektorit T spolu s pfirozenymi operacemi + a - (definovanymi jako
v definici 2.3), oznacujeme jej T".
Dalsi priklady vektorovych prostori: prostory polynomu s redlnymi koefi-
cienty, prostor T"*™ matic typu m x n nad télesem T, prostor R> vsech
posloupnosti realnych &sel, prostor R(>) posloupnosti realnych ¢isel s ko-
neéné mnoha nenulovymi prvky, prostor vsech konvergentnich posloupnosti
realnych ¢isel, prostor vSech posloupnosti redlnych ¢isel konvergujicich k 0,
prostory redlnych funkci redlné proménné, atd. VSechny s pfirozenymi ope-
racemi s¢itani a nasobeni skalarem.
V kazdém vektorovém prostoru V nad télesem T plati

(a) nulovy prvek o je uréeny jednoznac¢né,

(b) rovnice u+x = v mé pro pevnd u,v € V pravé jedno feseni, speciilng,

opacny prvek —v je vektorem v urcen jednoznacné,

(¢) Ov = o pro libovolny prvek v € V,

(d) ao = o pro libovolny skaldr a € T,

(e) je-li av = o, pak bud a = 0 nebo v = o,

(f) —v = (—1)v pro libovolny prvek v € V, specidlné —(—v) = v.
Je-1i V vektorovy prostor nad T, pak vektorovy prostor U nad télesem T je
podprostorem V, pokud U C V a operace + a - v U se shoduji s pfislusnymi
operacemi ve V. Skutecnost, Zze U je podprostorem V, zapisujeme U < V.
Je-li 'V vektorovy prostor nad télesem T, pak neprizdnid podmnozina U
mnoziny V je podprostorem V pravé tehdy, kdyz soucasné

e (,uzavienost na s¢itani“) pro libovolné u,v € U plati u +v € U,
e (,uzavienost na nasobeni skaldrem*) pro libovolné v € U aa € T
plati av € U.

Geometricky viznam podprostori R? a R3.
Pro libovolnou matici A typu m x n nad T plati, Ze Ker A je podprostor
T", neboli Ker A < T".
Jsou-li v, vy, ..., v prvky vektorového prostoru V nad T a ty,ts,...,t; €
T skaléry, tj. prvky télesa T, pak prvek

t1V1 -+ t2V2 + 4 tkvk
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se nazyva linedrni kombinace proki vy, vo, ..., vi € V. Skalary t1,to,... tx
nazyvame koeficienty linedrni kombinace.

Linedrni kombinaci prazdného systému vektoru definujeme jako nulovy
vektor.

(10) Necht V je vektorovy prostor nad T a X C V. Pak linedrnim obalem
mnoziny X rozumime mnozinu LO X v8ech linearnich kombinaci prvka X,
tj. mnozinu

LOX = {t1v1 +tovo+ -+ tgvg k€ Ng, vy, ..., v € X, t1,... 1k ET}

(11) Pro libovolny vektorovy prostor V nad T a libovolnou X C V je LOX
podprostorem V.

(12) Je-li V vektorovy prostor nad T a X C U <V, pak LO X C U. Linedrni
obal LO X je proto nejmensi podprostor V obsahujici mnozinu X.

(13) Jsou-li X,Y dvé podmnoziny vektorového prostoru V nad T, pak plati

LOX CLOY prave kdyz pro kazdé =z € X plati z € LOY .

(14) Je-li V vektorovy prostor nad T a X C V. Pokud LO X =V, pak fikdme,
ze X je mnoZina generdtoru prostoru V, nebo také ze X generuje V.
(15) Je-li (vy,...,v;) kone¢nd posloupnost prvki vektorového prostoru V nad
télesem T, pak
LO{vy,...,vit={tavi+---+t;vi i t1,... .t €T} .
(16) Je-li A matice typu m x n nad T, pak sloupcovym prostorem matice A ro-
zumime podprostor T generovany mnozinou sloupcovych vektorti matice
A a znacime jej Im A.
ImA=L0{a;,as,...,a,} <T™
Rddkovym prostorem matice A rozumime sloupcovy prostor matice A7, tj.
Im AT =LO{a;,3,,...,8,} <T"
(17) Necht A = (ay]...|a,) je matice typu m x n nad T a R je regularni matice
rfadu m. Pak
Im (RA) = LO{Ray,...,Ra,}, Ker A = Ker (RA), Tm A" = Tm (RA)*.

(18) Elementérni fadkové tipravy neméni Ker A a Im AT Elementérni sloupcové
apravy neméni Ker AT a Im A.

(19) Necht V je vektorovy prostor nad télesem T. Posloupnost prvka (v, va,. .., vg)
prostoru V se nazyva linedrné zdvisld, pokud néktery z prvkt v; je linearni

kombinaci zbyvajicich prvkd vq, va, ..., Vi—1, Vit1, ., Vi.
V opafném piipadé fikdme, Ze posloupnost (vi,va, ..., Vi) je linedrné
nezavisld.

(20) Necht (vi,...,Vvg) je posloupnost prvki vektorového prostoru V nad téle-
sem T. Nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni.
(a) Posloupnost (vi,..., V) je linedrné nezdvisla.
(b) Zadny z prvki v; (1 < i < k) nelze vyjadiit jako linedrni kombinaci
predchozich prvkia vyq,...,v;_1.
(¢) Nulovy prvek o lze vyjadrit jako linedrni kombinaci prvkd vy, va, ..., vi
pouze trividlnim zptisobem o = 0vy 4+ 0vy + - - - + Ovy.
Jinymi slovy, pro libovolné a1, as,...,ar € T plati, Ze z rovnosti

a1vVy +asveg + -+ apvp = 0



(21)

(22)

(34)
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plyne a1 =ag =---=a; =0.

(d) Kazdy prvek b € V lze vyjadrit jako linedrni kombinaci prvki vy, va,
..., Vi nejvyse jednim zptisobem.

Posloupnost sloupcovych vektortt matice A = (aj|as|---|a,) typu m X n
nad télesem T tvori linedrné nezavislou posloupnost v T™ pravé tehdy,
kdyz Ker A = {o}, tj. pravé kdyz ma soustava Ax = o pouze trividlni
feseni x = o.

Necht A = (aj]as] - - - |a,) je matice typu mxn nad télesem T, R je regularni
matice fadu m a @Q je regularni matice fadu n. Pak plati

(a) posloupnost (aj,as,...,a,) sloupcovych vektorti matice A je linedrné
nezavisla pravé tehdy, kdyz je linedrné nezavisla posloupnost sloupco-
vych vektort matice AQ,

(b) posloupnost (aj,as,...,a,) sloupcovych vektortt matice A je linedrné
nezavisla praveé tehdy, kdyz je linedrné nezavisla posloupnost sloupco-
vych vektort matice RA.

Elementarni fadkové ipravy neméni linedrni (ne)zavislost posloupnosti sloup-
covych vektora ani posloupnosti fadkovych vektorti matice.

Elementarni sloupcové tpravy neméni linedrni (ne)zavislost posloupnosti
sloupcovych vektort ani posloupnosti fadkovych vektorti matice.
Posloupnost fadkovych vektortt matice v odstupiiovaném tvaru je linedrné
nezévisla pravé tehdy, kdyZ matice neobsahuje nulovy radek.

Posloupnost (vy,vs,...,v,) prvki vektorového prostoru V nad T se na-
zyvé bdze, pokud je linedrné nezavisla a LO {vy,vsy,...,v,} = V.
Posloupnost prvki (v, va,. .., v,) tvofi bazi vektorového prostoru V préavé
tehdy, kdyz lze kazdy prvek b € V vyjadrit pravé jednim zptisobem jako
linearni kombinaci prvkia vy, va, ..., V.

Kanonickd baze (téz standardni bdze) v aritmetickém prostoru T je po-

sloupnost

1 0 0
0 1 0
(e1,€2,...,€,) = 0 , 0 e, :
: : 0
0 0 1

Odvozeni formule pro n-ty ¢len Fibonacciho posloupnosti.

Vektorovy prostor se nazyva konecné generovany, pokud méa néjakou ko-
neénou mnozinu generatort.

Minimalni posloupnost generatort (vq, va, ..., vy,) vektorového prostoru V
je baze V.

7 kazdé konefné mnoziny generatoru vektorového prostoru lze vybrat bazi.
Kazdy konec¢né generovany vektorovy prostor ma bazi.

Steinitzova véta o vyméné. Necht N = (v, va,...,vg) je linedrné ne-
zévisla posloupnost prvki vektorového prostoru V nad T a necht G =
(W1, Wa,...,w;) generuje V. Pak k < [ a pfi vhodném uspoiadani G’ =
(W1, Wy, ..., w;) posloupnosti G plati, Ze (v1,Va, ..., Vi, Wi 1, Wi oy, W))
generuje V.

Kazdé dvé baze konecné generovaného vektorového prostoru maji stejny
pocet prvki.
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(35) Dimenzi konefné generovaného vektorového prostoru V nad T rozumime
pocet prvki jeho libovolné baze. Dimenzi prostoru V znaéime dim(V).

(36) Necht G je koneénad mnoZina generatori vektorového prostoru V. Potom
kazdou linearné nezavislou posloupnost ve V jde doplnit prvky G na bazi
V.

(37) Maximélni linedrné nezdvisla posloupnost v kone¢né generovaném prostoru
je bazi.

Obecnéji, maximaélni linedrné nezavisla posloupnost prvki koneéné mnoziny
generatori je bazi.

(38) V kazdém vektorovém prostoru V dimenze n plati:

(a) Kazd4 mnozina generdtortt V obsahuje alesponi n prvki.

(b) Kazda n-prvkova posloupnost generdtora je bazi V.

(¢) Kazda linedrné nezévisla posloupnost ve V obsahuje nejvyse n prvki.
(d) Kazda n-prvkové linedrné nezavisla posloupnost ve V je béazi V.

(39) Je-li W podprostor kone¢né generovaného prostoru V, pak W je kone¢né
generovany a plati dim(W) < dim(V), pfiCemz rovnost nastane pravé
tehdy, kdyz W = V.

(40) Necht B = (v1,va,...,Vvy,) je baze vektorového prostoru V nad télesem T
aw € V. Soutadnicemi (téZ vyjddienim) prvku w vzhledem k B rozumime
(jednoznaé¢né uréeny) aritmeticky vektor (a1, as,...,a,)T € T™ takovy, Ze

W =a1Vy +asvg + -+ a, vy .

Soufadnice w vzhledem k B znaéime [w]g, tj.

a1
a2
wlp =
Qp
(41) Necht B = (vi,va,...,v,) je baze linedrni prostoru V nad télesem T,

necht u,w € V a t € T. Pak plati
(a) [u+w]p =[u]p +[w]s a
(b) [tu]p =t[u]p
(42) Necht B je béaze vektorového prostoru V nad télesem T dimenze n. Pak

plati
(a) posloupnost (vq,vsa,...,vg) je linedrné nezivisld ve V pravé tehdy,
kdyZ je posloupnost ([vi]g,[V2]B,- .-, [Vk]B) linedrné nezavisla v T";

(b) mnozina X generuje V pravé tehdy, kdyz [X]p generuje T™;
(c) posloupnost (vi,va,..., V) je baze V pravé tehdy, kdyz je posloup-
nost ([v1]B,[va]B,--.,[Vk]B) baze T™.
(43) Necht B = (v1,...,Vy) a C jsou baze vektorového prostoru V nad télesem
T. Matici prechodu od bdaze B k bdzi C' rozumime matici

[idlg = (vile | [vale | -+ [ vale) -

(44) Necht V je vektorovy prostor V nad télesem T dimenze n a B, C' jsou baze
V. Pak pro libovolny prvek x € V plati

xle = [id)E[x]5 -

Navic je matice [id]Z timto vztahem uréena jednoznacné.
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Necht A = (aj|az|- - |a,) je matice nad T. Rikdme, Ze i-ty sloupec matice
A je bazovy, pokud neni linedrni kombinaci pfedchozich sloupci, tj. pokud
plati

a; # LO{aj,a,...,a; 1} .

Pro libovolnou matici A tvofi bazové sloupce bazi sloupcového prostoru.
Specialné, dimenze Im A je rovna pocétu bazovych sloupcu.

Béazové sloupce matice A nad T typu m X n v odstupniovaném tvaru jsou
prave sloupce ki, ko, ..., k., kde r, k1, ..., k, jsou parametry z definice 2.12
odstupniovaného tvaru.

Necht A je matice nad télesem T typu m X n a R je reguldrni matice fadu
m. Pak pro libovolné ¢ € {1,2,...,n} plati, Ze i-ty sloupec matice A je
bazovy pravé tehdy, kdyz je bazovy i-ty sloupec matice RA.

Pro libovolnou matici A plati dim(Im A) = dim(Im AT).

Hodnosti matice A rozumime dimenzi faddkového (sloupcového) prostoru
matice A. Zna¢ime rank(A).

Pro libovolnou matici A typu m x n plati rank(A) = rank(AT) < m,n.
Hodnost se neméni elementarnimi fadkovymi ani sloupcovymi tpravami.
Hodnost matice v fadkové odstuptiovaném tvaru je rovna poc¢tu nenulovych
radki.

Necht A je matice nad T typu m X n a B matice nad T typu n x p. Pak
plati

rank(AB) < rank(A), rank(AB) <rank(B) .

Necht A je matice nad T typu m xn a R je reguldrni matice nad T fadu m.
Pak rank(RA) = rank(A4). Podobné pro ndsobeni reguldrni matici zprava.
Necht A je ¢tvercova matice nad T fadu n. Nasledujici tvrzeni jsou ekvi-
valentni.
1. A je regularni.

11. rank(A4) = n.

12. Sloupce (fadky) matice A jsou linedrné nezavislé.

13. Sloupce (fadky) matice A generuji T™.

14. Sloupce (fadky) matice A tvori bazi T".
Matice je v redukovaném (tddkové) odstupriovaném tvaru, pokud je v fad-
kové odstupniovaném tvaru a kazdy bazovy sloupec méa jedinou nenulovou
slozku rovnou 1.
KaZzdou matici A lze pfevést do redukovaného odstupniovaného tvaru takto:
(a) Matici Gaussovou eliminaci pfevedeme do odstupiiovaného tvaru.

(b) Vynasobime nenulové fadky tak, aby byl kazdy pivot roven 1.

(¢) Postupné vynulujeme zbylé prvky v kazdém bézovém sloupci.
Tomuto procesu se fika Gaussova-Jordanova eliminace.
Libovolnd matice A typu m x n nad T s hodnosti r je rovna soudinu
A = BC, kde B je matice typu m X r tvofend bazovymi sloupci matice
A (v poradi v jakém se vyskytuji v A) a C je matice typu r X n tvofend
nenulovymi fadky v redukovaném odstupiiovaném tvaru D matice A.
Pouziti skeletniho rozkladu k bezztratové komprimaci dat uloZenych do
matice.
Frobeniova véta. Soustava Ax = b m4 FeSeni pravé tehdy, kdyz rank(A4) =
rank(A | b).
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Véta o dimenzi jadra a obrazu. Pro libovolnou matici A nad T typu
m X n plati

dim(Ker A) + dim(Im A) =n .
Jsou-li V;,i € I podprostory vektorového prostoru V, pak [
prostorem V.
Necht V;,i € I jsou podprostory vektorového prostoru V. Souctem (téz
spojenim) podprostort V;,i € I rozumime linedrni obal jejich sjednoceni,

i1 Vi Je pod-

znacime jej » o, Vi, tj.
> vi-10{Uv
icl iel

Soucet podprostoru Vi, Vs,..., Vi také znacime Vi + Vo + -+ + V.
Pro podprostory U, W vektorového prostoru V plati

U+W={u+w:uelUweW}

Véta o dimenzi souc¢tu a pruniku podprostori. Pro libovolné dva
kone¢né generované podprostory U, V vektorového prostoru W plati

dim(U) 4+ dim(V) = dim(UNV) +dim(U+ V) .

Kli¢ové znalosti ze étvrté kapitoly nezbytné pro prubézné sledovani
prednasek s pochopenim

Definice vektorového prostoru nad télesem T a jednoduché vlastnosti poci-
tani v ném, priklady vektorovych prostort.

Pojem podprostoru vektorového prostoru a ekvivalentni definnice pomoci
uzavienosti na operace.

Definice linearni kombinace prvki, linearniho obalu mnoziny prvki, mnoziny
generatort, a konecné generovaného vektorového prostoru.

Linearni obal LO X mnoziny X C V je nejmensi podprostor V obsahujici
X.

Linearni zavislost a nezavislost kone¢né posloupnosti prvkil vektorového
prostoru, rizné ekvivalentni definice.

Béze konecné generovaného vektorového prostoru a ekvivalentni formulace
pomoci jednoznacnosti vyjadfeni prvka prostoru jako linearni kombinace
prvki baze.

Steinitzova véta o vyméné, rovnost po¢tu prvka libovolnych dvou bazi a
definice dimenze kone¢né generovaného vektorového prostoru.

Rizné ekvivalentni definice béze (napf. maximalni linedrné nezavisla po-
sloupnost, atd.).

Sloupcovy a radkovy prostor matice, ¢tyri podprostory urcéené matici.
Vliv elementarnich fadkovych a sloupcovych tprav na ¢tyii zdkladni pro-
story matice.

Ekvivalentni definice linedrni nezavislosti posloupnosti sloupcovych vektora
matice pomoci jadra matice.

Vliv elementarnich fadkovych a sloupcovych tprav na linedrni (ne)zévislost
posloupnosti sloupcovych nebo fadkovych vektorti matice.
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Béazové sloupce matice, baze sloupcového a fadkového prostoru matice v
tfadkové odstupniovaném tvaru.

Rovnost dimenze fadkového a dimenze sloupcového prostoru matice, defi-
nice hodnosti matice.

Dalsi ekvivalentni podminky s regularitou matice.

Odhady hodnosti sou¢inu matic pomoci hodnosti ¢initelt.

Frobeniova véta a véta o dimenzi jadra a obrazu matice.

Soufadnice vektoru vzhledem k béazi, soufadnice souc¢tu dvou prvku a ska-
larniho nasobku prvku.

Matice prechodu mezi dvéma bazemi vektorového prostoru, vzorec pro pie-
pocet soufadnic vektoru vzhledem ke dvéma riznym bazim.

Prinik a soucet podprostort, ekvivalentni popis souc¢tu dvou podprostori.
Véta o dimenzi sou¢tu a priniku podprostori.
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6. LINEARNI ZOBRAZENI

Cil. Dosud jsme zobecnili pocitdni s realnymi ¢isly na pocitani v
telese a pocitani s aritmetickymi vektory na pocitani v vektorovém
prostoru. V této kapitole zobecnime matice do pojmu linedrniho
zobrazeni. UkdZeme si zdkladni vlastnosti linedrnich zobrazeni.

6.1. Definice a piiklady.

Pfipomerime, Ze kazdad matice A nad télesem T typu m X n urcuje zobrazeni
fa : T — T™ predpisem fa(x) = Ax. Tento pohled motivoval fadu zavedenych
pojmu.

e Nasobeni matic: je-li B matice nad T typu p x m, pak sloZené zobrazeni
feofa:T" — TP je rovno zobrazeni fp4.

e Inverzni matice: je-lim = n a fa je bijekce, pak inverzni zobrazeni (f4) !
je rovno fa-1.

e Jadro matice: podprostor Ker A < T" se rovni mnoziné vSech vektori
x € T™, které f4 zobrazi na nulovy vektor.

KerA={z: fa(x) =0} <T" .

e Sloupcovy prostor matice a hodnost: podprostor Im A < T™ se rovna
oboru hodnot zobrazeni f4. Hodnost rank(A) matice A se rovnd dimenzi
Im A.

ImA={fa(x):x€T"} = fa(T™) <T™, rank(A)=dim(ImA) .

Rovnéz nam tento pohled poskytl geometrickou interpretaci fady tvrzeni.

Ne kazdé zobrazeni f : T™ — T™ je tvaru fa pro néjakou matici A. Zobra-
zeni tvaru f4 maji tu vlastnost, Zze ,zachovéavaji“ sc¢itdni a nésobeni. Takovym
zobrazenim fikame linedrni a za okamzik nahlédneme, Ze linearita tato zobrazeni
charakterizuje. Linearni zobrazeni definujeme mezi obecnymi linedrnimi prostory
(nejen aritmetickymi vektorovymi).

Definice 6.1. Necht V, W jsou vektorové prostory nad stejnym télesem T. Zob-
razeni f : V — W nazyvame linedrni zobrazeni (nebo homomorfismus) z V do W,
pokud

(1) f(u+v)= f(u)+ f(v) pro libovolné u,v € V a
(2) f(tu) =tf(u) pro libovolné ueVateT.

Skutecnost, Ze f je linearni zobrazeni z V do W zapisujeme f: V — W.

Vlevo v rovnostech vystupuji operace v prostoru V a vpravo operace v pro-
storu W. Zdtraznéme, ze prostory V a W musi byt nad stejnym télesem. Vsimnéte
si rovnéz, ze kazdé linearni zobrazeni zobrazuje nulovy prvek ve V na nulovy prvek
v W.

Pro libovolnou matici A nad T typu m x n je zobrazeni f4 : T™ — T"" linearni,
protoze

fa(u+v) =A(u+v) = Au+ Av = fa(u) + fa(v)

fa(tu) = A(tu) = t(Au) =tfa(u) .
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To ndm dava fadu piikladd linearnich zobrazeni mezi aritmetickymi vektorovymi
prostory (a jak jsme zminili a za chvili dokdZeme, jind linedrni zobrazeni mezi
aritmetickymi vektorovymi prostory neexistuji).

Priklad 6.2.

o Piiklady linearnich zobrazeni z R? do R2:
— Otoceni (rotace) o dany thel.
— Zkoseni

|

€] e
Otoceni Zkoseni

OBRAZEK 64. Zobrazeni v roviné: otodeni a zkoseni

— Projekce na primku prochézejici pocatkem.
— Osova soumérnost podle pfimky prochazejici pocatkem.
— ZvétSeni (zmenseni)

€2
\
€9 A \\ \\\ €9
\\ \ ‘\ \\
/O F F
.
(3] €1 e 1
Projekce Zvétseni Osova soumérnost

OBRAZEK 65. Zobrazeni v roviné: projekce, zvétSeni a osové soumérnost

e Linedrni zobrazeni z R? do R? jsou napiiklad rotace, zrcadleni podle ro-
viny prochézejici pocatkem, osovd soumérnost podle pfimky prochazejici
pocatkem, projekce na rovinu nebo pfimku prochéazejici pocatkem.

e Piikladem linedrniho zobrazeni z R? do R? je zobrazeni f4 pro matici

1 2
A=11 0
1 3

o Linedrni zobrazeni z R do R? pouzivame pf¥i kresleni trojrozmérnych ttvar
na tabuli (papir).
e Piikladem linedrniho zobrazeni z R? do R je zobrazeni d udavajici oriento-
vanou vzdalenost od zvolené roviny prochézejici pocatkem.
A

Jesté nez popiseme, jak vypadaji linearni zobrazeni obecné, podivame se na dalsi
priklady.
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OBRAZEK 66. Linedrni zobrazeni z R® do R: orientované vzdale-
nost od plochy

Priklad 6.3.

e Identické zobrazeni idy na libovolném vektorovém prostoru V je linearni
zobrazeni V. — V.

o Tzv. nulové zobrazeni 0 z V do W prifazujici vSem vektorim ve V nulovy
vektor ve W je linearni.

e Necht B = (vy,va,...,Vv,) je bdze vektorového prostoru V. Zobrazeni f
z V do T™ definované f(v) = [v]p je linedrni zobrazeni V. — T" podle
tvrzeni 5.75 o soutadnicich a operacich.

e Zobrazeni ptifazujici matici nad T typu n x n soucet prvkd na diagonale
(tzn. stopu) je linedrnim zobrazenim T"*™ — T.

e Derivace je linedrnim zobrazenim (napt.) z prostoru redlnych diferencova-
telnych funkci do prostoru vSech realnych funkei.

e Zobrazeni pfifazujici funkci jeji urcity integral od 1 do 10 je linedrnim zob-
razenim z prostoru vSech redlnych integrovatelnych funkei na [1,10] do R.

A

6.2. Matice linearniho zobrazeni.

Z definice linearniho zobrazeni snadno indukci dokédzeme, Ze obrazem linearni
kombinace je linearni kombinace obrazt, tj. Ze pro libovolné linearni zobrazeni
f:V = W/ vektory vi,va,...,v, € V, askalary t1,tq,...,t, € T plati

Jtive +tovo + -+ tpvy) =t f(vi) +taf(ve) + -+t f(Vn).

Toto jednoduché pozorovani mé dulezity dutsledek, Ze linearni zobrazeni je jed-
noznacné urcené obrazy prvku libovolné baze. Tvrzeni formulujeme pro konecné
generované prostory, zobecnéni nechdme do cviceni.

Tvrzeni 6.4. Jsou-li V a W wvektorové prostory nad télesem T, je-li B = (vy,
Vo, ..., Vp) bdze v prostoru V, a jsou-li wi,wa,...,w, € W libovolné vektory,
pak existuje prdvé jedno linedrni zobrazeni f : V. — W spliiugici f(v;) = w; pro
kazdé i € {1,2,...,n}.

Diikaz. Predpokladejme, ze f je linedrni zobrazeni spliiujici f(v;) = w;. Kazdy
prvek x € V lze zapsat jedinym zpusobem jako linedrni kombinaci x = t;vy +
tovy + -+ + tp vy, (jinymi slovy, [x]p = (t1,t2,...,t,)) a pak podle vyse uvedeného
vztahu plati

f(X) = tlwl + t2w2 + 4 thn
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To dokazuje jednoznac¢nost.

Na druhou stranu je potieba ovérit, ze zobrazeni f definované timto predpisem
je linedrni a spliiuje f(v;) = w;, a tim bude dokézana existence. Vztah f(v;) = w;
nechédme k ovéfeni ¢tenafi. K diikazu linearity uvazujme prvky x,y € V, jejichz
vyjadreni vzhledem k B jsou

[X]B = (tlﬂtQa s 7t7l)Ta [y]B = (515 82y 571)T

Pak [x +y]g = (t1 + s1,t2 + 82,...,tn + sn)T (viz tvrzeni 5.75 o soufadnicich a
operacich) a tedy

fx+y)=(t1 +s1)wi+ (ta + s2)Wo + - + (tn + Sn) Wy
=liwi +towa + -+l Wy +51W1 + SoWo + -+ 5, Wy

=fx)+fy) -

Podobné se ukiaze zachovavani nasobeni skalarem. O

Tvrzeni ndm dava geometrickou predstavu linearnich zobrazeni — podivame se
na obrazy prvki néjaké baze, obrazy zbylych prvka jsou pak urcené linearitou.

Algebraickym disledkem je, Ze kazdé linearni zobrazeni je ,uréené“ matici. Nez
zformulujeme prislusné definice a tvrzeni obecnéji, ukdzeme, Ze kazdé linearni zob-
razeni f z T™ do T™ je rovno f4 pro jistou (jednozna¢né uréenou) matici A nad T
typu m x n. Skute¢né, pro libovolny aritmeticky vektor x = (z1,z2,...,7,)T € T"
plati

f(x) = f(x1e1 +x2e2 + - +xpe,) = 21 f(€1) +22f(€2) + -+ 20 fen) ,

coz lze maticové zapsat jako

fx) = (fle) [ flex)| --- [flen))x

takze staci polozit A = (f(e1)|f(e2)| - |f(en)) a mame f = fa. Matice A je
urcena jednozna¢né, protoZe i-ty sloupec se musi rovnat f(e;), kde e; je i-ty vektor
kanonické baze v T".

Linearni zobrazeni f : V — W, kde V, W jsou konec¢né generované vektorové
prostory, mizeme obdobné popsat maticové, poc¢itame-li v prostorech V. a W vzhle-
dem ke zvolenym bazim B a C. Konkrétnég, existuje (jednozna¢né urcend) matice

A typu dim(W) x dim(V) takova, ze
[f®)]e = Alx]s

pro libovolny prvek x € V. Této matici fikdme matice f vzhledem k B a C. Odvo-
zeni, jak tato matice vypada, se udéla podobné jako vyse.

Definice 6.5. Necht V, W jsou kone¢né generované vektorové prostory nad télesem
T, f: V> W, B=(vy,va,...,V,) je bdze ve V a C je baze ve W. Matict
linedrniho zobrazeni f vzhledem k bdzim B a C rozumime matici

1112 = (Fv)le [ [f(v2)le] - [[f(va)le) -

V matici f vzhledem k B a C je tedy i-ty sloupec roven soufadnicim prvku
f(vy), tj. obrazu i-tého vektoru v; baze B, vzhledem k bazi C. Matice je typu
dim(W) x dim(V).
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Tvrzeni 6.6. Jsou-li V, W konecné generované vektorové prostory nad télesem T,
B = (v1,Va,...,Vy,) baze prostoru V, C baze prostoru W, a f: V — W linedrn{
zobrazent, pak pro libovolny prvek x € V plati

[f®)le = [f12 x5 -

Diikaz. Pro libovolny prvek x € V s vyjadienim x = x1vy + 2oV + -+ + T,V
vzhledem k bazi B plati

f(x)=flxivi+mave + -+ 2,vy) = 21 f(v1) + 22 f (Vo) + - + 20 f(Ve)

pro vyjadfeni vzhledem k bazi C' pak podle tvrzeni 5.75 o soufadnicich a operacich
plati

[f(®)le = zlf(vi)le +z2[f(v2)lo + -+ zalf(va)le
coz pomoci nasobeni matic zapiseme jako

[f®)e = ([f(vi)lellf(va)lel. . [[f(va)le) (21,22, ., 2n) = [fIE KB

Matice [f]Z tedy umoziiuje poécitat soutadnice [f(x)]c prvku f(x) vzhledem
k bazi C' prostoru W, zname-li soufadnice [x]p vektoru x vzhledem k béazi B
prostoru V.

Matice [ f]g je jedind matice spliiujici rovnost z pfedchoziho tvrzeni.

Tvrzeni 6.7. Jsou-li V, W konecné generované vektorové prostory nad télesem
T, B bdze V, C bize W a f : V — W a M matice nad telesem T splriujici
[f(x)]c = M [x]p pro kaZdy prvek x € V, pak M = [f]5.

Diikaz. Predné si uvédomime, ze M musi byt typu dim(W) x dim(V), aby mohl
vztah [f(x)]c = M [x]p viubec platit. Dosadime-li do tohoto vztahu i-ty vektor
v; baze B, dostaneme [f(v;)]c = M [v;]p = M e;. Prava strana je rovna i-tému
sloupci matice M, tedy M = ([f(vi)lc |[f(v2)lc |-+ |[f(va)le) = [f]E- O

Matice linearniho zobrazeni f4 : T™ — T™ vzhledem ke kanonickym bézim je
puvodni matice A, tj.
[fA]gn = Aa

m

kde K; znac¢i kanonickou bazi v aritmetickdm prostoru T*.

Priklad 6.8. Uvazujme zobrazeni f : Z3 — Z2 dané ptedpisem

f il _ 21’1 + 31’2 + x3
2= 41 + 223
Zs3
Vztah lze maticové zapsat
; il (2 31 zl
217 \4 0 2 2
T3 T3

7 toho vidime, Ze f = f4 pro matici

2 3 1
A:(4 0 2

takze f je linedrni zobrazeni a podle pfedchozi poznamky [f] Iigz = A.

w
N———
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Urcéime matici f vzhledem k bazim B a C, kde

1 2 3
B = 1 2

etz )e)) e e (G)(3))

b

K tomu dosazenim spocitame obrazy vektort v bazi B:
f,L2)T=02-1+3-1+1-2,4-1+2-2)7 =(2,3)7
f(2,2,0T =(2-243-24+1-0,4-2+2-0)7 =(0,3)7
f3,4,4)7=(2-3+3-4+1-4,4-3+2-4)7 =(2,0)7

a obrazy vyjadiime v bazi C' tim, Ze vyfeSime tfi soustavy rovnic se stejnou matici
Zaroven.

1 3{2 0 2 1 3 0 2

2 313 30 0 2 31
Zpétnou substituci dostavame [(2,3)7]c = (1,2)7, [( ,3)T]C =(3,4)7T,[(2,0)7]¢c =

(3,3)T (toto je dobré ovefit zkouskou, napt. (2, 3) 1-(1,2)T +2-(3,3)7T, takze
soufadnice vektoru (2,3)7 vzhledem k C jsou spocteny spravné). Matice f vzhledem

k BaC je
ng=(5 5 %)

Ovéiime vztah [f(x)]c = [f]Z [x]p pro vektor [x|p = (1,2,3)7, tj
x=1-(1,1,2)7 +2-(2,2,007 +3-(3,4,4)7 = (4,2,4)T

O»Jkl\')

Obraz tohoto vektoru je podle definice

Fx) = ( 2.441?4342;41.4 ) - ( Z)

Podle [f(x)]c = [f]&[x] s musi také platit

1
[f(x)]c:@ j § ;

coz odpovida, protoze 1 - (1,2)7 + = (3,4)7, takze skutecns [(3,4)7]¢c =
(1,4)7. A

Piiklad 6.9. S nabytymi znalostmi mtizeme nyni rychleji uréovat matice nékterych
linearnich zobrazeni. Budeme hledat matici A, aby pfislusné zobrazeni f, byla
rotace o . V novéjsi terminologii, hleddme matici rotace f v R? o thel a vzhledem
ke kanonickym bazim. K tomu staci urcit obrazy prvku kanonické baze a napsat je
do sloupcii. Mame

1 CoSs & 0 —sina
f(()):(sina)’ f<1>:( Cos & ) ’

A= [f]ﬁ; _ ( CQSa —sin« >

tedy

S &« CoOs &

Srovnejte tento vypocet s odvozenim v ¢asti 4.3.1. A
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Piiklad 6.10. Uvazujme zrcadleni f : R? — R? podle piimky p prochézejici
poc¢atkem a bodem (2,5)7. K nalezeni matice f vzhledem ke kanonickym bézim,
bychom potiebovali nalézt obrazy vektorti kanonické baze, coz vyzaduje netrivialni
vypocet. Je ale snadné urcit obrazy vektori vhodné zvolené baze, napiiklad B =
((2,5),(=5,2)T). Mame totiz f(2,5)T = (2,5)T, protoZe tento vektor (2,5)% lezi
na piimee p, a f(—5,2)7 = (5, —2)7, protoze vektor (—5,2)7 je kolmy na p. Matice
f vzhledem k B a K5 je tedy

=2 %)

Zanedlouho si ukazeme, jak z nalezené matice urcit matici f vzhledem k jakymkoliv
jinym bazim, napiiklad kanonickym. A

Piiklad 6.11. Urcéime matici derivace chapané jako linedrni zobrazeni f z pro-
storu polynomi stupné nejvyse 3 do stejného prostoru vzhledem k bazim B =
(1,2, 22, 23) a stejné bazi B. K tomu stadi vypocitat vyjadieni f-obrazt prvkt B
vzhledem k bazi B:

(1"l = [0]5 = (0,0,0,0)"
[2']p = [1]B = (1,0,0,0)"
[(*)]5 = [22]p = (0,2,0,0)"
[(z°)]B = [32%] 3 = (0,0,3,0)"

Hledana matice je

=

[selss}

I
cocoo
coc o~
cowno
o wo o

A

V definici 5.78 byl zaveden pojem matice pfechodu od baze B k bazi C' ko-
necné generovaného prostoru V. Pojem matice linedarniho zobrazeni nadm umoziuje
zdtivodnit zavedené znaceni [id]5.

Pozorovani 6.12. Jsou-li B,C dvé bdze konecné generovaného prostoru V, pak
matice identického zobrazeni zV do'V se rovnd matici prechodu od bdze B k bdzi C'.

Dikaz. Piimy dusledek definic. [l

Piesnéjsi oznafeni pro matici prechodu od baze B k bazi C' by bylo [idy]Z,
abychom zdiraznili, Ze se jedna o matici identického zobrazeni idy z V do V. Index
V' ale pro prehlednost vétsinou vynechavame, obvykle vime, v jakém prostoru V
pocitame.

Vztah [x]c = [id]8 [x]p z tvrzeni 5.79 je nyn{ disledkem tvrzeni 6.6.

P¥iklad 6.13. Matice piechodu od baze B = ((1,2,3)T,(6,7,8)T, (r,7,10)T) ke
kanonické bazi prostoru R? je

1 6 7
idig, =2 7 = ,
3 8 10

protoze vyjadieni i-tého vektoru baze B v kanonické bazi je ten samy vektor. A
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Piiklad 6.14. Matice pfechodu od B k B je vzdy jednotkovd matice, protoZze
vyjadfeni i-tého vektoru baze B vzhledem k bazi B je e;. A

6.3. Skladani linearnich zobrazeni. Linearni zobrazeni a matice spolu tizce sou-
visi, proto neni pfekvapivé, ze s linedrnimi zobrazenimi mizeme provadét podobné
operace jako s maticemi: miZeme je ndsobit skaldrem, séitat, nasobit (pro zobrazeni
tim myslime sklddat) a invertovat, samoziejmé jen za ur¢itych podminek. Pficemz
operace s linedrnimi zobrazenimi odpovidaji pfi maticovém popisu pfislusnym ope-
racim pro matice. Podivame se nejprve na skladani a invertovani.

Tvrzeni 6.15. Jsou-li U, V, W wvektorové prostory nad télesem T a jsou-li f :
U —> Vag:V — W linedrni zobrazeni, pak sloZen€ zobrazeni gf je linedrni
zobrazeni gf : U - W.

Jsou-li navic prostory U, V, W konecné generované a jsou-li B bdaze v'U, C bdze
ve'V a D bdze ve W, pak plati

9115 = 9] LF1E -
Diikaz. Pro libovolné dva vektory x,y € U dostavame vyuzitim predpokladu linea-
rity f a g, ze
9f(x+y)=9(f(x+y)) =9(fx) + f(y) = 9f(x) + 9f(y) .

Zobrazeni gf tedy zachovava séitani. Podobné, pro kazdy vektor x € U a kazdy
skalar t € T plati
gf(tx) =g(t f(x)) =1t gf(x) .
Zobrazeni gf proto zachovava i nasobeni skalarem, takze je linearni.
K dikazu druhé ¢asti ovéfime (dvojim uzitim tvrzeni 6.6 o matici linedrniho
zobrazeni), Ze pro libovolné x € U plati

l9fx)]p = 915 [f®)le = 915 (1f1¢ [x]8) = (19)5 [f1E) x5 -
Z tvrzeni 6.7 o jednoznaénosti matice linedrnfho zobrazeni nyni vyplyvé, ze [gf]3 =
915 [£12-

Tvrzeni 6.16. Necht U,V jsou vektorové prostory nad télesem T a f : U —
V wvzdjemné jednoznacné linedrni zobrazeni. Pak f~1 : V. — U je také linedrni
zobrazent.

Jsou-li navic U,V konecné generované vektorové prostory dimenze n, B bdze
v U a C bdze ve V, pak plati

8 = (118)

Driikaz. Zvolime libovolné dva libovolné prvky x,y € V. Protoze f je na V, existuji
u,v € U takové, ze f(u) = x a f(v) = y. ProtoZe f je linedrni, plati f(u+ v) =
f)+ f(v)=x+yatedy f'(x+y)=u+v=Ff"x+fy)

Podobné, pro libovolny skalar ¢t € T plati f(tu) = tf(u) = tx a tedy f~'(tx) =
tu=tf"1(x).

K dikazu druhé ¢asti vyuzijeme druhou ¢ast tvrzeni 6.15 o sloZzeném zobrazeni.
Protoze f~1f = idy, plati I,, = [idy]8 = [f~1f18 = [f1G [f1E. Matice [f]E je
¢tvercovd, proto [f~HG = ([f18)~L. O

O

V druhé ¢asti tvrzeni stac¢i predpokladat, ze prostor U je konecné generovany.
Podle bodu (2) nebo (3) tvrzeni 6.29 je pak prostor V také koneéné generovany a
ma stejnou dimenzi.
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Ukazeme si pouziti pfedchozich dvou tvrzeni na pocetnich prikladech.

Piiklad 6.17. Uréime matici piechodu od kanonické baze prostoru R? k bazi
B = ((2,5)T,(-5,2)T). Matici prechodu od B ke kanonické bézi uréime ptimo z

definice.
. 2 -5

Vyuzijeme id ™! = id a tvrzeni 6.16:

g =i =g = (2 ) =g (3 03)

Nalezenou matici pFechodu mtizeme pouzit k vypoctu matice zrcadleni f : R? —
R? podle pifmky p prochazejici pocatkem se smérem (2,5)7 vzhledem ke kanonic-
kym bazim. V prikladu 6.10 jsme nahlédli, Zze matice f vzhledem k B a kanonické

bazi je
2 5
=5 %)

Pomoci tvrzeni 6.15 a uzitim f = f id nyni muzeme spocitat matici f vzhledem ke
kanonickym bazim:

. 1 1/
=g = (2 5 ) 5( 5% 3 ) =5 o)

Piiklad 6.18. V prostoru Z2 jsou dany baze B = ((2,4)7,(3,3)T) a C = ((1,3)7,
(2,4)T). Vektor v € Z2 m4 vzhledem k bazi B soutadnice [v]p = (x1,22)T. Na-
jdeme soufadnice vektoru v vzhledem k bazi C.

K tomu uréime matici prechodu od B k C uzitim tvrzeni 6.15 a 6.16:

()
NG -()-0

2
3
Soutadnice v vzhledem k C jsou

Vle = id]g [V]s = ( (1) 2 ) ( 2 ) = ( 1'1?231'2 )

Vysledek jesté mtizeme ovéfit napiiklad volbou (z1,22)7 = (1,0)T. Je [v]p =
(1,0)T, takze v = (2,4)T. Podle odvozeného vzorce by mélo platit [v]c = (0,1)T
a skutecns (2,4)7 = 0-(1,3)T +1-(2,4)T. K nabyti plné jistoty bychom mohli
jesté overit pro (21, x9)T = (0,1)T. A

A

12 = ) ), = (ia%,) " G, = (
3
3

Priklad 6.19. V piikladu 6.8 jsme ur¢ili matici linedrniho zobrazeni f : Z3 — Z2
daného predpisem

f ) _(2m+Bmtag N _ (2 3 1 .
21 4a1 + 224 “\4 0 2 2
xs3 €3
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vzhledem k bazim B a C, kde

1 2 3
s=((1].[2]).[3 a cz<(;)(§)>
2 0 4
Spocitame tuto matici jinym postupem. Ze zadani muzeme primo urcit matice

[f]g;, [id]%, a [id]%,. Pomoci téchto matic lze spocitat [f]8:

/18 = 15 (15 (]2, = ([dE,) 7 1K [d)2,

K
_(1 3>1<2 31) 1 ;Z
2 3 4 0 2 5 0 4
_1(3 2 20 2)_,(211)_(133
T2\ 3 1 3 3 0/ 4 3 1) 2 4 3

Nésledujici dtisledek tvrzeni 6.15 a 6.16 je obzvlasté duilezity, jak zjistime v ka-
pitole o vlastnich éislech. Proto jej formulujeme jako samostatné tvrzeni.

Tvrzeni 6.20. Je-li V konecné generovany vektorovy prostor nad télesem T, f :
V — V linedrni zobrazeni, B, C dvé bdze prostoru 'V, a R matice prechodu od bdze
B k bdzi C, pak

fI5=R"[flcR .
Dikaz. Protoze f =idy f idy méame

/18 = lidv]§ A1 lidv]2 = (liav]8) " (NS lidv]E = R [fIS R
O

6.4. Typy linearnich zobrazeni. Nésledujici definice zavadi terminologii pro
rizné typy linearnich zobrazeni.

Definice 6.21. Necht V, W jsou vektorové prostory nad télesem T a f : V — W
je linearni zobrazeni.

Pokud je f prosté, fikame Ze f je monomorfismus,

pokud je f na prostor W, fikame Ze f je epimorfismus,

pokud f je vzdjemné jednoznacné, iikdme ze f je izomorfismus,

pokud V. = W, fikdme Ze f je endomorfismus prostoru V (nebo také
linedrni operdtor na prostoru V),

pokud W = T = T, ¥ikdme ze f je linedrni forma na V,

e pokud je f izomorfismus a endomorfismus, fikdme, ze f je automorfismus
prostoru V.

Priklad 6.22.

e Rotace a osové soumérnosti jsou automorfismy R? — R2.

e Zobrazeni pfifazujici vektoru z V soutadnice ve zvolené bazi B = (vi,...,Vvy,)
je izomorfismus z V do T™.

e Zobrazeni pfifazujici vektoru z R? jeho orientovanou vzdalenost od zvolené
roviny prochézejici po¢atkem je linedrni forma na R3, je to epimorfismus,
ktery neni monomorfismus.
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e Projekce na rovinu prochéazejici poc¢atkem (chédpand jako zobrazeni R® —
R?) je endomorfismus, ktery neni ani epimorfismus ani monomorfismus.
e Zobrazeni f : R?> — R3 definované vztahem f(xy,22)7 = (21,22,0)7
(vloZeni roviny do R?) je monomorfismus a nenf to epimorfismus.
A

6.4.1. Jddro a obraz. Jako defekt prostoty zavedeme jadro Ker f linearniho zobra-
zeni f, je tvofeno témi vektory, které f zobrazi na nulovy vektor. Obraz linedrniho
zobrazeni f budeme znacit Im f.

Definice 6.23. Necht f : V — W je linedrni zobrazeni. Jddrem f rozumime
mnozinu

Kerf={xeV:f(x)=o0}.
Obraz (obor hodnot) f zna¢ime Im f, tj.

Imf={f(x):xeV}.

Vsimnéte si, ze nulovy vektor lezi v jadru jakéhokoliv linedrniho zobrazeni. Pokud
ale v jadru zadny jiny vektor nelezi, je jiz zobrazeni prosté (tj. monomorfismus).

Tvrzeni 6.24. Necht f : V — W je linedrni zobrazeni. Pak [ je prosté prdvé
tehdy, kdyz Ker f = {o}.

Diikaz. Je-li f prosté a x € Ker f, pak f(x) = o = f(0), a protoze f je prosté,
plyne odtud x = o. Proto Ker f C {o}. Opacné inkluze je trivialni.

Je-li naopak Ker f = {o} a f(x) = f(y) pro néjaké vektory x,y € V, pak z
linearity f plyne f(x —y) = f(x) — f(y) = o, takZe x —y € Ker f, odkud plyne
x = y. To dokazuje, Ze f je prosté. O

7 dtikazu je patrné, ze jadro linedrniho zobrazeni urcuje, které dvojice vektorti se
zobrazi na stejny vektor. Vztah f(x) = f(y) totiz plati pravé tehdy, kdyz x —y €
Ker f.

Obraz i jadro linedrniho zobrazeni mezi dvéma kone¢né generovanymi prostory
urc¢ime snadno z jeho libovolné matice — v ptislusnych bézich je to sloupcovy prostor
resp. jadro této matice. Toho jsme si jiz dfive vSimli pro zobrazeni mezi aritmetic-
kymi prostory a jejich matici vzhledem ke kanonickym bazim.

Tvrzeni 6.25. Necht V, W jsou konecné generované vektorové prostory, B je bdze
V, C je baze W a f:V — W je linedrni zobrazeni. Pak plati

e jadro Ker f je podprostorem V a plati
[Ker f]p = Ker [f]&
e obraz Im f je podprostorem W a plati
[ f]o = Tm [f]Z .
Diikaz.

e Jadro je neprazdné, protoze obsahuje nulovy vektor. Je uzaviené na séitani,
protoze z u,v € Ker f plyne f(u+v) = f(u)+ f(v) = o, ¢iliu+v € Ker f,
a podobné se ukaze uzavienost na nasobeni skalarem.
Pouzijeme opét vzorec pro matici linedrniho zobrazeni:

[Ker flp = [{v: f(v) = o}|s = {[v]z : f(v) = o} ={[V]p : [f(V)]c = o}
= {Vl : [/IE[v]s = o} = {x € TV : [f]@x = 0} = Ker [f]¢
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e Obraz je zfejmé neprazdny. Ovéfime uzavienost na séitani, uzavienost na
nasobeni skaldrem se dokaze podobné. Jsou-li wi,wy € W v obrazu f,
pak existuji vi,vo € V takové, ze f(vi) = wy a f(va) = wa. Z linearity
f(vi+vs) = f(v1)+ f(v2) = w1 +wa, takZe v obrazu lezi i soucet wy +wa.

Z tvrzeni 6.6 o matici linearniho zobrazeni dostavame
fW)e ={fv):veVie={f(Wc:veV}={[fléVp:veV}
= {[f1€x:xeT™M} =Im[fIg .
|

P¥iklad 6.26. Linearni zobrazeni f : R® — R? mdme déno matici vzhledem k
nasledujicim bazim B v R? a C' v R?:

1 2

3
() (1)(2)) ()
3 1 0

2 1 -3
A:[f]B:<_4 -2 6 )
Uréime Ker f a f(R?).

Nejprve spocitdme Ker A (tj. uréime néjakou bazi Ker A), tedy vyfesime homo-
genni soustavu rovnic s matici A.

2 1 =3 2 1 =3
-4 -2 6 0 0 O

Béze Ker A je napiiklad (—1,2,0)7,(3,0,2)7 (za parametry jsme volili (2,0)7 a
(0,2)T, aby vychéazela hezéi ¢isla). Takze

-1 3
[Ker f]p = Ker A = LO 2 .| O ,
0 2
z ¢ehoz dopocteme
1 2 1 3
Kerf=LO<—-1 2 | +2| 0 |],3| 2 |+2[ 3
3 1 3 0
3 9 3 3
- 10O -2 |, 12 =10 -2 ], 4
-1 9 -1 3
Nyni fadkovymi ipravami uréime bazi Im A:
2 -4 1 -2
1 -2 |~ 0 0
-3 6 0 0

Takze

e ma-iof (1)
sl (1) -+(3)}-o{( %))
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Dimenze jadra f je 2 a dimenze obrazu f je 1, coz je v souladu s vétou o dimenzi
jadra a obrazu pro matice.
A

6.4.2. Charakterizace mono/epi/izomorfismi. Monomorfismy zobrazuji linearné ne-
zavislé posloupnosti na linedrné nezavislé posloupnosti a tato vlastnost je charak-
terizuje.

Tvrzeni 6.27. Necht V a W jsou vektorové prostory nad télesem T, V je ko-
necné generovany a f : V. — W je linedrni zobrazeni. Pak ndsledujici tvrzend jsou
ekvivalentns.

(1) Zobrazeni f je prosté (monomorfismus),

(2) pro kazdou linedrné nezdvislou posloupnost (v1,...,vy) ve V je posloupnost
(f(v1),..., f(vk)) linedrné nezdvisld ve W,
(3) emistuje bdze (v1,...,Vy) prostoruV takovd, Ze posloupnost (f(vi),..., f(vy))

je linedrné nezdvislda v W.
Dikaz. (1) = (2). Pfedpokladejme, Ze f je prosté a (vi,...,vy) linedrné nezavisla
posloupnost ve V. Plati-li pro néjaké skalary ¢1,...,t, € T
tif(vi)+--+tef(vi) =0,

pak v duasledku linearity f plati rovnéz

fltavi+ -+ tevi) =0 = f(o) .

ProtoZe f je prosté zobrazeni, plati t1vy + - -+ tx v = 0, a protoze (vi,...,vg) je
linearné nezavisla, dostavame t1 = --- =t = 0.

(2) = (3). Plyne z toho, ze kazd4 béaze je linedrné nezévisla posloupnost.

(3) = (1). Podle tvrzeni 6.24 staéi dokézat, Ze Ker f obsahuje pouze nulovy
vektor. Uvazujme libovolny vektor x € Ker f. Vyjadiime jej jako linedrni kombinaci
prvkd baze (vi,...,vy):

X=tvi+---+t,v, .

Pak

o= f(x)=f(tivi+ - +tyvy) =t1f(vi) + -+t f(va) .
Protoze je (f(v1),..., f(vy)) je linedrné nezavisla, plyne odtud t; = --- =¢t, =0
a tedy x = o. O

Nésleduje obdobné tvrzeni pro epimorfismy. Ty pfevadéji mnoziny generatori
na mnoziny generatord.

Tvrzeni 6.28. Necht V a W jsou vektorové prostory nad télesem T, V je ko-
necné generovany a f :' V. — W je linedrni zobrazeni. Pak ndsledujici tvrzeni jsou
ekvivalentns.

(1) Zobrazeni f je na W (epimorfismus),

(2) pro kazdou mnoZinu generdtori {vi,...,vg} ve V je {f(v1),..., f(vk)}
mnozina generdtorty ve W,

(3) existuje baze (vi,...,vy) prostoru V takovd, Ze {f(v1),...,f(vn)} gene-
ruje W.

Dikaz. (1) = (2). Pro libovolny vektor w € W existuje x € V tak, ze f(x) =
w, protoze f je epimorfismus. Protoze {vi,...,vx} generuje V, mizeme vektor
x vyjadrit jako linearni kombinaci x = t;vy + - -+ + t;vg. Diky linearité f nyni
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mame w = f(x) = f(t;vi 4+ -+ tpve) =t f(vi) + -+t f (V). Zjistili jsme, Ze
kazdy vektor w lze vyjadiit jako linedrni kombinaci vektora f(vy),..., f(vk), coz
znamend, ze {f(v1),..., f(vi)} mnoZina generatori ve W.

(2) = (3). Plyne z toho, ze kazd4 baze V generuje V.

(3) = (1). Potfebujeme ukazat, ze kazdy vektor w € W m4 vzor pfi zobrazeni f.
Protoze {f(v1,..., f(vyn)} generuje W, mizeme w vyjadfit jako w = t1 f(v1)+-- -+
tn f(vy). Pak pro vektor x = t1vy + -+ - + ¢, vy, plati f(x) = f(tyvi+ - +tpvn) =
tif(vi)+ -+ tnf(vy) =w. O

Disledkem predchozich dvou tvrzeni je charakterizace izomorfismii.

Tvrzeni 6.29. Necht V a W jsou vektorové prostory nad télesem T, V je ko-
necné generovany a f : V — W je linedrni zobrazeni. Pak ndsledujici tvrzend jsou
ekvivalentni:

(1) zobrazeni f je izomorfismus,

(2) pro kazdou bdzi (vi,...,vg) ve V je (f(vi),..., f(vk)) bdze ve W,

(3) emistuje bdze (vi,...,vy) prostoru V takovd, Ze (f(v1),..., f(vy)) je bdze
ve W.

6.4.3. Izomorfismus. Dva prostory V, W nazyvame izomorfni, pokud existuje izo-
morfismus f : V — W. (Rozmyslete si, ze relace “byt izomorfni” je reflexivni,
symetrickd a tranzitivni, tj. je to ekvivalence, viz cviceni.) Skutecnost, ze V.a W
jsou izomorfni, zapisujeme
V=W

Izomorfni prostory jsou ,,v podstaté“ stejné, lisi se jenom prejmenovanim vek-
tord. Podrobnéji, uvazujme izomorfismus f : V. — W. Pfejmenovanim kazdého
vektoru v € V na f(v) a zachovanim piivodnich operaci vznikne prostor W. Sku-
teéné, pfejmenovanim dvou vektord u, v ve V vzniknou vektory f(u), f(v), jejichz
soucet ve W je f(u)+ f(v), coz je z linearity totéz jako pfejmenovany vektor u+v,
tj. vektor f(u+v). Podobné pro nasobeni skaldrem. Proto izomorfismy zachovavaji
mnoho vlastnosti.

Pozorovani 6.30. Necht f: V — W je izomorfismus konecné generovanich pro-
stord. Pak plati
(1) posloupnost (vi,...,vk) je linedrné nezavisld ve V pravé tehdy, kdyz je
posloupnost (f(v1),..., f(vk)) linedrné nezdvisla v W,
(2) mnoZina {vy,..., vy} generuje V prdavé tehdy, kdyz mnoZina {f(v1),..., f(vi)}
generuje W
(3) posloupnost (vi,...,vg) je baze V prdavé tehdy, kdyZ je posloupnost (f(v1),..., f(vi))
bize W,
(4) dimV =dim W,
(5) mnoZina M CV je podprostorem prostoru V prdvé tehdy, kdyz je f(M) =
{f(m) : m € M} podprostorem prostoru W,
(6) pokud U <V, pak f zuzené na U je izomorfismem U — f(U). Specidlné
dim U = dim f(U).

Dikaz. O

Pro libovolny kone¢né generovany prostor V nad télesem T s bdzi B = (vq,...,v,)
je zobrazeni s : V. — T™ definované vztahem s(v) = [v]p izomorfismus V. — T™:
Zobrazeni s je prosté, protoze kazdy vektor je jednoznac¢né urcen soufadnicemi
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vzhledem k B. Zobrazeni s je na T, protoze kazda n-tice je soufadnicemi néja-
kého vektoru ve V. Koneéné s je linedrni podle tvrzeni 5.75. (Vlastnosti uvedené v
pozorovani 5.77 jsou tak specidlnim p¥ipadem pozorovani 6.30.)

Pouzitim vlastnosti z pozorovéani 6.30 na tento “soufadnicovy izomorfismus” zis-
kame obecnéjsi verzi véty o dimenzi jadra a obrazu, dfive dokdzané v maticové
verzi.

Véta 6.31 (o dimenzi jadra a obrazu). Jsou-li V, W koneéné generované vektorové
prostory nad teélesem T a f :' V — W linedrni zobrazent, pak

dim(Ker f) + dim(Im f) =dim'V .

Dikaz. Vezmeme libovolnou bazi B prostoru V a bazi C' prostoru W. Ozna¢me
A = [f]E (jde o matici typu dim W x dim V). Podle tvrzeni 6.25 o vypoétu jadra
a obrazu plati [Ker f]p = Ker A a [Im f]c = Im A. Z bodu (6) pozorovani 6.30
nyni vyplyva dim Ker f = dim Ker A a dimIm f = dim Im A. Vztah nyni vyplyvé z
véty 5.99 o dimenzi jadra a obrazu pro matice. (I

Soutadnicovy izomorsmus také ukazuje, ze kazdy vektorovy prostor V nad T
dimenze n je izomorfni aritmetickému prostoru T™. Ze symetrie a tranzitivity relace
“byt izomorfni” plyne, Ze libovolné dva prostory nad stejnym télesem stejné dimenze
jsou izomorfni. Pfedvedeme “bezsouradnicovy” dikaz.

Véta 6.32. Necht V a W jsou dva koneéné generované prostory nad télesem T.
Pak nasledugici tvrzent jsou ekvivalentni:

(1) Emistuje izomorfismus f: V — W.

(2) dim(V) = dim(W).

Diikaz. Implikace (1) = (2) je bod (4) v pozorovani 6.30.

Pro diikaz druhé implikace zvolime bézi B = (v, Vva,...,Vv,) prostoru V a bézi
C = (w1, ws,...,w,) prostoru W. Podle tvrzeni 6.4 (o rozsifovéani linedrniho zob-
razeni definovaného na béazi) existuje linedrni zobrazeni f : V — W spliiujici
f(vi) = w; pro kazdé i € {1,2,...,n}. Toto linedrni zobrazeni je izomorfismem
podle bodu (3) tvrzeni 6.29 charakterizujici izomorfismy. O

Dokazana véta dava presny vyznam heslu, Ze vektorovy prostor nad danym téle-
sem dané dimenze je “v podstaté” jen jeden.

Véta plati i pro prostory, které nejsou konecné generované. Témi se detailnéji
nezabyvame, ukazeme ale piiklad izomorfismu mezi takovymi prostory.

Piiklad 6.33. Ozacime V prostor vSech realnych polynomu a W podprostor pro-
storu vSech posloupnosti redlnych cisel tvoreny posloupnostmi, které obsahuji ko-
necné mnoho nenulovych prvka. Definujeme zobrazeni f : V' — W vztahem

flag+ a1z + -+ apz™) = (ag,a1,...,a,,0,0,...) .

Snadno se ovéri, ze f je bijekce (prosté a na) a Ze je linedrni, tedy f je izomorfismus.
A

6.5. Prostor linearnich zobrazeni. Uvazujme dva vektorové prostory V, W
nad stejnym télesem. Nasledujici tvrzeni ukazuje, ze na mnoziné vsech linearnich
zobrazeni z V do W lze pfirozenym zpusobem zavést s¢itani a skalarni nasobeni.
Dalsi tvrzeni ukazuje, Ze timto ziskame vektorovy prostor.
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Tvrzeni 6.34. Jsou-li V, W wvektorové prostory nad stejnym télesem T, f,g: V —
W dvé linedrni zobrazent a t € T, pak plati:

(1) Zobrazenitf definované vztahem

tHx)=t-f(x), xeV
je linedrni zobrazeni V.— W.
(2) Zobrazeni f + g definované vztahem

(f+9)x) =fx)+9(x), xeV
je linedrni zobrazeni V.— W.

Tvrzeni 6.35. Jsou-li V, W wektorové prostory nad stejnym télesem T, pak
mnozina vsech linedrnich zobrazeni z V. do W s operacemi definovanymi v tvr-
zeni 6.34 tvorti vektorovy prostor nad T.

Diikaz. Prenechame jako cviceni (I

Definice 6.36. Vektorovy prostor vSech linedrnich zobrazeni z V do W znacéime
Hom(V, W).

Tvrzeni 6.37. Jsou-li V, W koneéné generované vektorové prostory nad télesem
T, dimV = n a dim' W = m, pak prostor Hom(V, W) je izomorfni prostory T™*™
vSech matic typu m x n nad T

Diikaz. Zvolime béazi B prostoru V a bazi C prostoru W. Zobrazeni s : Hom(V, W) —
T™*" definujeme vztahem s(f) = [f]E.

Zobrazeni s je prosté, protoze kazdé linedrni zobrazeni je jednoznacné urceno
svou matici vzhledem k B a C. Zobrazeni s je na T™*", protoze kazda matice
typu m X n je matici néjakého linedrniho zobrazeni V. — W. K ovéfeni toho, ze
s je linearni, potfebujeme ukazat, ze pro libovolné f,g : V — W a t € T plati
(tf1Z = t[f1Z, [f + 9]8 = [f]E + [9]E. To prenechdme jako cviceni. O

6.5.1. Linedrni formy. Pfipomeiime, Ze linedrni forma na vektorovém prostoru V
nad té&lesem T je linedrni zobrazeni z V do (jednodimenzionalniho) prostoru T.

Mnozinu v8ech linedrnich forem na V spolu s pfirozenymi operacemi s¢itani a
nésobeni (zavedenymi ve tvrzen{ 6.34) nazyvame dudl prostoru V:

Definice 6.38. Necht V je vektorovy prostor nad télesem T. Dudlem prostoru V
rozumime prostor
V? = Hom(V,T) .

Pfedpokliddejme, Ze V je koneéné generovany prostor dimenze n. Prostor Hom(V, T)
je podle tvrzeni 6.37 izomorfni prostoru T!'*" vsech matic nad T typu 1 x n tj.
prostoru fadkovych vektori. Specidlné:

Tvrzeni 6.39. Necht V je konecné generovany prostor, pak
dimV =dimV? .
Diikaz. V¢ = Hom(V,T) je izomorfni T'*" (kde n = dimV) a tento prostor

ma dimenzi n. ProtoZe izomorfni prostory maji stejnou dimenzi (viz napi. pozoro-
véani 6.30), plati dim V¢ = n. O

Podle dikazu tvrzeni 6.37 izomorfismus Hom(V,T) = T'*" ziskdme volbou
baze B prostoru V a baze C prostoru T. Pro linearni formy bazi C' volime vzdy
“kanonickou”, tj. C = (1).
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Definice 6.40. Necht V je kone¢né generovany prostor nad télesem T, f je linedrni
forma na V a B je baze prostoru V. Matici formy f vzhledem k bazi B rozumime
radkovy vektor

17 =111
Podle definice matice linedrniho zobrazeni je matice f vzhledemk B = (vy,...,v})

[f]B = (f(vl)af(VQ)w . 7f(vn)) .

Vzorec z tvrzeni 6.6 o matici linearniho zobrazeni ma pro linedrni formy tvar

fx) =[A1"Kp -
Oznacime-li [f]® = (a4,...,a,) a [x|]p = (21,...,7,), mame
fx) = (a1, an) (@1, .., 20)" = a121 + agx2 4 -+ any

6.5.2. Rddkovy pohled na soustavy linedrnich rovnic. Rozebereme nyni podrobnéji
rfadkovy pohled na soustavy linearnich rovnic. Diskuzi budeme provadét pouze pro
homogenni soustavy rovnic, jejichz feSeni je zékladem pro Feseni obecnych soustav.
Necht tedy A = (a;;) je matice typu m x n nad télesem T s fadkovymi vektory
ay,...,a,. Proi=1,...,mozna¢me f; linearni formu na T", jejiz matice vzhledem
ke kanonické bazi je a;, tj.
filwr, . 2n)" = anmi 4 apza+ -+ ainT,

Vektor x € T™ je feSenim soustavy Ax = o pravé tehdy, kdyz f1(x) = 0, fa(x) =
0,..., fm(x) = 0. Jinymi slovy, Ax = o pravé tehdy, kdyz x € Ker f1, ..., x €
Ker f,,, neboli x € Ker f1N---NKer f,,,. Jadro je, kromé pfipadu nulové formy, vzdy
nadrovina (tj. podprostor dimenze n — 1 v T"), jak ukazuje nésledujici obecngjsi
tvrzeni.

Tvrzeni 6.41. Necht V je vektorovy prostor dimenze n nad télesem T a f je
linedrni forma na V. Je-li f nenulovd, pak dimKer f =n — 1.

Diikaz. Podle véty 6.31 o dimenzi jadra a obrazu plati
dimKer f + dimIm f =n

Je-li f nenulova forma, jeji obraz je celé T'a dimIm f = 1, takze dimKer f+1 = n,
¢ili dimKer f =n — 1. |

Vratme se k diskuzi feSeni soustavy. Pfedpokladejme pro pfehlednost, Ze zadna
z forem fi,..., f,, neni nulova. Kazdy fadek v takovém ptipadé urcuje nadrovinu
Ker f; a mnozina feseni je rovna pruniku téchto nadrovin. Pocitejme priniky po-
stupné: uvazujme posloupnost

W; =Ker f1, Wy =Ker fy NKer fo,..., W,, =Ker fi NKer fo N ---NKer f,.

W41 je tedy prunikem W; a nadroviny Ker f;; 1. Dusledkem véty o dimenzi souctu
a primniku je (viz nésledujici tvrzeni 6.42), Ze W, je bud rovno W, (to nastane
v piipadé, ze Ker f;11 2 W;) a nebo mé o jednicku mensi dimenzi. Dalsi véta
pak ukazuje, Ze prvni moznost nastane pravé tehdy, kdyz je forma f;;; linedrni
kombinaci forem f1,..., f;. (Ekvivalentné, kdyZ je a;11 linedrni kombinaci vektort
a, ..., a;.)

Tvrzeni 6.42. Necht'V je vektorovy prostor dimenze n, W je podprostor V a U je
podprostor V dimenze n—1. Pokud neplati W C U, pak dim(WNU) = dim W —1.
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Diikaz. Pokud neplati W C U, tak je U je vlastnim podprostorem W + U, z
¢ehoz plyne, ze W + U mé dimenzi alesponn n. VysSsi dimenzi ale mit nemtize
jakozto podprostor prostoru V|, ktery mé dimenzi n. Z véty 5.103 o dimenzi souctu
a priniku dostavame

dim(WNU) =dimW+dimU -dim(W+U) =dimW+n—1-n=dimW -1 .
O

Véta 6.43. Necht'V je vektorovy prostor dimenze n nad télesem T a f1, fo,..., [k, g
linedrni formy na V. Pak ndsledujici tvrzent jsou ekvivalentni.

(1) g e LO{f1,..., fx}
(2) Kerg D Ker fin---NKer fi

Diikaz. Jednodussi je implikace (1) = (2). Pfedpokladejme, ze g = t1 f1+- - - +tx [
pro néjaké skalary t1,...,t; € T. Pak pro libovolny vektor x € Ker f; N---NKer fy
plati f1(x) = f2(x) = --- = fr(x) = o, tedy také g(x) = (t1.f1 + -+ trfr)(x) =
t1f1(x) + -+ tefr(x) = 0.

Pro dukaz (2) = (1) zvolme néjakou bazi B prostoru V. Ozna¢me C matici
(typu k x n) s fadkovymi vektory [f1]5, ..., [fx]® a D matici (typu (k+1) x n) s
fadkovymi vektory [f1]5, ..., [fx]Z, [g]®.

Ukézeme, ze Ker C = [Ker fiN---NKer fi]p. Uvazujme libovolny vektor y € T
a vektor x € V takovy, Ze [x]p = y. Vektor y lezi v [Ker f1 N --- N Ker fi|p pravé

tehdy, kdyz x lezi v Ker f1 N ... Ker fi, neboli f;(x) =--- = fr(x) = 0. To nastane
pravé tehdy, kdyz [f1]B[x]p = -+ = [fx]P[x]z = 0 (podle tvrzeni 6.6). Podle

definice matice C, toto je ekvivalentni podmince C[x]p = o, neboli y € Ker C'.

Podobné se ukaze, ze Ker D = [Ker f1 N --- N Ker f; N Ker g]g. Z pfedpokladu,
ze Ker g obsahuje Ker f1 N --- N Ker fj, ale plyne Ker fy N ---NKer fr N Kerg =
Ker fi N--- N Ker fi. Plati proto Ker C = Ker D.

Podle véty 5.99 o dimenzi jadra a obrazu pak plati dimImC = dimIm D (=
n — dimKerC = n — dimKer D) a z véty 5.88 o rovnosti dimenze fadkového a
sloupcového prostoru dostavame dim Im C7 = dim Im D”. Radkovy prostor matice
C je podprostorem fadkového prostoru matice D, proto z rovnosti dimenzi vyplyva
ImC? = Im DT. Tim padem je posledni fadek [g]® matice D linedrni kombinaci
rfadkd matice C, takze existuji skalary tq, ..., takové, ze

[9)° =t [A)P 4+t fi]® = [+t fi]®

Rovnaji-li se matice linearnich forem vzhledem k néjaké bazi, pak se linearni formy
rovnaji, tedy konecné dostavame

g=tifi+-+itefr .
O

Predchozi diskuze nam rovnéz umoznuje lépe nahlédnout, pro¢ se dimenze sloup-
cového prostoru matice A (typu m x n) rovnd dimenzi fddkového prostoru matice
A.

Vypocitame dvéma zpusobu dimenzi Ker A. Nejprve sloupcové. Podle véty o
dimenzi jadra a obrazu plati dim Ker A = n—dim Im A. To si mtizeme pfedstavovat
tak, ze kazdy bazovy sloupec ndm ubere jeden stupen volnosti pfi feseni soustavy
Ax = o. Dimenze mnoziny feSeni této soustavy je tak rovna n minus pocet bazovych
sloupci, ¢ili n — dim Im A.



218 LIBOR BARTO A JIRI TUMA

Nyni fadkovy pohled. Analogicky jako pro sloupce fekneme, Ze fadek matice A
je bazovy, pokud neni linedrni kombinaci pfedchozich fadki. Dimenze dimIm AT
tfadkového prostoru je rovna poc¢tu bazovych fadkt. Prechozi diskuze ukazuje, ze pti
postupném pridavani rovnic (=Fadkt matice A), kazdy bazovy fadek snizi dimenzi
prostoru Feseni o 1, takze dim Ker A je rovno n minus pocet bazovych radku, ¢ili
n —dimIm AT,

Zdtvodnili jsme, ze dim Ker A = n—dimIm A = n—dimIm A”. Z toho okamzité
vidime, #e dimIm A = dimIm A7
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Shrnuti Sesté kapitoly

(1)

Jsou-li V, W vektorové prostory nad stejnym télesem T, pak zobrazeni
f 'V — W nazyvame linedrni zobrazeni (nebo homomorfismus) z 'V do
W, pokud

(a) flu+v)= f(u)+ f(v) pro libovolné u,v € V a

(b) f(tu) =tf(u) pro libovolné ueVateT.

Ptiklady linearnich zobrazeni z R? do R2.

Jsou-li V a W vektorové prostory nad télesem T, je-li B = (vyq, va, ...,
v, ) béaze v prostoru V, a jsou-li wi, ws, ..., w, € W libovolné vektory, pak
existuje pravé jedno linedrni zobrazeni f : V. — W spliujici f(v;) = w;
pro kazdé i € {1,2,...,n}.

Jsou-li V., W konecné generované vektorové prostory nad télesem T, f :
V — W lineéarni zobrazeni, B = (vy,Va,...,Vv,) baze ve V, a C béaze
ve W, pak matice linedrniho zobrazeni f vzhledem k bdzim B a C' je matice

1112 = (Fv)le [ [F(v2)le] - [f(va)le) -

Jsou-li V, W konecné generované vektorové prostory nad télesem T, B =
(v1,Va,...,Vvy) baze prostoru V, C baze prostoru W, a f : V. — W linearni
zobrazeni, pak pro libovolny prvek x € V plati

[f())e = [flé x5 -
Jsou-li V, W konecné generované vektorové prostory nad télesem T, B
baze V, C baze W a f : V — W a M matice nad télesem T spliujici
[f(x)]c = M [x]p pro kazdy prvek x € V, pak M = [f]&.
Matice linearniho zobrazeni f4 : T™ — T" vzhledem ke kanonickym bazim
je puvodni matice A, tj.

[falir = A,

kde K; znaéi kanonickou bézi v aritmetickdm prostoru T.
Jsou-li B, C' dvé baze konecné generovaného prostoru V, pak matice iden-
tického zobrazeni z V do V se rovna matici pfechodu od béze B k bézi C.
Matice prechodu od B k B je vzdy identickd matice.
Jsou-li U, V, W vektorové prostory nad télesem T a jsou-li f: U — V
a g : V — W linedrni zobrazeni, pak slozené zobrazeni gf je linearni
zobrazeni gf : U — W.

Jsou-li navic prostory U, V, W konecné generované a jsou-li B baze v U,
C baze ve V a D baze ve W, pak plati

9£15 = 1915 1 -

Jsou-li U,V vektorové prostory nad télesem T a f : U — V vzijemné
jednozna¢né linearni zobrazeni, pak f =1 : V. — U je také linearni zobrazeni.

Jsou-li navic U,V kone¢né generované lineatni prostory dimenze n, B
baze v U a C baze ve V, pak plati

5= 108)
Je-1i V konecné generovany vektorovy prostor nad télesem T, f: V — V
linearni zobrazeni, B, C' dvé baze prostoru V, a R matice pfechodu od baze
B k bazi C, pak

E=RIACER .
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(13) Necht V, W jsou vektorové prostory nad télesem T a f : V — W je
linearni zobrazeni.
e Pokud je f prosté, fikame ze f je monomorfismus,
e pokud je f na prostor W, fikdme Ze [ je epimorfismus,
e pokud f je vzajemné jednoznacné, fikame Ze f je izomorfismus,
e pokud V = W, fikdme Ze f je endomorfismus prostoru V (nebo také
linedrni operdtor na prostoru V),
pokud W = T = T, ¥ikdme ze f je linedrni forma na V,
e pokud je f izomorfismus a endomorfismus, fikdme, ze f je automorfis-
mus prostoru V.
(14) Necht f:V — W je linedrni zobrazeni. Jddrem f rozumime mnozinu

Kerf={xeV:f(x)=o0}.
Obraz (obor hodnot) f znaéime Im f, tj.

Imf={fx):xeV} .
(15) Je-li f : V — W linedrni zobrazeni, pak f je prosté pravé tehdy, kdyz
Ker f = {o}.
(16) Jsou-li V,' W koneéné generované vektorové prostory, B je baze V, C je
baze W, a f: V — W linearni zobrazeni, pak
e jadro Ker f je podprostorem V a plati

[Ker f]p = Ker [f]2 |
e obraz Im f je podprostorem W a plati

[Im fle = Im [f]Z .

(17) Jsou-li V a W vektorové prostory nad télesem T, V konefné generovany
vektorovy prostor, a f : V. — W linearni zobrazeni, pak jsou nasledujici
tvrzeni ekvivalentni.

(a) Zobrazeni f je prosté (monomorfismus),

(b) pro kazdou linedrné nezévislou posloupnost (vy,...,vg) ve V je po-
sloupnost (f(v1),..., f(vg)) linedrné nezévisla ve W,
(c) existuje baze (vy,...,v,) prostoru V takova, ze posloupnost (f(v1),..., f(vy))

je linearné nezavisla v W.

(18) Jsou-li V a W vektorové prostory nad télesem T, V koneéné generovany
vektorovy prostor, a f : V — W linearni zobrazeni, pak jsou néasledujici
tvrzeni ekvivalentni.

(a) Zobrazeni f je na W (epimorfismus),

(b) pro kazdou mnozinu generatort {vy,..., v} ve Vije{f(v1),..., f(vk)}
mnozina generatorid ve W,

(c) existuje baze (vi,...,v,) prostoru V takovd, ze {f(vi),..., f(vp)}
generuje W.

(19) Jsou-li V a W vektorové prostory nad télesem T, V konefné generovany
vektorovy prostor, a f : V — W linearni zobrazeni, pak nasledujici tvrzeni
jsou ekvivalentni.

(a) Zobrazeni f je izomorfismus,
(b) pro kazdou bazi (vy,...,vg) ve V je (f(v1),..., f(vk)) baze ve W,
(c) existuje baze (vi,...,v,) prostoru V takovd, ze (f(v1),...,f(va)) je
baze ve W.
(20) Je-li f:V — W izomorfismus kone¢né generovanych prostort, pak plati
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(a) posloupnost (vi,...,vk) je linedrné nezavisla ve V prévé tehdy, kdyz
je posloupnost (f(v1),..., f(vg)) linedrné nezavislda v W,

(b) mnoZina {vy,..., vy} generuje V pravé tehdy, kdyz mnozina { f(v1), ...

generuje W,
(c) posloupnost (vy,...,vy) je baze V pravé tehdy, kdyz je posloupnost
(f(v1),..., f(vk)) bdze W,
(d) dimV = dim W,
(e) mnozina M C V je podprostorem prostoru V pravé tehdy, kdyz je
f(M)={f(m):m e M} podprostorem prostoru W,
(f) pokud U < V|, pak f ztzené na U je izomorfismem U — f(U). Spe-
cidlné dim U = dim f(U).
(21) Jsou-li V, W konecéné generované vektorové prostory nad télesem T a f :
V — W linearni zobrazeni, pak

dim(Ker f) + dim(Im f) = dim'V .

(22) Jsou-li V a W dva kone¢né generované prostory nad télesem T, pak nésle-
dujici tvrzeni jsou ekvivalentni.
(a) Existuje izomorfismus f: V — W.
(b) dim(V) = dim(W).

Cést 6.5. Prostor linearnich zobrazeni byla vynechdna a nebude zkousena.

Kliéové znalosti ze Sesté kapitoly nezbytné pro prubéiné sledovani
prednasek s pochopenim

(1) Definice linearniho zobrazeni.

(2) Kazdé linearni zobrazeni na kone¢né generovaném vektorovém prostoru je
jednoznacné urcené svymi hodnotami na prvcich jakékoliv baze. Tyto hod-
noty muzeme zvolit libovolné.

(3) Matice [f]E linearniho zobrazeni f : V. — W vzhledem k bazi B v prostoru

V a bazi C' v prostoru W.

(4) Formule [f(x)]c = [f]Z ] -

(5) Slozeni dvou linedrnich zpobrazeni je linedrni zobrazeni.

(6) Formule [gf]2 = [9]% [f]Z pro matici slozeného zobrazen.

(7) Inverzni zobrazeni ke vzdjemné jednozna¢nému linedrnimu zobrazeni je
opét linearni zobrazeni.

(8) Formule [f~1§ = ([f]g)fl pro matici inverzniho zobrazeni.
(9) Formule [f]B = [id]§ [f]S [id]Z vyjadiujici vztah mezi maticemi endomor-
fismu f vzhledem ke dvéma riznym béazim.

(10) Definice jadra a oboru hodnot linedrniho zobrazeni.

(11) Charakterizace monomorfismt, epimorfismt a isomorfismi pomoci hodnot

na néjaké bazi.

(12) Dva koneéné generované vektorové prostory jsou isomorfni pravé kdyz maji

stejnou dimenzi.

(13) Véta o dimenzi jadra a obrazu linedrniho zobrazeni definovaného na kone¢né

generovaném vektorovém prostoru.
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7. DETERMINANT

Cil. Budeme se vénovat pojmu determinantu matice. Motivact
je porozumeéni, jak zobrazeni urcené matici méni obsah (v R?) a
objem (v R3). K definici budeme potrebovat permutace, naucime
se je ruznymi zpusoby zapisovat a urcovat znameénko.

7.1. Motivace. Ctvercova matice A ¥a4du n nad R uréuje zobrazeni f4 : R® — R™.
Tato zobrazeni maji tu vlastnost, Ze nasobi n-dimenzionéalni objemy (obsahy v
pfipadé n = 2, objemy v piipadé n = 3) konstantnim ¢islem. Toto ¢islo je rovno
absolutni hodnoté tzv. determinantu, ktery zavedeme v této kapitole. Znaménko
determinantu urcuje, zda zobrazeni méni ,orientaci prostoru“. Napiiklad pokud je
determinant matice A fadu 2 rovny 1,3, piislusné zobrazeni nasobi obsah kazdého
Gtvaru ¢islem 1,3 a neméni orientaci. To, Ze se orientace nemeéni si lze predstavit tak,
Ze obraz lze dostat spojitou deformaci roviny z puvodniho atvaru (pfesnéji, tato
deformace musi body ptivodniho obrazku pfevadét na odpovidajici body obrazu).
Pokud je determinant A rovny —1,3, pak zobrazeni nasobi obsah kazdého utvaru
¢islem 1,3 a orientaci méni.

F < g\

A=1 det A=1,3 det A=-1,3

Odvodime si vzorec na vypocet determinantu v pripadé redlnych ctvercovych
matic fadu n = 2 an = 3. V obecné definici pro vétsi n a nad jinymi télesy vizualni
predstava chybi, ale determinant muZzeme definovat stejné a bude mit podobné
vlastnosti.

7.1.1. Determinant v R2. Budeme se snazit odvodit vzorec pro determinant étver-
covych matic A fadu 2. Matici se sloupci u, v budeme znaéit (u|v) a jeji determinant
det (u|v). Cislo det (A), kde A = (u|v), mé4 vyjadfovat zménu obsahu a orientace
pii zobrazeni fa. Protoze zobrazeni fa zobrazuje vektor e; = (1,0)7 na vektor
Aej = u a vektor ez = (0,1)” na vektor Aes = v, fa zobrazuje jednotkovy ¢tverec

v s

se stranami eq, e; na rovnobéznik se stranami u, v.

fa(ez2)

€2

fa(er)

€]

Obsah tohoto rovnobézniku mutzeme vyjadrit vhodnym doplnénim na obdélnik
a znaménko urcit diskuzi mozné vzajemné polohy vektori u a v.
Podivame se na jiny postup, ktery se nam rovnéz bude hodit v obecnéjsi situaci.
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Kdyz vynasobime jeden z vektort ¢islem ¢ € R, pak se obsah vysledného rovno-
bézniku zvétsi (nebo zmensi) |¢|-krat. P¥itom orientace se pro kladné ¢ nezméni a
pro zaporna t zméni. Dostavame vztahy

det (tu|v) = tdet (u|v) = det (u|tv)

Z nésledujiciho obrazku muzeme nahlédnout (staéi presunout trojihelnik ...),
Ze plati
det (uy 4+ uz|v) = det (uy|v) + det (uz|v)
a podobny vztah plati, kdyZ soucet je v druhém sloupci.

det (u|vy + va) = det (u]vy) + det (u]vs)

Jesté si uvédomime, ze
det (e1,e2) =1, det(eg,e;) =—1, det(e,e1)=det(ez,e2) =0
protoze prvni matice odpovida identickému zobrazeni, které nemeéni obsah ani orien-
taci, druhd matice odpovida preklopeni kolem osy prvniho kvadrantu, kterd neméni
obsah a méni orientaci, tfeti a ¢tvrtd matice odpovida zobrazeni, kterd ctverci
prifadi ,zdegenerovany rovnobéznik“ — tsecku.
7Z odvozenych vztahu jiz jde spocitat determinant obecné matice

A= (uly) = < ain a2 >
a21 22
det (A) = det (u|v) = det (a11€1 + ag1€z|aize; + agses)

= det (a11€1|ai12e1 + azes) + det (az1€2|ai12e1 + asses) =
= det (aj1e1|aize1) + det (ar1e1|azes) +

+ det (ag1€2]|aize1) + det (ag1e2]|azses) =
= ajjaiadet (e1]er) + aj1a90 det (e1]er) +

+ ag1a12 det (es]er) + aziags det (ez]es) =
= a11G22 — 421012

Determinant jsme odvodili pouzitim jednotkového ¢tverce. Obecné obsah a orien-

tace obrazu libovolného Gtvaru (u néjz lze méfit obsah) se zméni tak, jak udéava
determinant. Tento fakt nebudeme odvozovat.
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7.1.2. Determinant v R3. Pro matice fddu 3 udava determinant zménu objemu
a orientace. Pro zobrazeni f4 urdené matici A = (u|v|w) je obrazem jednotkové
krychle se stranami e, e2, es rovnobéznostén se stranami u, v, w. Z geometrického
néhledu dostavame podobné vztahy jako v piipadé R2.

det (tu|v|w) = det (ultv|w) = det (u|v|tw) = t det (u|v|w)

det (uy 4+ uz + us|v|w) = det (uy|v|w) + det (uz|v|w) + det (uz|v|w)
Podobny vztah plati, kdyz soucet je ve druhém nebo tietim sloupci.
K vypoctu jesté potfebujeme determinanty matic, jejichz sloupce jsou vektory v
kanonické bazi. Pokud jsou dva ze sloupci stejné, pak prislusné zobrazeni degene-
ruje krychli na ¢tverec, nebo dokonce tsecku, takze determinant je 0. Déle

det (e1,eq,e3) = det (e3,e3,e1) = det (e3,e1,e3) ,

protoze pfislusnéa zobrazeni jsou rotace, které orientaci neméni. Zbyvaji tfi matice,
jejichz determinant je —1, protoze prislusna zobrazeni jsou zrcadleni a ta orientaci
meéni.
det (e1,e3,e2) = det (ez,e1,e3) = det (e3, ez, €1)
Determinant ted miiZeme spocitat jako v pfipadé n = 2, vyrazy ale budou pon&kud
delsi.
ai;p Q2 a3
A= (u|v|w) = a21 Q22 423
az1 as2 ass

det (A) = det (u|v|jw) =

= det (a11€1 + az1€2 + azie3laize; + azes + azzes|aizer + azzes + aszes)

3 3 3
= Z Z Z ar1Gi2am3 det (e, e, ep,) =

k=11=1 m=1
— 110922033 det (el, €9, 63) + a110a32023 det (el, €es, 62) +
+ az1a12a33 det (e2, €1, e3) + aziazzarz det (e, e3,e1) +
+ azjaizasgg det (e3, €1, e2) + asiazzars det (es, ez, 1) =
= (11022033 + 021032013 + A31012023 — 011032023 — 431022013 — 421012033

Kazdy scitanec je souc¢inem tfech prvkia matice agiaj2ams, kde k, [, m jsou navzajem
rizné, se znaménkem odpovidajicim orientaci trojice eg, e;, e,,. Jeden s¢itanec tedy
odpovida vybéru jednoho prvku s prvniho sloupce, jednoho prvku z druhého sloupce
a jednoho prvku z tfetiho sloupce, kde prvky vybirdme s navzajem rtiznych radkt
(ostatni ¢leny budou nulové).

7.2. Permutace. Vypocet vzorce pro ,vicerozmérny objem® by probihal podobné.

Museli bychom zjistit, ktera potradi vektora kanonické baze odpovidaji kladné orien-

taci a ktera zaporné. To lze pomoci pojmu znaménka permutace, které definujeme

v této Casti. Délame tim maly vylet z linearni algebry do algebry obecné.
Permutaci definujeme jako bijekci mnoziny na sebe samu.

Definice 7.1. Permutaci mnoziny X rozumime bijekci X — X. Mnozinu vSech
permutaci na mnoziné X znac¢ime Sy. Pro mnozinu permutaci na mnoziné X =
{1,2,...,n}, kde n je pfirozené ¢islo, také pouzivdme znaceni S,,.
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Nejcastéji budeme pouzivat permutace na koneéné mnoziné, konkrétné mnoziné
{1,2,...,n}. Pro koneénou mnozinu X je kazdé prosté zobrazeni X — X jiz bijekci,
a také kazdé zobrazeni X — X na je bijekci. (Pfipomerime, Ze ani jedna z téchto
implikaci neni pravdiva pro nekoneéné mnoziny.)

Vyznacnou permutaci na X je identické zobrazeni idx : X — X, pro néz
idx(x) = = pro kazdé x € X. Protoze inverzni zobrazeni k bijekci je bijekce, je
inverzni zobrazeni m~! k permutaci 7 na X opét permutace na X. Slozenim per-
mutaci je rovnéz permutace. Slozeni permutaci p a ¢ znacime o o p nebo op, tj.
op(x) = o(p(x)). Mnozina Sx spolu s témito operacemi opét spliluje vlastnosti
podobné s¢itani v télese, nebo séitani ve vektorovém prostoru, s vyjimkou komu-
tativity:

(1) Pro libovolné m,p,0 € Sx plati n(po) = (7p)o.

(2) Pro libovolné 7 € Sx plati idx 7 = widx = 7.

(3) Pro libovolné m € Sx plati 77~ ! = 7717 = idx.
Tim paddem nemusime pfi skladani psat zavorky a také mutzeme feSit jednoduché
rovnice typu apf = v, kde a, 8, jsou dané permutace, podobnym zpisobem jako
pro cisla, akorat musime dat pozor na nekomutativitu.

7.2.1. Zapis permutace. Permutaci m na konetné mnoziné X muzeme zapsat ta-
bulkou, kdy do horniho fadku napiseme v néjakém poradi prvky mnoziny X a pod
kazdy prvek € X napiSeme jeho obraz m(z). Napiiklad permutaci 7 € Sg danou
vztahy n(1) = 7, 7(2) = 6, 7(3) = 1, n(4) = 8, n(5) = 5, n(6) = 4, n(7) = 3,
7(8) = 2 mlZeme zapsat

(1 2 3 4 5 6 7 8\ (6 47 2 81 35
T™\76 185 432) \483¢627T1S5

Tabulkou miizeme zapsat libovolné zobrazeni z X do X (nebo i do jiné mnoziny).
To, Ze m je permutace, se v tabulce projevi tak, ze v druhém radku bude kazdy
prvek mnoziny X pravé jednou.

Dalsi moznosti je si permutaci nakreslit. Prvky X si nakreslime jako body (tzv.
vrcholy) a pro kazdé x € X si nakreslime §ipku (tzv. hranu) z « do 7 (z). Takovému
obrazku fikame graf permutace m. Protoze 7 je zobrazeni, vede z kazdého bodu
pravé jedna Sipka, a protoze je to bijekce, vede do kazdého bodu pravé jedna Sipka.

OBRAZEK 67. Obrazek permutace

Kdyz graf trochu prekreslime, vidime, Ze permutace je sjednocenim nezavislych
cykli.
To neni ndhoda, kazda permutace je slozenim nezavislych cyklu.

Definice 7.2. Cyklus délky k je permutace na X spliujici 7(x1) = xo, 7(x2) = x3,
ooy m(ap—1) = xk, T(xp) = 21 a w(y) = y pro kazdé y € X \ {z1,22,...,2%}, kde
X1, Ta, ..., Tk jsou po dvou ruzné prvky X. Zapisujeme m = (21 2 ... T).
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OBRAZEK 68. Lep$i obrazek permutace

Cykly nazyvame nezdvislé, pokud jsou mnoziny prvka vyskytujici se v cyklech
disjunktni.
Transpozice je cyklus délky 2, tj. permutace tvaru 7 = (z y).

Vsimnéte si, ze poradi prvku v cyklu mizeme cyklicky otocit a dostaneme stejnou
permutaci:

(x1 29 ... zp)=(22 ... Zp 1) == (T) T1 T2 ... Tp—1)

Jak najit pro danou permutaci m rozklad na nezéavislé cykly aniz bychom kreslili
obrazek? Zvolime libovolny vychozi prvek x; a podivime se na jeho obraz x, =
m(x1), pak se podivime na jeho obraz x3 = 7(x2), atd. KdyZ poprvé narazime
na prvek, ktery se jiz vyskytl, tj. xx+1 = x; pro néjaké i < k, pak nutné i = 1,
jinak by 7 zobrazovala dva rtizné prvky z;_1 a xj; na stejny prvek z;. Takze mame
m(xk) = x1 a miZzeme cyklus uzaviit. Pokud jsou v mnoziné X jesté jiné prvky,
vybereme kterykoliv z nich a nalezneme dalsi cykly. Tyto cykly musi byt nezavislé,
jinak bychom opét méli dva prvky, které se zobrazi do stejného prvku, a zobrazeni
7 by nebylo prosté. Naznacili jsme dikaz, ze rozklad na nezavislé cykly je mozny.
Poradi sklddani nezdvislych cyklii mtZeme libovolné ménit (na rozdil od obecnych
cykli) a az na tuto skutecnost je rozklad jednoznacny. Detaily si rozmyslete jako
cviceni.

Tvrzeni 7.3. KaZdou permutaci na konecné mnoziné X lze zapsat jako sloZeni
nezavislych cykli. Tento zdpis je jednoznacny aZ na potadi cykli (a cykly délky 1).

Piiklad 7.4. Podle ndvodu rozlozime nasi permutaci 7 na nezavislé cykly. Za¢neme
napfiiklad s prvkem 1. Jeho obraz je m(1) = 7, obraz 7 je 7(7) = 3 a obraz 3 je
m(3) = 1. Nalezli jsme prvni cyklus (1 7 3). Nyni vezmeme néjaky prvek, ktery se
doposud neobjevil, tieba 2. Spocitdme 7(2) = 6, 7(6) = 4, w(4) = 8, m(8) = 2
a nalezli jsme dalsi cyklus (2 6 4 8). Zbyvé prvek 5, ktery je pevngm bodem, tj.
m(5) = 5, coz miZeme zapsat cyklem (5) délky 1 (to je identickd permutace),
chceme-li tento fakt zdtraznit. Celkové tedy mame

T=(173)(2648) .

Poradi sklddani mizeme diky nezavislosti prohodit a rovnéz mtizeme v tomto zapisu
cyklicky otacet prvky v zavorkach, protoze tim vznikaji pouze rtizné zapisy stejné
permutace. Takze napriklad také

T=(6482)(317) .
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Cyklickym zdpisem rozumime rozumime zapis pomoci nezavislych cykla s vyzna-

¢enymi pevnymi body, naptiklad
T=(173)(2648)5) .

Pokud pevné body neuvadime, hovorime o redukovaném cyklickém zdpisu.

Cyklicky (nebo redukovany cyklicky) zapis je vétSinou daleko vyhodnéjsi nez
zapis tabulkou, protoze 1épe vidime, co permutace ,déla“. Zapis tabulkou budeme
dale pouzivat jen zridka.

Na ptikladu si rozmyslime, jak permutace invertovat a skladat v cyklickém za-
pisu.
Piiklad 7.5. Inverzni permutace piifadi kazdému prvku jeho vzor. Pro permutaci
7= (173)(26 4 8) je naptiklad 7—1(3) = 7, protoze 7(7) = 3. Staci tedy prevratit
poradi prvki v cyklu. Na obrazku bychom otocili smér Sipek.

71 =(137)(2846)

Na tomto misté si rovnéz uvédomme, ze inverzni permutace k transpozici je tataz
transpozice.

(i)' =65)(=3G1))
Vypocitame slozeni permutace 7 a permutace p = (1 7 4 6)(2 8)(3 5):
pr=(1746)(28)(35)(173)(2648) =(142)(375)

Cyklovy zapis tvorime jako pro samotnou permutaci: vyjdeme z libovolného prvku,
podivame se, kam ho sloZzend permutace zobrazi a takto pokracujeme. Vysli jsme
z prvku 1, permutace 7 ho zobrazi na 7 a permutace p prvek 7 zobrazi na 4, takze
sloZzena permutace pm zobrazi prvek 1 na prvek 4, tj. za 1 napiseme ¢islo 4. Cislo 4
permutace m zobrazi na 8 a permutace p zobrazi ¢islo 8 na 2, takze piSeme 2, atd.

Jesté jednou pfipomenme, Ze skladdni komutativni neni (ale t¥eba nezavislé cykly
spolu komutuji). SloZenim p a 7 vyjde permutace

mp=(135)(678),
coz je jinad permutace nez pm. M4 ale stejnou strukturu — ma stejné jako pm dva
cykly délky 3. To neni ndhoda, viz cviceni. A

Kazdy cyklus lze zapsat jako slozeni transpozic, napfiklad

(1 x2 ... zk) = (21 22)(w2 3) ... (TR—1 Tk)
nebo
(1 @2 ... z) = (21 Tg) ... (v1 23) (21 22) .

Oveéite obé rovnosti! Protoze kazda permutace je slozenim cykla (dokonce nezavis-
Iych), mizeme kazdou permutaci napsat jako sloZeni transpozic. Dokézali jsme

Tvrzeni 7.6. KazZdd permutace na konecné mnoziné je sloZenim transpozic.

Tvrzeni vlastné tika, Ze jakkoliv promichdme prvky mnoziny, 1ze ptivodni uspora-
déani dostat postupnym prohazovanim dvojic. Zapis permutace jako slozeni trans-
pozic neni samoziejmeé jednoznacny, napiiklad

(123)=(13)12)=(12)(23)=(12)(23)(12)(12)=(12)(13)(23)(12)=...
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7.2.2. Znaménko. 1 kdyz kazdou permutaci mizeme zapsat jako slozeni transpozic
munoha zptlisoby, parita po¢tu transpozic (tj. zda je pocet sudy nebo lichy) se neméni.
K diikazu tohoto tvrzeni si nejdiiv v§imneme jak se méni pocet cykld v cyklovém
zéapisu pti slozeni s transpozici. V nésledujicim tvrzeni pocitame i cykly délky jedna.

Tvrzeni 7.7. Necht X je koneénd mnozina, 7 € Sx a (z y) € Sx. Pak pocet cykli
v permutaci (x y)m a 7 se lisi o 1 a pocet sudych cykli v permutaci (x y)m a7 se
rovneéz lisi o 1.

Diikaz. Rozebereme dva piipady. Nejprve predpokladejme, ze x a y lezi ve stejném
cyklu (x =21 @2 ... Tx Yy =1 Y2 ... y;) permutace 7. Pak

(zyyr=(xy)... (22 ... T yy2 ... y)...=...(xx2 ... k)Y Y2 - Y1)... ,
kde ostatni cykly permutace 7 ztistanou beze zmény. Pocet cyklu se v tomto pripadé
zvy$i o 1. Rozborem piipadi dostaneme druhou ¢ast tvrzeni (napiiklad pokud kil
je sudé, pak se pocet sudych cykli zvétsi o jedna, pokud £ je sudé a [ je liché, pak
se pocet sudych cyklu také zvétsi o jedna, atd.).

Pokud jsou prvky x a y v rliznych cyklech (z = x1 22 ... k), Y =y1 Y2 --- Y1),
pak

(xy)r=(xy)...(z22 ... 26)WY2 ... Y)...=... (T T2 ... TLYY2 .- Yi).--

takze se pocet cykld snizi o 1. Druhou ¢ast ziskdme opét rozborem ptipadi. [

Dtsledkem je, Ze parita poc¢tu transpozic je stejna v libovolném zapisu permutace
jako slozeni transpozic. Tuto paritu navic pozname podle poc¢tu cykla sudé délky v
cyklickém zapisu permutace.

Dusledek 7.8. Pro libovolnou permutaci m na konecné mnoziné X nastane jedna
z ndsledujicich mozZnosti:

(1) Kazdy zdpis w jako sloZeni transpozic obsahuje sudy pocet transpozic. To
nastane pravé tehdy, kdyz pocet cykli sudé délky v (redukovaném) cyklickém
zapisu permutace T je sudy.

(2) Kazdy zdpis 7 jako sloZeni transpozic obsahugje lichy podéet transpozic. To
nastane pravé tehdy, kdyz pocet cykli sudé délky v (redukovaném) cyklickém
zdpisu permutace T je lichy.

Diikaz. Je-li 7 slozenim transpozic p1ps . . . px, pak né€kolikanasobnou aplikaci pred-
choziho tvrzeni dostaneme, zZe parita poctu cykli sudé délky v permutaci 7 je rovné
parité k: Pocet cyklt sudé délky v permutaci py je lichy (jeden cyklus délky 2), v
permutaci pg_1p% je sudy, atd. O
Tento dusledek ndm umoziuje zavést znaménko permutace.
Definice 7.9. Permutace 7 na kone¢né mnoziné X se nazyva sudd, pokud nastane
moznost (1) v disledku 7.8. Rovnéz fikame, ze znaménko 7 je 1 a piSeme sgn(m) = 1.
V opacéném piipadé je 7 lichd, m4 znaménko —1 a definujeme sgn(w) = —1.
Znaménko snadno vypocteme z (redukovaného) cyklického zépisu. Staci spocitat
pocet cyklu sudé délky. Znaménko lze také urcit podle poctu vSech cykla v cyklickém
zapisu, viz cviceni.
Piiklad 7.10.
sgn ((1234)(567)(89)(10 11)) = —1
protoze ma permutace v cyklickém zapisu 3 cykly sudé délky. A
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Znaménko inverzni permutace a slozené permutace je urcené znaménkem ptivod-
nich permutaci.

Tvrzeni 7.11. Necht X je koneénd mnoZina a w,p € Sx. Pak plati
(1) sgn(idx) =1,
(2) sgn(r!) =sgn(m) a
(3) sen(mp) = sgn(r) sgn(p).
Diikaz.
(1) Identickd permutace ma 0 cykli sudé délky.

(2) Inverzni permutace mé stejny pocet cykla sudé délky.
(3) Pokud 7 lze zapsat jako slozeni k transpozic, tj. sgn(m) = (—1)*, a p

lze zapsat jako sloZeni [ transpozic, tj. sgn(p) = (—1)!, pak 7p lze za-
psat jako slozeni k + [ transpozic, tj. sgn(mp) = (1) = (=1)F(-1)! =
sgn(m) sgn(p).

O

Slovy, identickd permutace je sudé, inverzni permutace k sudé (resp. liché) je sudd
(resp. lichd), sloZzenim dvou sudych nebo dvou lichych permutaci je sudd permutace
a slozenim liché a sudé permutace v libovolném poradi je lichd permutace.

Priklad 7.12. Ve hie , 15 mame ¢tvercovou krabicku se 4 x 4 policky, v niz jsou
kosticky cislované 1 az 15 a jedno prazdné policko, pomoci néhoz jdou kosticky
vodorovné nebo svisle presouvat. Ukazeme, Ze zékladni pozici na obrazku vlevo
nelze ziskat z pozice na obrazku vpravo.

(7 N\ N\ N\ \) (r

[1 2| 3| 4 1 2”3‘[4]‘
[5 64'718 5‘6‘i7‘[8]
[9”10”11”12‘ '9”10”11‘[12]
'13 14‘ 15‘ 13 '15 '14

OBRAZEK 69. Hra 15

Mista v krabicce si ocislujeme podle zakladni pozice. Misto vpravo dole ocislu-
jeme 16. Libovolnou pozici zapiSeme pomoci permutace m € Sig tak, ze definujeme
(1) = j, pokud se na misté i naléza kosticka s ¢islem j. Jeden tah je vlastné proho-
zenim umisténi prazdného poli¢ka a néjaké kosticky i € {1,2,...,15}. Nova pozice
tedy odpovidd permutaci (16 ).

Obarvime jesté desku hlavolamu dvéma barvami jako Sachovnici 4 x 4, tj. aby
bilé misto vzdy hranové sousedilo pouze s ¢ernymi misty a naopak. Zvolme tieba
obarveni, kdy levy horni roh (a také pravy dolni) je bily.

Budeme si vSimat parity permutace m a barvy prazdného policka. Na zacatku
vyjdeme z pozice odpovidajici liché permutaci (14 15) a prazdné policko je bilé.
Po provedeni jednoho tahu permutace m zméni paritu a rovnéz se zméni barva
prazdného policka, protoze bila mista sousedi pouze s ¢ernymi a naopak. Z toho
plyne, Ze
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e po provedeni sudého poc¢tu tahi bude 7 liché a prazdné policko bude bilé;
e po provedeni lichého poc¢tu tahti bude 7 suda a prazdné policko bude ¢erné.

Ani v jednom z obou pfipadi nemuiZzeme ziskat zakladni pozici, pro kterou je per-
mutace 7 sudé (je to identickd permutace) a prazdné policko je bilé. A

7.2.3. Pocet permutaci. Jak jiz asi vite, poCet permutaci na n-prvkové mnoziné
X = {x1,29,...,2,} je n!. Mame totiz n moznosti, kam zobrazit z;, pak n — 1
moznosti, kam zobrazit z3, atd. Dohromady n(n —1)...1 =nl.

Pocet lichych permutaci spoc¢itame z nasledujiciho pozorovani, které také pouzi-
jeme pro dtkazy tvrzeni o determinantech.

Tvrzeni 7.13. Necht X je konecnd mnoZina a w € Sx . Pak plati:
(1) Soubor (p~! : p € Sx), soubor (mp : p € Sx) i soubor (pw : p € Sx)
obsahuje kaZdou permutaci v Sx prdvé jednou.
(2) Pokud m je lichd, pak soubor (mp : p € Sx,sgn(p) = 1) i soubor (pm:p €
Sx,sgn(p) = 1) obsahuje pouze lich€ permutace v Sx, kaZdou prdvé jednou.

Diikaz. Rovnice o = p~! m4 pro dané o pravé jedno feseni p = o~!. (Rozmyslete si

podrobné toto i dalsi tvrzeni pouzitd v tomto diikazu. Zdivodnéni je podobné jako
v tvrzeni 3.3 o vlastnostech téles.) To znamend, Ze kazdou permutaci o lze zapsat
ve tvaru p~! pravé jednim zptisobem, tj. soubor (p~! : p € Sx) obsahuje kazdou
permutaci v Sx pravé jednou.

Rovnice o = mp méa pro dané o a 7 pravé jedno fefeni p = 7~ 'o. Z toho plyne,
7e v souboru (mp : p € Sx) je kazdd permutace pravé jednou. Podobné pro tfeti
soubor v ¢sti (1). Pokud jsou permutace o a 7 liché, pak p = 7~ 1o je sud4, protoze
sgn(m~to) = sgn(r 1) sgn(o) = sgn(m)sgn(o) = (—=1)(=1) = 1 (viz tvrzeni 7.11).
Kazdou lichou permutaci lze tedy zapsat ve tvaru mp, kde p je suda, pravé jednim
zpusobem. Navic mp je lich4, pokud 7 je licha a p je suda. Z toho plyne prvni ¢ast
bodu (2). Druhé ¢ast se dokdze podobné. O

Tvrzeni muZzeme formulovat v jazyku zobrazeni. Napfiklad druhé ¢ast tvrzeni v
bodé (1) ¥ik4, Ze zobrazeni f : Sx — Sx definované f(p) = mp je bijekce. Prvni
¢ast bodu (2) ¥ik4, Ze je-li 7 licha, pak zobrazeni f definované stejnym pfedpisem je
bijekci z mnoziny vsech sudych permutaci v Sy na mnozinu vSech lichych permutaci
\' Sx.

Disledkem je, ze pocet lichych permutaci na n-prvkové mnoziné X je stejny jako
pocet sudych permutaci na X, kdykoliv na X néjaka lichd permutace existuje, tj.
v ptipadé n > 1. Pro n > 1 je tedy pocet lichych i sudych permutaci n!/2.

7.3. Definice determinantu a zakladni vlastnosti. Pfipomenme, Ze determi-
nant realné ¢tvercové matice A = (u|v|w) fddu 3 urcuje, jak zobrazeni f4 méni
objem a orientaci. Jeho absolutni hodnota je rovna objemu rovnobéznosténu o stra-
nach u, v, w. Odvodili jsme vzorec

a1l aiz2 a13
det a1 a292 A23 =
asy azz2 ass
= 011022033 + 021032013 + A31G12023 — G11G32023 — G31022013 — 21012033 -
Kazdy ¢len souctu je soucin tfech prvka agiajoams, kde k, [, m jsou navzajem razné,
a znaménko uddva orientaci trojice vektori (e, e, €,,). Kazdy ¢len lze tedy zapsat
jako @ (1)10x(2)20x(3)3, kde m € S3 je permutace 7(1) = k, m(2) = [, 7(3) = m a
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vsimnéte si, ze znaménko clenu je rovno znaménku permutace m. To geometricky
odpovida tomu, ze prohodime-li dva vektory kanonické béaze, orientace se zméni.

7.3.1. Definice. Podobné definujeme determinant libovolné étvercové matice nad
libovolnym télesem.

Definice 7.14. Je-li A = (a;;) ¢tvercova matice nad télesem T fadu n, pak defi-
nujeme determinant matice A predpisem

det (A) = Z SEN(T)Ar(1),107(2),2 - - - Cr(n);n -
TES,

Determinant tedy pfifadi ¢tvercové matici nad T prvek télesa T. Soucdet ma
n! ¢lentd, jeden pro kazdou permutaci # € S,. S¢itanec odpovidajici permutaci
7 je souinem n prvkil matice, z kazdého sloupce 7 obsahuje soucin prvek a.(; ;,
znaménko s¢itance je rovné znaménku permutace 7. (Pro pfehlednost oddélujeme
indexy prvki matice ¢drkou.)

Pro determinant matice A se také uziva znaceni |A|.

Priklad 7.15. V piipadé n = 2 mame dvé permutace v Sy — identickou permutaci
a transpozici (1 2). Identickd permutace je sudd a odpovidajici s¢itanec je a11ase,
transpozice je lichd a odpovidajici s¢itanec je —agiaq2. Dostavame stejny vzorec

jako dfive:
a1l ai2
det =
a1 a22

cos(a) —sin(a)
sin()  cos(«)

= a11G22 — 021412

Naprtiklad

‘ = cos?(a) +sin*(a) =1 ,

coz neni prekvapivé, protoze rotace o & neméni ani obsah ani orientaci.
(Pfi zapisu determinantu pomoci svisljch éar vynechdvame kulaté zavorky.) A

Piiklad 7.16. V piipadé n = 3 mame Sest permutaci v S3 — identické permutace
a trojcykly jsou sudé, transpozice jsou liché. Odpovidajici séitanci jsou:

id a11a22033
(1 2 3) a210a32013
(1 3 2) a31a12a23
(
(

23) —a11a32023
13) —a31a22013
(12) —a21a12033

a opét dostéavame vzorec odvozeny vyse. Mnemotechnickou pomiickou je tzv. Sarru-
sovo pravidlo na obrazku.
A

Pocitat matice z definice neni vhodné uz pro matice fadu 3, je lepsi vyuzit jiné
metody. Sarrusovo pravidlo tedy nebudeme pouzivat. V pfipadé n = 4 ma4 jiz vyraz
24 ¢lenit (vypiSte je jako cviceni) a definice je pro vypocet jiz zcela nevhodna.
Vsimnéte si, ze pravidlo podobné Sarrusovu pro matice fadu n > 3 neplati.
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s
> —a310920 13
G 12 908 s1az2a13 (1 3)
> —ajiaseaes (2 3)
asz) @92 G423
- - > —agiaizazs (1 2)

a3l G322 633
ari o912 643
a7 a22 623

+ajpaxasz id
+agiasz2a13 (13 2)
+CL31(112(123 (1 2 3)

OBRAZEK 70. Sarrusovo pravidlo

7.3.2. Zakladni vlastnosti. Pro horni trojuhelnikové matice vypocitame determi-
nant jako soucin prvki na diagonéle.

Tvrzeni 7.17. Je-li A horni trojuhelnikovd matice, pak det (A) = a11a92 - . . Gnpy.-

Driikaz. Podivejme se na jeden sc¢itanec sgn(m)anr(1),10x(2),2 - - - @r(n),n v definici de-
terminantu. Pokud je jeden z ¢initelti v tomto soucinu nulovy, cely s¢itanec je roven
nule a muzeme jej ignorovat. Prvni sloupec matice A je cely nulovy, az na hodnotu
a1, kterd miize byt nenulova. Pokud tedy (1) > 1, pak a1 = 0 a s¢itanec je
nulovy. Pfedpokladejme proto (1) = 1. Podobné, pokud 7(2) > 2 miizeme na s¢i-
tanec zapomenout, protoze ar(z),2 = 0. Takze mtzeme piedpokladat 7(2) < 2. Ale
7(2) nemize byt 1, protoZe mame (1) = 1 a 7 je prosté zobrazeni, ¢ili 7(2) = 2.

Postupné dostévame 7(3) =3, 7(4) =4, ..., 7(n) = n.
Jediny mozné nenulovy séitanec tedy odpovida identické permutaci, ta je suda,
takze det A = a11a92 . .. pp- O

Pro matice 2 x 2 nad R je geometrické vysvétleni na obrazku ?77. Rovnobéznik o
stranach (a11,0)7, (a21,a22)T ma stejny obsah jako obdélnik o stranach (aj1,0)7 a
(0, a22)T, protoze oba rovnobézniky maji stejnou vysku. Také maji stejnou orientaci.

OBRAZEK

Podobné bychom mohli dokézat, ze determinant dolni trojihelnikové matice je
soucin prvkl na diagonale. Délat to ale nebudeme, dokazem obecnéji, zZe determi-
nant se nezméni transponovanim.

Tvrzeni 7.18. Pro libovolnou ¢tvercovou matici A plati det (A) = det (A).
Diikaz. Scitanec v definici det (AT) odpovidajici permutaci 7 je
SgN(T)a1 (1)A2,7(2) - - - Anyx(n) -

Soucin lze preuspoiadat na

sgn(w)a,r-l(l)’laﬂq(g)’g . aﬂ—l(n))n s
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protoze 7~ !(i)-ty ¢initel v pivodnim soucinu je roven Q=1 (i) m(n=1(3)) = Qm—1(i),i-
Tento ¢initel jsme pfesunuli na i-té misto. Mame

det (AT) = Z Sgn(ﬂ—)al,ﬂ'(l)a’Q,ﬂ'(2) te an,ﬂ'(n)

TESy

= Z Sgn(ﬂ—)aﬂ'*l(l),lawflﬁ)ﬁ <o Qr=1(n)n
TESy

= Z sgn(ﬂ'*l)aﬂﬂ(l)’laﬂq(2)’2 co Qr=1(n)n
TESR

= Z Sgn(p)ap(l),lap(2),2 <2 Qp(n),n

€S, p=n—1

= Z Sgn(p)ap(l),lap(g),g e ap(n)m = det (A)
pPESy

Ve tiet{ tipravé jsme pouzili vztah sgn(m~1) = sgn(m) (viz tvrzeni 7.11) a v paté
Upravé jsme zacali scitat pres inverzy permutaci, coz vysledek nezméni, protoze
soubor (7! : © € S,) obsahuje viechny permutace v S,, pravé jednou (viz tvr-
zeni 7.13). O

Dokéazané tvrzeni jinymi slovy fika, ze

det (A) = Z Sgn(ﬂ-)a17‘n’(1)a‘2,ﬂ(2) <o Qp ()
TESy

coz je trochu tradi¢néjsi verze definice.

Tvrzeni se hodi se k tomu, ze véty, které dokazeme pro fadky, budeme moci
pouzit i pro sloupce.

Ted dokazeme vlastnosti determinantu pouZité pii odvozeni vzorct v dimenzi 2
a 3 nad R, jsou to body (1) a (2) v nésledujicim tvrzeni. Zaroveni spocitame, jak se
méni determinant pfi elementérnich sloupcovych tpravach, to jsou body (2), (3) a

(4).

Tvrzeni 7.19. Necht T je téleso, n € N, i,5 € {1,2,...,n}, i £ j, u, vy, va, ...,
v, €T, t €T ap€S,. Pak plati.

(1) det (vi|val|...|vic1] vi+u |[vig1] ... |Va)
=det (vi|...|Vie1| Vi [Vig1]...|vn) +det (vi]...|vic1] @ |Viga] .. |VR)
(2) det (vi|val...|vic1] tvi [Vig1] ... |vn) =t det (vi|va]...|vy)
(3) det (vo1)|Vp@)l- - - [Vpm)) = sgn(p) det (vi|va|...|vy)
(4) det (Vl‘V2| .o |Vi—1|vi + th|Vi+1| PN |Vn) = det (V1|V2| ‘e ‘Vn)

Diikaz. Oznacime A = (a;;) = (v1|va|...|vy), ¢ili a;; je i-ta slozka vektoru v;.
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(1) Oznac¢ime-li u = (by, b, ...,b,), plati

det (vi|val|...|vi—i| vi+u [vig1] ... |vn)

Z Sgn(ﬁ)aﬂ(l),law(z),z cee aﬂ'(i—l),i—l(afr(i),i + bﬂ'(i))aﬂ(i+1),i+1 - Qr(n)n
TES

Z (sgn(TM)ar(1),107(2),2 - - - Are(n),n+
TESy
+ Sgn(ﬂ)an(l),laﬂ(z)g cee arr(i—1),i—1b7r(i)a7r(i+1),i+l cee aﬂ'(n),n)

Z Sgn(ﬁ)aﬂ(n,mw(z)z -+ Qr(n),n
TES)

+ Z SEN(T)Ar(1),107(2),2 - - - O (i—1),i—10r (i) B (i41),i41 - - - Ore(n)on
TES,

=det (vi|...|vic1| Vi [Vig1| .- |va) +det (vi|. .. |vici| w |[Vigr] - Vi)

V upravach jsme roznasobili zavorku a rozdélili sumu na dvé ¢asti.

(2) K dtikazu tohoto bodu sta¢i vytknout ¢ pred sumu:

det (V1|V2| . ‘Vifl‘ tVi |V7;+1| . |Vn)

= Z Sgn(ﬂ)aﬂ(1),1aw(2),2 . "aﬂ(i—l),i—l(taw(i),i)aﬂ(i+1),i+1 < Qr(n)n
TES,

=1 Z SEN(T)Ar(1),107(2),2 - - - Ore(n),n

TESy
=t det (vq|va|...|vn)
(3) Uvédomime si, ze prvek na misté (4,7) v matici (v,q)|[Vp)l- .- [Vom)) je

a;,p(j)- K rozepsani determinantu pouzijeme alternativni definici.
det (Vo) [Vo)| -+ [Vpm)
= Y sen(m)ay p(r(1))92,p(x(2)) - - O p((n))

TES,
= Z Sgn(p) Sgn(p’fr)al,pw(l)aﬂ,pﬂ@) -+ Ay pre(n)
7\'€Sn
=sgn(p) Y 5e0(pT)a1,m(1)d2,pm(2) - - - npr(n)
TESy
= sgn(p) Z SgN(0)a1,0(1)02,6(2) - - - An,o(n)
TES, ,o=pT

= Sgn(p) Z Sgn(a)al,a(l)alo@) -2 Qn.o(n)
oES,
= sgn(p) det (vi|val]...|vn)
V predposledni tupravé jsme zacali s¢itat pfes permutace o = mp misto
m, coZ vysledek nezméni, protoze soubor (pm : w € S,,) obsahuje vSechny
permutace v .S, pravé jednou (viz tvrzeni 7.13).

(4) Nejprve dokdzeme pomocné tvrzeni: Determinant matice B = (by;) fadu n,

kterd ma dva sloupce 4, j (i # j) stejné, je nula.
Pro vétsinu téles bychom mohli pouzit pfedchozi bod: Protoze (i,7)
je licha permutace a prohozenim sloupct 7 a j se matice nezméni, plati
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det (B) = —det (B). Bohuzel z toho plyne det (B) = 0 pouze pro télesa
charakteristiky rtizné od 2. Proto obecné musime postupovat jinak. V sumé

det (B) = Z biryb2,x(2) - Onr(n)
TES,

k sobé seskupime pro kazdou sudou permutaci 7 s¢itanec odpovidajici 7 a
s¢itanec odpovidajici permutaci (i j)m. Toto seskupeni miizeme provést a
vyCerpame jim vSechny s¢itance, protoZe soubor ((i j)w : m € S,,sgn(w) =
1) obsahuje v8echny liché permutace v S,, pravé jednou (viz tvrzeni 7.13).
Dostaneme

det (B) = Z (sgn(ﬂ-)bl,ﬂ'(l)bZﬂ(Z) s bn,ﬂ'(n)"’
TESy,sgn(m)=1

+sgn(( J)m)b1i jym1)b2, jyn(@) - - On,(i jHm(n)
= Z (sgn(m)b1 2 (1)b2,7(2) - - - brme(n) —
TESy,sgn(m)=1
- Sgn(ﬂ—)bl,ﬂ-(l)blﬂ—@) e bn,'rr(n))
-0,

kde jsme pouzili sgn((i j)m) = —sgn(w) a fakt, ze B méa shodny i-ty a j-ty
sloupec.

Tim jsem dokazali pomocné tvrzeni a dikaz ¢tvrtého bodu snadno do-
kon¢ime uzitim predchozich.

det (vi|va|...|[vici|vi +tvj[vigi]| ... |[Va)

=det (vi|va|...|vy) +det (vi|va| ... |vic1| tVj [Vig1] ... |Vn)
=det (vi|va|...|vy) +tdet (vi|va|...|vici| vj [Viga]. .. |vp)
= det (vi|va|...|Vn)

O

Protoze determinant matice se shoduje s determinantem transponované matice
(tvrzeni 7.18), podobné tvrzeni miZzeme formulovat pro fadky. Bod (2) fika, zZe
vynasobime-li néktery sloupec (nebo fadek) prvkem ¢ € T, determinant se zvétsi ¢-
krat. Dalsi bod ukazuje, Ze prohodime-li sloupce (Ffadky) podle n&jaké permutace m,
pak determinant nanejvys zméni znaménko, a to v pripadé, ze 7 je licha. Specialné,
pokud prohodime dva sloupce (fadky), determinant zméni znaménko. Posledni bod
miuzeme formulovat tak, Ze pfi¢teme-li t-ndsobek nékterého sloupce (resp. fadku) k
jinému sloupci (resp. fadku), determinant se nezméni.

Protoze vime, jak spocitat determinant horni (dolni) trojihelnikové matice (tvr-
zeni 7.17), mizeme k vypocétu determinantu obecné matice pouzit Gaussovu elimi-
naci. Pritom si mizeme pomoci také sloupcovymi tpravami.

Geometricky jsme si jiz zdtvodnili vlastnosti (1) a (2) v pfipadé T =R an =
2, 3. Prohozeni dvou sloupcti odpovida zrcadleni podle pfimky nebo roviny, takze
determinant zméni znaménko. To oduvodiiuje (3). Nésledujici obrazek vysvétluje
¢tvrtou vlastnost pro n = 2. Pricteme-li k jednomu z vektord nasobek druhého,
prislusny rovnobézniky budou mit stejnou jednu ze stran a stejnou vysku na tuto
stranu jako ptivodni rovnobéznik.
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Piiklad 7.20. Spocitdme determinant redlné matice

2 4 2
A= 7 -1 4
5 0 -6

V prvnich dvou tpravach vynéasobime pro pohodli posledni sloupec ¢islem 1/2 a
prohodime prvni a tfeti sloupec, abychom dostali na pozici (1,1) prvek 1. Déle
budeme pouzivat uz jen fadkové upravy. V jedné z nich vynasobime druhy fadek
¢islem 1/3. Musime dat pozor na to, Ze prohazovéni a nésobeni determinant méni.
Na nésobeni se miizeme v tomto kontextu divat jako na vytykani inverzniho skalaru
pred determinant.

2 4 2 2 4 1 1 4 2

7T -1 4 | =27 -1 2 |=-2 2 -1 7

5 0 -6 5 0 -3 -3 0 5
1 4 2 1 4 2 1 4 2
=-2-/0 -9 3 |=-2-3-/0 -3 1 |=—-6-1/0 -3 1
0 12 11 0 12 11 0 0 15

=—6-1-(=3)-15 =270

Vypocet budeme umeét provést Sikovnéji pomoci elementarnich tprav kombinova-
nych s rozvojem. A

Priklad 7.21. Prohozenim sloupci spocitdme determinant realné matice.

2 13 5 3 5 1 2
38 0 — 0 -2 8 -3
7 5 0 o |—ee@423)-14 4 5 o
4 00 0 0 0 0 4

=sgn((1423))-3-(=2)-5-4=120

Provedli jsme prohozeni sloupct odpovidajici permutaci p = (1 4 2 3) — sloupec
1 jsme presunuli na misto 4, sloupec 4 na misto 2, atd. Tato permutace je liché.
Alternativné bychom postupné mohli prohazovat sloupce po dvou. A

7.3.3. Dalsi kriterium regularity. Z tvrzeni 7.19 mtzeme odvodit dalsi kriterium pro
regularnost matice: matice je regularni pravé tehdy, kdyz ma nenulovy determinant.
Geometricky to pro realné matice fadu 3 mizeme odtvodnit tak, ze fa nuluje
objemy pravé tehdy, kdyz je jeho obor hodnot obsazen v néjaké roviné (tj. zobrazeni
zkolabuje prostor do roviny nebo dokonce pfimky ¢i bodu).

Tvrzeni 7.22. Ctvercovd matice je reguldrni pravé tehdy, kdyz det (A) # 0.

Dikaz. Elementarni radkové tpravy sice determinant méni, ale neméni ,nulovost®
determinantu: prohozenim fadkt determinant zméni znaménko, vynasobenim ne-
nulovym cislem ¢ se determinant zvétsi ¢-krat a pricteni nasobku néjakého radku
k jinému determinant nezméni. Takze oznacime-li B odstupniovany tvar matice A,
pak det (A) = 0 pravé tehdy, kdyZ det (B) = 0. Matice B je v hornim trojthelni-
kovém tvaru, takze det (B) je soufinem prvka na diagonéle (tvrzeni 7.17). Tento
soucin je nulovy pravé tehdy, kdyz ma B nulovy fadek, coz se stane pravé tehdy,
kdyz A je singularni podle bodu (5) véty 4.65 charakterizujici reguldrni matice. O
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Implikace zprava doleva zobecriuje fakt dokdzany v dikazu bodu (4), Ze deter-
minant matice, kterd ma dva sloupce stejné, je nulovy.

Obecnéji lze hodnost libovolné matice uréit podle determinanti ¢tvercovych pod-
matic.

Definice 7.23. Minorem fadu k matice A rozumime determinant matice vzniklé
z A vybérem k fadkl a k sloupci.

Priklad 7.24. Jednim ze minort fadu 2 matice

1 2 3 4
A= 5 6 7 8
9 10 11 12
je
6 8
det (B) = det ( 10 12 )
Matice B vznikne z A vybérem radku 2 a 3 a vybérem sloupcu 2 a 4. A

Tvrzeni 7.25. Hodnost libovolné matice A je rovna nejvétsimu cislu r takovému,
Ze existuje nenulovy minor matice A vddu r.

Diikaz. Pro odstupnovany tvar se tvrzeni nahlédne snadno a ¢islo r se fadkovymi
apravami neméni. Detaily si rozmyslete jako cviceni. O

Napriklad hodnost matice A je rovna 2 pravé tehdy, kdyz kazdy subdeterminant
fadu 3 je nulovy a existuje nenulovy subdeterminant fadu 2.

7.3.4. Determinant soucinu. Dalsi aplikaci tvrzeni 7.19 je véta o determinantu sou-
¢inu matic. K tomu si nejprve vS§imneme, jaké jsou determinanty elementarnich
matic:

e Matice odpovidajici prohozeni dvou fadktt ma determinant —1, protoze
vznikne z jednotkové matice prohozenim téchto fadkt (mtZeme pouzit na-
piiklad bod (3) z tvrzeni na jednotkovou matici, nebo pfimo definici).

e Matice odpovidajici vynasobeni néjakého fadku prvkem ¢ € T' ma determi-
nant ¢, naptiklad podle véty o determinantu horni trojihelnikové matice,
nebo podle bodu (2).

e Matice odpovidajici pficteni t-nédsobku néjakého fadku k jinému ma de-
terminant 1, napfiklad opét podle véty o determinantu horni nebo dolni
trojuhelnikové matice, nebo podle bodu (4).

Z bodi (2),(3),(4) nyni vyplyva, Ze pro libovolnou elementarni matici E a libovol-
nou ¢tvercovou matici B stejného fadu plati det (EB) = det (E) det (B). Kazda
reguldrni matice R je soudinem elementarnich matic R = F1F5 ... E; (podle tvr-
zeni 4.72), takze dostavame
det (RB) = det (B Es ... E,B) = det (Ey) det (B ... E,B) = ...
= det (F7)det (Es)...det (Ey)det (B) = --- = det (R) det (B)

Tento vztah plati i pro singularni matice R, tedy obecné plati, Ze determinant
soucinu je soucin determinanti.

Véta 7.26 (véta o determinantu souéinu). Pro libovolné matice A, B tddu n nad
stejngm télesem plati det (AB) = det (A) det (B).
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Diikaz. Pro regularni matici A jsme vétu dokazali. Pokud A je singularni, pak AB
je rovnéz singularni. To lze zdtvodnit napfiklad pomoci tvrzeni 5.92 o hodnosti
souinu: rank(AB) < rank(A) < n. Obé strany rovnosti jsou proto rovny nule. [

Véta ma opét nazorny geometricky vyznam. Pro reidlné matice fadu t¥i uda-
vaji determinanty matic A, B koeficienty zmény objemu a orientace pro zobrazeni
fa, fe. Matice AB odpovida sloZzenému zobrazeni f4 o fg, jeho koeficient zmény
objemu a orientace je ziejmé souc¢inem téchto koeficientt pro matice A, B. Napii-
klad, je-li det (A) = 2 a det (B) = 3, zobrazeni fp jakykoliv utvar zvétsi tiikrét a
fa pak jesté dvakrat, takze dohromady se Utvar zvétsi Sestkrat.

Pro soucdet podobna véta neplati, napiiklad proto, Ze soucet dvou singulér-
nich matic mtze byt regularni. Pro determinant inverzni matice dostaneme vzorec
z véty o determinantu soucinu.

Dusledek 7.27. Je-li A reguldrni matice, pak det (A™') = det (A"
Dikaz. Podle véty o determinantu soucinu je
1 =det (I) =det (AA™") = det (A)det (A7) ,

z ¢ehoz dostaneme vzorec vydélenim det (A). (Determinant matice A je nenulovy
podle tvrzeni 7.22. ) O

7.3.5. Cramerovo pravidlo. Jako posledni aplikaci zékladnich vlastnosti determi-
nantu dokazeme Cramerovo pravidlo pro feSeni soustav linedrnich rovnic s regularni
matici.

Véta 7.28 (Cramerovo pravidlo). Necht A = (a1]...|a,) je requldrni matice Tddu
naj€{l,2,...,n}. Pak j-td slozka vektoru teseni x = (x1,22,...,T,) Soustavy
Ax =D je
det (A])
(L’j =
det (A)

kde A; je matice, kterd vznikne z A nahrazenim j-tého sloupce vektorem b, tj.
A; = (aj|az|...|aj_1|blajti]...|ayn) .
Diikaz. Vztah Ax = b mizeme zapsat jako
r1a; +xga0 +---+xpa, =b .
Dostavame

det (A;) = det (ailag]. .. |a;j_1|blajt1]...|a,)

n
= det <a1|a2| o] kaak|aj+1| e an>

k=1
= det (a1|a2\ AN |aj_1|xjaj\aj+1| ce |an)
=Ty det (a1|a2| ‘e \aj_1|aj\aj+1| ‘e \an) =Ty det (A) s

kde ve tfeti pravé jsme vyuzili toho, Ze prictenim linedrnim kombinace sloupci
rtiznych od j k sloupci j se determinant nezmeéni (to plyne z bodu (4) v tvrzeni 7.19)
a ve ¢tvrté upravé jsme pouzili (2).

Z toho ihned vidime dokazovany vztah. [
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Cramerovo pravidlo mizeme pouzit pouze pro regularni matice, tj. pro ¢tver-
cové matice s nenulovym determinantem (viz tvrzeni 7.22). Spise neZ pro praktické
pocitani se vyuziva ve vypoctech a tivahach, kdy se miize hodit explicitni vzorec
pro néjakou slozku feseni.

Piiklad 7.29. Vypodcitame tieti slozku Feseni soustavy Ax = b nad Zs.

1 3 210
2 4 112
0 2 2|4
Spocitame determinant matice A.
1 3 2 1 3 2 1 3 2
2 4 1|=|0 3 2|=|03 2|=2
0 2 2 0 2 2 0 0 4

Matice A je tedy regularni a mizeme pouzit Cramerovo pravidlo. Spocitdme jesté
determinant matice As.

1 3 0 1 30 1 30
2 4 2/=]03 2|=|03 2|=3
0 2 4 0 2 4 0 0 1
Treti slozka Feseni je
3,
1’3—2—

7.4. Rozvoj, adjungovana matice.

Vezmeme-li v definici vSechny ¢leny obsahujici vybrany prvek a;; a vytkneme jej,
v zévorce dostaneme tzv. algebraicky doplnék prvku a;;. Az na znaménko je roven
determinantu matice, kterd vznikne vynechanim fddku a sloupce obsahujici a;;. To
dokéazeme ve vété o rozvoji podle sloupce. Nejprve potiebny pojem.

Definice 7.30. Necht A = (a;;) je ¢tvercova matice fadu n a i,j € {1,2,...,n}.
Algebraickym dopliikem (téz kofaktorem) prvku a;; matice A rozumime skalar

Aij = (=1)"" det (M)
kde M;; je matice fadu n — 1, kterd vznikne z A vynechanim i-tého fadku a j-tého
sloupce.

Definice mé smysl pro matice fadu n > 1. Pro matici faddu 1 definujeme A1, = 1.
Tento pripad je potfeba v nékterych tvrzenich této kapitoly rozebrat zvlast, ale
explicitné na to upozornovat nebudeme.

Piiklad 7.31. Algebraickym doplitkem prvku a2 v redlné matici

2 4 7
A= (a,j,j) = 3 -2 —4
5 1 -3
je
Ay = (—1)H*2 ‘;’ :g ' (=1)(=9 — (—20)) = —11 .
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Véta 7.32 (o rozvoji podle sloupce). Je-li A cGtvercovd matice fadu n a j €
{1,2,...,n}, pak

det (4) = ZaiiAij =a1jA1j + agjAsj + -+ anjAn;

i=1

Diikaz. Potiebujeme dokazat, Ze koeficient u a;j, vytkneme-li tento prvek ze vSech
clent, které jej obsahuji, je rovny A;;. Pro pohodlnost zvolime trochu jiny postup
dikazu.

1. krok. Pokud a,, = 1 a vSechny ostatni prvky v n-tém sloupci jsou nulové,
pak det (4) = A,,,.

Plati

det (A) = Z sgn(ﬂ)aﬂ(l)ylaﬂ(gm o Ar(n)n
TESy

= Z SEN(T )G (1),107(2),2 - - - A (n),n

TESy,m(n)=n

= Z Sgn(ﬂ-)aﬂ'(l),laﬂ@),Q <o Or(n—1),n—1 =

TESy,m(n)=n

= (_1)n+n Z Sgn(ﬂ-)a’ﬂ'(l),la/ﬂ'(2),2 <o Qr(n—1),n—1 = Ann .

TESH_1

V druhé upravé jsme vynechali nulové s¢itance, ve tfeti jsme pouzili a,, = 1,
ve &étvrté jsme pouzili (—1)~D+(=1 = 1 a skuteénost, e znaménko permutace
m € Sp, pro kterou w(n) = n, je stejné jako znaménko permutace 7 z(Zené na
mnozinu {1,2,...,n — 1} (to plati, protoze tyto dvé permutace maji stejny redu-
kovany cyklicky zépis).

2. krok. Pro libovolné 4, j € {1,2,...,n}, pokud a;; = 1 a vSechny ostatni prvky
v j-tém sloupci jsou nulové, pak det (4) = A;;.

Posuneme-li v matici A fadek i na posledni misto a potom sloupec j na posledni
misto, dostaneme matici B, jejiz determinant je B, podle 1. kroku. Posunuti i-tého
fadku na n-té misto odpovidd permutaci fadkia o = (n (n—1) ... i) a posunuti j-
tého sloupce na n-té misto odpovida permutaci sloupcti p = (n (n—1) ... j). Podle
bodu (3) tvrzeni 7.19 o zméné determinantu pfi permutaci sloupct a analogického
tvrzeni pro fadky mame

det (A) = sgn () sgn(p) det (B) = sgn(0) sgn(p) Bun = (—1) By = Ayj

kde sgn(o)sgn(p) = (—1)"*7 je vidét z toho, ze parita délek cykli o,p je stejna
pravé tehdy, kdyz parita ¢ a j je stejnd.
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3. krok. Ozna¢me A = (ay|...|a,). Pomoci 2.kroku a bodi (1) a (2) z tvr-
zeni 7.19 nyni vypocet dokoncéime.

det (A) = det (aj|ag]| ... |a,)
n
= det <31|a2 N |aj,1| Zaijei |aj+1| “e |an>
i=1

n
= Z(Lij det (a1|a2| . \aj,1| €; |aj+1| e |an)

i=1
n

= E aiinj .
=1

(Rovnéz jsme vyuzili trividlni skutecnosti, ze algebraicky doplnék prvku a;; se ne-
zméni, zménime-li j-ty sloupec.) O
Diky tvrzeni 7.18 o transponovani miizeme provadét rozvoj podle fadku:
n
det (A) = Z aijAij = ainAin + aigAiz + - + aindin
j=1

Piiklad 7.33. Provedeme rozvoj podle druhého fadku.

2 4 7
3 -2 —4|=3-(-1)'2 T +(=2) - (—1)*T2 27 |y
1 -3 5 -3
5 1 -3
2 4
A . (_1)3+2
+(—4) - (=1) 51

Vsimnéte si, ze se znaménka v algebraickém dopliku stiidaji, staci tedy urcit prvni.
A

Rozvoj podle sloupce (fddku) vznikne pouhym preskupenim vyrazu z definice
determinantu. Kdybychom provedli rozvoj pro matici fadu n, na vzniklé matice
provedli rozvoj, atd., po n — 1 krocich bychom dostali znovu vyraz z definice de-
terminantu. Pro praktické pocitani se rozvoj hodi v situaci, Ze néktery fadek nebo
sloupec je skoro cely nulovy, nejlépe, kdyZz obsahuje jen jeden nenulovy prvek. Pak
je totiz vétsina s¢itanct v rozvoji nulova a nemusime pocitat mensi determinanty.
Efektivni postup je vyeliminovat jeden fadek nebo sloupec, provést rozvoj a pokra-
¢ovat s jednim mensim determinantem.

Piiklad 7.34. Spocitdme znovu determinant v pfikladu 7.20.

2 4 2 30 0 18
7 -1 4 7 -1 4 (1)2”(1)‘ 350 i86’
5 0 —6 5 0 -6

=180+ 90 = 270

V prvni tpravé jsme 4-nasobek druhého fadku pficetli k prvnimu, pak jsme provedli
rozvoj podle 2. sloupce a zbyly determinant jsme spocitali z definice. A
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Priklad 7.35. Vypoc¢itame determinant vétsi matice.

-3 -1 -3 4 -3 2.0 7 0 2
-7 -1 =10 5 -2 -2 0 0 1 3
4 0 6 -4 -1|=| 40 6 -4 -1
5 1 10 -4 5 5 1 10 —4 5
5 3 4 -4 3 ~10 0 -26 8 —12
2 7 0 2 2 7 0 2
| -2 o 1 3] | 0o 0 1 0
4 6 -4 -1| | -4 6 -4 1
—-10 —-26 8 —12 6 —26 8 —36
2 7T 2 2 7 2
=—| 4 6 1|=-|0 20 15
6 —26 —36 0 —47 —42
20 15 4 3
-4~‘_47 Lo | =100 o5 [ =10(168 — 141) = 270,

Nejprve jsme témér vynulovali 2. sloupec eliminaci, uzitim 4. fadku. Potom jsme
determinant rozvinuli podle 2. sloupce, mame jediny nenulovy ¢len se znaménkem
(=1)27* = 1. Déle jsme vyeliminovali 2. fddek (pomoci 3. sloupce). Nasledoval
rozvoj podle 2. fadku, nenulovy ¢len ma znaménko (—1)3+2? = —1, atd. A

7.4.1. Adjungovand matice. Rozvoj podle j-tého sloupce probih4 tak, Ze vezmeme
prvni prvek v j-tém sloupci, vynisobime znaménkem (—1)’*! a determinantem
matice, kterd vznikne vynechanim prvniho fadku a j-tého sloupce. Pak postupujeme
obdobné s dalsimi prvky v j-tém sloupci a vSechny takové vyrazy secteme. Pokud
yomylem® vzdy vynechavame jiny sloupec k, dostaneme nulovy prvek télesa.

Véta 7.36 (o falesném rozvoji). Je-li A ¢tvercovd matice fddun a j, k € {1,2,...,n},
J # k, pak

n
0= aijAir = ayjA1p + agj Aok + -+ + anjAnk .

i=1
Diikaz. Oznaéme B matici, kterd vznikne nahrazenim k-tého sloupce matice A jejim
j-tym sloupcem. Protoze B mé dva sloupce stejné, je B singularni (mé linedrné
zavislé sloupce, takze mtzeme pouzit bod (3) pozorovani 5.94), a proto det (B) =
0 podle kritéria v tvrzeni 7.22. Na B pouzijeme rozvoj podle k-tého sloupce a
vyuzijeme toho, Ze B;r = A;i, protoZe algebraicky doplnék prvku b;; na k-tém
sloupci nezavisi.

0 =det (B) = b1pBig + bogBog + - - - + bppBnr = a1 A1k + agj Aok + -+ + anjAnk
|
Z algebraickych dopliikt matice A = (a;;) vytvofime tzv. adjungovanou matici

tak, Ze prvek na misté (4, j) bude algebraicky doplnék prvku aj;. Pozor na zménu
poradi indext.

Definice 7.37. Adjungovanou matici ke ¢tvercové matici A rozumime matici adj (A)
stejného Fadu, kterd ma na misté (i, j) prvek Aj.

Radkovou i sloupcovou verzi vét o rozvoji a falesném rozvoji jde formulovat
maticovym vztahem.



LINEARNI ALGEBRA 243

Véta 7.38. Pro libovolnou étvercovou matici A plati
adj (A) A=A adj(A) =det (A) I, .
Specialné, pokud A je requldrni, pak

-1 _ adj (4)
det (A)

Diikaz. Prvek na misté (i, ) v soucinu adj (4) A je Aia1; + Agiag; + ... Anianj.
Pokud i = j je vysledkem det A, protoze vyraz je roven rozvoji podle i-tého sloupce.
Pokud i # j je vysledkem 0 podle véty o falesném rozvoji. Dohromady dostavame
adj (A) A = det (A) I,. Rovnost A adj(A) = det (A) I,, dostaneme obdobné podle
vét o rozvoji a falesném rozvoji podle radku. O

Véta nam také dava explicitni vyjadreni inverzni matice. Inverzni matici pro
rady 2 a 3 lze jeji pomoci pocitat rychle bez eliminace.

Priklad 7.39. Pro regularni matici A fadu 2 dostédvame
ail a2 _ Qg2  —ai2
az1 a2 110922 — A120921 —a21 a11

Piiklad 7.40. Spocitdme inverzni matici k redlné matici

-2 1 =3
A= 3 4 =2
0 2 5

Nejdriv spocitame adjungovanou matici.

4 -2 |1 -3 1 -3
2 5 2 5 4 -2
. 3 2| | -2 -3 -2 -3
adj (4) = _‘o 5’ ’0 5‘ |3 —2‘
34| |21 2 1
0 2 0 2 3 4
24 —11 10
=| -15 -10 -13
6 4 11

Determinant matice A by ted bylo neefektivni poéitat zvIast. Stadi spoéitat napii-
klad prvek na misté (3,3) v souéinu A adj (A4).

det (A)=0-10+2-(—13) + 5+ (—11) = —81.

Vidime, Ze A je regularni a plati

L 24 —11 10 —24 11 -10
Al = | 7B - = 15 10013
6 4 11 -6 —4 11
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7.5. Vandermonduv determinant.
Tzv. Vandermondova matice vznika pfi interpolaci polynomem. Budeme hledat
polynom f nad télesem T stupné nejvyse n — 1, tj.

f=ko+kix+ - +ko12" " koki,...kp1 €T,
ktery spliiuje podminky
f(al):blv f((12):b2, 7f(an):bn )

kde a1, as9,...,an,b1,bo,...,b, jsoudané prvky télesa T, pficemz a1, as, ..., a, jsou
navzajem ruzné. Pro koeficienty dostdvame soustavu rovnic

1 ay a% N a?_l ki() bl

1 ay a3 ... ay ! k1 by
2 -1

1 ap a; ... ay kn—1 bn,

Matice této soustavy se nazyva Vandermondova matice a jeji determinant Vander-
monduv determinant. Indukci podle n dokdzeme, Ze je roven

1 a; a? ... a;l*l
1 ay a3 ... ay !
V(ar,ag,...,an) =] . . . . = H aj; —a; .
- : . : 1<i<j<n
1 a, a% aZ’l

Z toho mimo jiné vyplyva, ze Vandermondova matice je regularni (za pfedpokladu,
7e ay,as,. .., a, jsou po dvou rizné) a tedy hledany polynom f existuje a je jedno-
zna¢né urceny; nazyva se Lagrangetuv interpola¢ni polynom.

Vzorec snadno ovéfime pro n = 2 (pro n = 1 by vzorec platil, pokud bychom
definovali prazdny soucin jako 1). Pfedpoklddejme n > 2 a ze vzorec plati pro mensi
hodnoty n. Za¢neme tim, ze vyeliminujeme prvni sloupec, tj. (—1)-nésobek prvniho
rfadku pricteme ke vSem ostatnim, a pak provedeme rozvoj podle prvniho sloupce.

-1 -1
1 a a? ay 1 ay a? ay
2 n—1 2 n—1 n—1
1 ay a3 ag 0 ax—ar a3—ay Qg a;
2 n—1 2 2 n—1 n—1
1 a, aj ay 0 ap—a1 a; —aj ay, ay
az —a; a3 —a? ay b —aht
-1 -1
az —ay a3 —a? ay” " —ay
- -1
an—a; a®—ai ... a7 '—al

Vytkneme z prvniho fadku vyraz as — a1, z druhého vyraz az —ao, atd., a vyuzijeme
vzorce

& —db=(c—d) (T F P FBE 4 ed AR
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-1 -1
ag—ay a3—at ... al”'—a}
as—ay a3 —a? ... ay '—a}!
= (ag —a1)(ag —a1)...(an —aq)
an—a; a2 —a? ... a» ' —a??
—2 -3 —2
1 ay+a; a3+axa; +a? ay” “4ay Cag +---+af
—2 -3 )
1 az+a; di+aza;+ad as”“+ay Ca; +---+af
_ _ —2
1 ap,+a; a2 +aza;+a? a2 +a3a; + - +a}

Daéle pri¢teme (—aj)-nasobek pfedposledniho sloupce k poslednimu, ...

245

) (‘7a1)_

nasobek druhého sloupce ke tfetimu, a nakonec (—aq)-nésobek prvniho sloupce ke

druhému.

a2 + asay + a?
2 201 1

a% + aza; + a%

1 as+a;
1 ag%*al

1 a,+ay afLJranalJra%

1 2 2
as +ap aj+ asar +aj
1 as+aq a%—i—agal—i-a%
1 2 2
an +a1 a; +apar +aj

1 a9 a%

1 a3z a3

1 a, a?

Vznikne Vandermondiv determinant pro as, as, . .

kon¢it uzitim indukéniho predpokladu.

V(ay,...,an) = (a2 —a1)(as

= (ag —a1)(as —a1)...(an —aq) H a; —a; =

Odvozeny vzorec plati i v pfipadé, ze aq, ..

n—2 n—3 n—2
Qo 2+a2 3a1—|—-~-—|—a1 )
as”“+ay Car+---+al”

n—2 n—3 n—2
a, “+a, "ar+---+ag

ag_Q 1 ay+a; a3
n—2 2
as 1 as+a; a3
-2 2
ay 1 a,+a a;
n—2
a
2
n—2
as
=V(ag,...,ay)
an—2

n

,an)

1<i<j<n

—a1)...(ap —a1)V(ag,...

2<i<j<n

., Gn, takze viypocet mizeme do-

., 4y NEjsou navzajem ruzné, protoze

pak mé& Vandermondova matice dva stejné fadky, takze jeji determinant je nulovy,

stejné jako vyraz [[, o, <, aj — a;.

Cvicéeni

1. Vypoctéte obsah rovnobézniku urceného vektory u, v.

2. Promyslete si detailné dtkaz tvrzeni 7.3.

3. Najdéte vsechna FeSeni rovnic ar = 8, ra = 8 a any = 3, kde a, 8,7 € Sio.

a=(15327)(46), B=(239104)(78), v=(17)(26)(45)

4. Dokazte, Ze pro kazdou mnozinu X a permutaci m € Sx je zobrzeni f : Sx — Sx
definované ptedpisem f(p) = 7~ ' p7 vzajemné jednoznacéné.

5. Dokazte, Ze pro libovolné k € N mé permutace mpr ' na koneéné mnoziné X v zapisu
pomoci nezavislych cykli stejny podet cykli délky k jako permutace p. Odvodte z toho,

ze stejné tvrzeni plati pro permutace mp a

P
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6. Oznacme k pocet cykla v cyklickém zadpisu permutace m € S,, (pocitame i cykly délky
1!). Dokazte, ze sgn(r) = (—1)""*,

7. Vypiste z definice vyraz pro determinant matice fadu 4.

8. Najdéte vzorec pro determinant ¢tvercovych matic A = (as;) Fadu n takovych, Ze
ai; = 0 kdykolivi >n+1—j.

9. Necht A je blokové horni trojuhelnikova matice, tj. matice tvaru

A | Az | ... | Agr
0 | A2 | ... | Aor
A= ,
0 0 | A
kde Ai1, Asa, ..., Arr jsou Etvercové matice (ne nutné stejného radu). Dokazte, ze det (A) =

det (Au) det (Agz) ...det (Arr).
10. Z ptedchoziho cviceni by se mohlo zdat, ze determinanty muzeme pocitat blokoveé.
Neni tomu tak. Naleznéte matici

A | Arz
A=
( Ag1 | A2z )
se ¢tvercovymi bloky takovou, ze det (A) # det (Ai1) det (A22) — det (A12) det (A21).
1

11. Dokazte, Ze pro regularni matici A ¥addu n plati det (adj (A)) = det (4)" .
12. Dokazte tvrzeni 7.25
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Shrnuti sedmé kapitoly

(1) Je-li A = (a;;) matice fadu 2 nad télesem T, pak definujeme determinant
det A jako skalar a11a22 — A12021.

(2) Geometricky vyznam absolutni hodnoty |det A| determinantu matice A =
(aj]az) fadu 2 je obsah rovnobézniku uréeného vektory ap, as.

(3) Je-li A = (a;;) matice fadu 3 nad télesem T, pak definujeme determinant
det A jako skalar

11022033 + A21032G13 + A31G12023 — 110432023 — A31022013 — A21A12033 .

(4) Geometricky vyznam absolutni hodnoty | det A| determinantu matice A =
(a1]az]as) fadu 3 je objem rovnobéznosténu uréeného vektory a,as, as.

(5) Permutaci na mnoziné X rozumime vzajemné jednoznaéné zobrazeni X —
X. Mnozinu vSech permutaci na mnoziné X zna¢ime Sx. Pro mnozinu
permutaci na mnoziné X = {1,2,...,n}, kde n je pfirozené ¢islo, také
pouzivame znaceni S,,.

(6) Permutace 7, p na mnoziné X mizeme slozit (jako zobrazeni), sloZeni 7 p
je opét permutace na X. Inverzni zobrazeni p~! k permutaci p € Sx je
opét permutace na mnoziné X. Identické zobrazeni :x na mnoziné X je
permutace na X.

(7) Sklddéni permutaci na mnoziné X je bindrni operace na Sx, kterd ma
nasledujici vlastnosti.

(a) Pro libovolné , p,0 € Sx plati n(po) = (np)o.
(b) Pro libovolné m € Sx plati idx 7 = widx = =.
(c) Pro libovolné 7 € Sx plati wm 1 lr =idy.

(8) Permutaci na koneéné mnozingé X muzeme zapsat bud tabulkou nebo gra-
fem.

(9) Cyklus délky k je permutace na X spliwujici 7(z1) = 22, 7(x2) = w3, ...,
m(Tg—1) = g, 7(xx) = x1 a7w(y) = y prokazdé y € X\{x1,29,...,2%}, kde
Z1, Ta, ..., T jsou po dvou rizné prvky X. Zapisujeme m = (21 3 ... T).

(10) Cykly nazgyvame nezdvislé, pokud jsou mnoziny prvka vyskytujici se v cyk-
lech disjunktni.

(11) Transpozice je cyklus délky 2, tj. permutace tvaru 7 = (z y).

(12) Kazdou permutaci na koneéné mnoziné X lze zapsat jako slozeni nezavislych
cykli. Tento zapis je jednoznaény aZ na pofadi cykli (a cykly délky 1).

(13) Cyklickym zdpisem rozumime rozumime zapis pomoci nezavislych cykla s
vyznacenymi pevnymi body, naptiklad

m=(173)(2648)(5) .

Pokud pevné body neuvadime, hovorime o redukovaném cyklickém zdpisu.
(14) Kazda permutace na koneéné mnoziné je sloZzenim transpozic.
(15) Je-li X konefnd mnoZina, 7 € Sx a (z y) € Sx, pak pocet cyklt v permu-
taci (x y)m a m se lisl o 1 a pocet sudych cykli v permutaci (z y)w a 7 se

vvvvv

=TT

(16) Pro libovolnou permutaci 7 na kone¢né mnoziné X nastane jedna z nésle-
dujicich moznosti:
(a) Kazdy zapis 7 jako slozeni transpozic obsahuje sudy pocet transpozic.
To nastane pravé tehdy, kdyz pocet cyklt sudé délky v (redukovaném)
cyklickém zapisu permutace 7 je sudy.
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(b) Kazdy zépis 7 jako sloZeni transpozic obsahuje lichj pocet transpozic.
To nastane pravé tehdy, kdyz pocet cyklt sudé délky v (redukovaném)
cyklickém zapisu permutace 7 je lichy.

Permutace 7™ na koneéné mnoziné X se nazyva sudd, pokud nastane moz-
nost (1) z pfedchoziho bodu. Rovnéz fikadme, Ze znaménko m je 1 a piSeme
sgn(m) = 1.

V opacném piipadé je m lichd, m& znaménko —1 a piSeme sgn(w) = —1.
Necht X je kone¢nd mnozina a m, p € Sx. Pak plati

(a) sgn(idx) =1,

(b) sgn(r~!) = sgn(n) a

(c) sgn(mp) = sgn(m) sgn(p).

Pro libovolnou mnozinu X a permutaci 7 € Sx jsou néasledujici zobrazeni
vzajemné jednoznacna:

(a) f:Sx — Sx definované piedpisem f(p) = p~1,

(b) g: Sx — Sx definované predpisem g(p) = 7 p,

(¢) h:Sx — Sx definované ptedpisem h(p) = p.

Disledkem predchoziho bodu je, Ze pocet sudych permutaci konecné mnoziné
s n > 2 prvky je stejny jako poéet lichych permutaci a rovna se tedy n!/2.
Je-li A = (a;;) Ctvercova matice nad télesem T Fadu n, pak definujeme
determinant matice A predpisem

det (A) = Z Sgn(ﬂ-)aﬂ(l),laﬂ'@)ﬂ - Qr(n)n -
TES,

Je-li A = (a;;) horni trojihelnikovéd matice fadu n, pak det (4) = a11a22 - . . G-
Pro libovolnou &tvercovou matici A plati det (A) = det (AT).
Pro libovolnou matici A = (a;;) fadu n plati

det (4) = Z SgN(T)A1 7 (1)02,7(2) - - - Cp,m(n) -

TESy
Pro étvercovou matici A = (a;;) = (ai]---|a,) fadu n nad T, libovolny
vektor b = (by,...,b,)7, kazdé j € {1,...,n} a skalar t € T plati
(a) det(ai|---[aj_1]a;+blaji1|---|an) = det(as|-- -Jaj_1|a;|aj11]- - [an H-

det(ai]---|aj_1|blaj1]- - -[an),
(b) det(ai] --|aj_1ltajlaj1]---Jan) = tdet(ai]---|aj_1|ajlaj 1] an) =
tdet A.
Prohozeni dvou fadka ¢tvercové matice A = (a;;) zméni znaménko det A.
Podobné prohozeni dvou sloupcti matice A zméni znaménko det A.
Mé-li matice A = (a;;) = (ai]---|a,) nad T dva stejné sloupce, plati
det A = 0.
Pfi¢teme-li v matici A = (a1]---|a,) ndsobek jednoho fadku (sloupce) k
jinému Fadku (sloupci), determinant det (A) se nezméni.
Pro kazdou elementarni matici F a libovolnou matici A, obé fadu n, plati
det(EA) = det(E) - det(A).
Ctvercova matice je regularni prave tehdy, kdyz det (A) # 0.
Pro libovolné matice A, B fadu n nad stejnym télesem plati det (AB) =
det (A) det (B).
Je-li A regularni matice, pak det (A™!) = det (A1
Cramerovo pravidlo. Je-li A = (a;]...|a,) reguldrni matice fadu n a j €
{1,2,...,n}, pak j-t4 slozka vektoru feSeni x = (x1,x2,...,x,) soustavy
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Ax =Db je
det (AJ)
Tj = ———=
7 det (A)
kde A; je matice, kterd vznikne z A nahrazenim j-tého sloupce vektorem
b, tj.
Aj = (a1|a2| N |aj,1|b|aj+1| N |an) .
Je-li A = (a;;) étvercova matice fadu n a 4,j € {1,2,...,n}, pak algebraic-
kym doplikem (téz kofaktorem) prvku a,; matice A rozumime skalar
mij = (=1)"7 det (M;;)

kde M;; je matice Tadu n — 1, ktera vznikne z A vynechanim i-tého fadku
a j-tého sloupce.

Véta o rozvoji podle sloupce. Je-li A étvercova maticefadunaj € {1,2,...,n},
pak
n
det (A) = Z i iMGj = G15M15 + A25M2j + - + QpjMpj -
i=1

Kofaktorovd matice ke ¢tvercové matici A = (a;;) je matice M = (my;)
tvofend algebraickymi doplitky prvkl a;;. Adjungovand matice k matici A
je matice M7 transponované ke kofaktorové matici M, znac¢ime ji adj (A)
Véta o falesném rozvoji. Je-li A ¢tvercova matice faduna j, k € {1,2,...,n},
J # k, pak
n
0= Zaijmik = ai1jmig + az;Mog + -+ + QpjMnpk -

i=1

Pro libovolnou ¢tvercovou matici A plati
adj(A) A=A adj(A) =det(A) I, .

Specialné, pokud A je regularni, pak

-1 _ adj (4)
det (A)
Uloha na nalezeni polynomu stupné nejvyse n — 1 s koeficienty v télese T,
ktery mé predepsané hodnoty v n bodech a4, as,...,a, € T vede na feseni
soustavy linedrni rovnic a matici
1 a a3 ... a’f_l
1 ay a3 ... ay !
1 a, a2 ... a*!

Tato matice se nazyva Vandermondova matice a jeji determinant Vander-

monduv determinant uréeny prvky ai,aso, ..., ay,.
Hodnota Vandermondova determinantu urceného prvky aq,ao,...,a, je
H aj — Qg .
1<i<j<n
Vandermondova matice uréend prvky aq, as, ..., a, je regularni pravé kdyz

jsou prvky ai,as,...,a, navzajem rizné.
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Kliéové znalosti ze sedmé kapitoly nezbytné pro prubéiné sledovani
prednasek s pochopenim

(1)

2

)

Geometricky vyznam determinantu matic fadu 2 a 3.

Definice permutace a skladani permutaci, jejich zakladni vlastnosti.
Znaménko permutace, znamenko inverzni permutace a znaménko slozeni
dvou permutaci, sudé a liché permutace.

Definice determinantu, rovnost det (A) = det (A)”, determinant trojthel-
nikové matice.

Vliv elementarnich tprav matice na hodnotu jejiho determinantu.

Véta o soucinu determinantti.

Matice je regularni pravé kdyz ma nenulovy determinant.

Véta o rozvoji determinantu podle fadku nebo podle sloupce.
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8. SKALARNI SOUCIN

Cil. Pomoci skaldrniho soucinu pocitame v redlniych nebo kom-
plexnich vektorovych prostorech velikosti vektori a whly mezi nimi.
Vyznamnou aplikaci skaldrniho soucinu je hledani dobrych apro-
ximaci vektori v podprostoru, coZ umoznuje naptiklad hledat ro-
zumnd ,resent” neresitelnych soustav vektorovych rovnic nebo apro-

vy

ximovat funkci jednodussimi funkcemi.

V abstraktnim vektorovém prostoru nemame metrické pojmy jako délka vek-
toru nebo tthel mezi dvéma vektory (co napiiklad znamend délka funkce nebo ma-
tice?). Tyto pojmy zavedeme pfidanim skaldrniho soucinu. Nejprve se podivame na
dilezity priklad skalarniho soucinu v aritmetickych vektorovych prostorech nad R
a nad C — standardni skaldrni soucin.

8.1. Standardni skalarni souéin v R" a C".

8.1.1. Motivace. Standardni skalarni sou¢in dvou realnych n-slozkovych aritmetic-
kych vektorii (tj. prvkil R™) je redlné ¢éislo definované jednoduchou formulkou, viz
definice 8.4. Pomoci standardniho skalarniho soucinu pak definujeme eukleidovskou
délku vektoru a thel mezi vektory.

Abychom se presvéddili, ze takto definované pojmy jsou v souladu s geometric-
kou intuici v prostorech R? a R3 (a R), budeme na chvili pfedpoklddat znalosti
elementarni geometrie a zavedeme standardni skaldrni soucin u - v aritmetickych
vektorti u, v € R? (nebo u, v € R?) alternativné, a to pro nenulové vektory vztahem

u-v = |[luf| [v] cosa,

kde |lul|, ||v|| znaci délky vektori u, v a « je thel, ktery tyto vektory sviraji.
Pokud je jeden z vektord u, v nulovy, definujeme u - v = 0. VSimnéte si, Ze jsou-
li dva nenulové vektory rovnobézné a souhlasné orientované (tj. jeden je kladnym
nasobkem druhého), pak je jejich standardni skaldrni souéin roven souc¢inu délek, a
jsou-li na sebe kolmé, pak je jejich soucin roven 0.

Pomoci tohoto pojmu lze vyjadiit délku vektoru i tthel mezi dvéma vektory. Z
uvedeného vztahu totiz vyplyva, ze délka vektoru u je /u - u a thel mezi nenulo-
vymi vektory u a v je ten thel a € (0, 7), pro ktery plati cosa = (u-v)/(||ul]| ||v]])-
Podstatnéjsi vyhody jsou, ze standardni skalarni soucin lze spocitat jednoduchym
vzorcem a mé piijemné vlastnosti, zejména linearitu (viz tvrzeni 8.6), které znacné
usnadnuji vypocty.

Predvedeme dvé odvozeni zminéného jednoduchého vzorce v dimenzi 2. Ozna-
¢ime u = (21,22)7 a v = (y1,y2)7 a ukazeme

x1 1
: = + x2Yo.
( o > ( Yo ) 141 2Y2

Prvni odvozeni vyuziva Pythagorovu vétu a kosinovou vétu. Z Pythagorovy véty
vidime

lull = /a1 + a3, (vl = /v +93, llu—vil= V(21— ) + (@2~ 52)* .

(Obrézek znazornuje situaci v dimenzi 3.)
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OBRAZEK 71. Eukleidovské norma v R3

Je-li (u,v) linedrné nezavisla posloupnost, pak podle kosinové véty pouzité pro
trojuhelnik o stranach u, v a u — v plati

2 2 2
la =" = [ul|” + [Iv]" = 2 [[ul| {[v]] cos e .

Stejny vztah plati i pro pfipad, Zze (u,v) je linedrné zavisla posloupnost, jak se
snadno presvédcite.

OBRAZEK N1 - kosinova veta

Dosazenim a Gpravou nyni dostavame
2 2 2
2[[af [[v]l cosa = —[fa = v|[" + [lul]" + [ v]
= —(x1 —y1)* — (w2 — y2)* + (aF +23) + (v +43)
=2x1Yy1 + 222Y2 ,

coz je po vydéleni 2 to, co jsme chtéli. V dimenzi 3 by se analogicky vztah ukazal
podobné.

Druhé odvozeni je o néco delsi, ale jinak ma rfadu vyhod. Nevyuziva Pythagorovu
ani kosinovou vétu, je podobné odvozeni vzorce pro determinant a poskytne ndm
dalsi dulezity geometricky vyznam standardniho skalarniho soucinu.

Timto geometrickym vyznamem zacneme. Budeme uvazovat ptfipad, ze oba vek-
tory u, v jsou nenulové. Vyraz ||v|| cos @ udava orientovanou délku kolmé (téz zvané
ortogonalni nebo pravouhlé) projekce vektoru v na pfimku LO {u}, pfi¢emz zna-
meénko je kladné, pokud vektory u a v sviraji ostry thel, a je zdporné pokud sviraji
tupy thel.

OBRAZEK 72. Geometricky vyznam standardniho skaldrniho soucinu
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Na u-v se tedy muzeme divat jako na soucin délky vektoru u a orientované délky
kolmé projekce vektoru v na p¥imku LO {u}. Symetricky, u - v je rovno soudinu
délky vektoru v a orientované délky kolmé projekce vektoru u na p¥imku LO {v}.

Z toho muzeme nahlédnout (viz obrazek), ze skaldrni soucin je linedrni v prvni
proménné, tj. pro libovolné u, v, w € R? (i nulové) a t € R plati

(tu)-v=t(u-v), (u+v) - w=u-w+v-w .

OBRAZEK N4 - linearita

Ze symetrie nebo z podobného obrazku ziskdme linearitu v druhé proménné:
u-(tv)=t(u-v), u-(v+w)=u-v+u-w.
Vlastnosti linearity a symetrie budeme pozadovat pro kazdy skalarni soudin na R2.
Standardni skalarni soucin se vydéluje tim, ze vektory e, e; kanonické baze jsou
na sebe kolmé a maji jednotkovou délku, takze
e1~e2:e2~e1:0, 61'61:1, 62'82:1.
Nyni jiz odvozovany vztah dostaneme pfimocarym vypoctem:
u-v = (z1e; + z2€2) - (y1€1 + Yy2€2)

= (z1€1) - (y1€1 + y2e2) + (22€2) - (y1€1 + Y202)

= (z1€1) - (y1€1) + (z1€1) - (y2€2) + (22€2) - (Y1€1) + (T2€2) - (Y2€2)

= 21y1(€e1 - €1) + z1ya(er - €2) + zayi(er - €1) + waya(es - e2)

= T1Y1 + T2Y2 .
Drobnou apravou postupu bychom odvodili analogicky vzorec pro standardni ska-
larni sou¢in v R3.

Zavérem motivacni ¢asti nékolik prikladi.
Piiklad 8.1. Standardni skaldrni souin miZeme vyuzit k novému néhledu na
rovnici primky v roviné. Mame-li danu rovnici
a1x1 +asxe =b
ve které je aspoii jeden z koeficientii a;, as nenulovy, mnozina viech feseni (z1, z2)7 €
R? tvoii n&jakou pfimku v roving. Oznadime-li a = (ay,a2)” a x = (w1, 22)7,
miizeme rovnici pfimky pomoci standardniho skalarniho souc¢inu piepsat do tvaru
a-x=5b.

PouZzijeme rovnost a-x = ||a| ||x]|| cosa, kde « je thel, ktery sviraji vektory a a x.
Protoze a # o, plati ||a|| # 0 a posledni rovnici mizeme prepsat do tvaru

b
|x]] cosax = — .
[[all
Na levé strané dostavame orientovanou délku kolmé projekce proménného vektoru
x do sméru vektoru a, zatimco prava strana zavisi pouze na koeficientech rovnice
a121 + asxe = b a je tedy konstantni. Mnozinu vSech feSeni rovnice tak tvori
vektory, které maji dany primét do sméru vektoru a. Z toho vidime, Zze mnozina
vSech TeSeni rovnice ai1x, + asrs = b tvori pfimku v roviné kolmou na vektor a,
pokud je aspon jeden z koeficientdl a1, as nenulovy. Vektor a se nazyva normdlovy
vektor této primky.
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OBRAZEK N3 - pfimka s normélovym vektorem

To, ze vektor a je kolmy na smérové vektory pfimky mutzeme také vidét nasledu-
jicim zptisobem. Vime, ze vektor y = (y1,y2)7 je smérovy vektor piimky s rovnici
a121 + asxs = b pravé tehdy, kdyz Fesi ptislusnou homogenni ,soustavu® (jedné
rovnice o dvou nezndmych) a;1y; + asys = 0. Leva strana je ale rovnd a - y. A

Pomoci standardniho skalarniho sou¢inu miizeme také snadno najit rovnici pfimky
v roviné prochézejici dvéma rtznymi body.

Priklad 8.2. Najdeme rovnici a;x1 + asxo = b pfimky [ v roviné prochézejici body
P =(1,3) a @ = (2,1). Vektor u s pocate¢nim bodem P a koncovym bodem @
je rovnobé&zny s pifmkou /, ma soufadnice (2,1)7 — (1,3)T = (1,-2)T a je kolmy
na libovolny normalovy vektor piimky [. Za normalovy vektor tedy mitizeme zvolit
napiiklad a = (2,1)”. Tim jsme nasli koeficienty a; = 2 a as = 1 rovnice piimky
I. Ta se tedy rovna 2z; + laxs = b a soufadnice (1,3)” bodu P ji musi spliiovat.
Cislo b se proto rovnad b = 2-1+1-3 = 5. Jedna z moznych rovnic piimky [ je tedy
2rx1 4+ x9 = 5.

V prvni kapitole jsme rovnici pfimky prochéazejici dvéma riznymi body hledali
pomoci parametrického tvaru pfimky. PHimy postup vyuzivajici skalarni soucin je
mnohem rychlejsi. A

Priklad 8.3. Podobné jako v roviné vyjadiime také v prostoru mmnozinu vSech
feseni rovnice

11 + 22 + a3x3 = b
pomoci skalarniho soucinu ve tvaru
a-x=0>.

Je-li aspoti jeden z koeficient® a1, as, a3 nenulovy, je vektor a = (ay, as,az)” nenu-

lovy a vektor nezndmych x = (21,72, 23)7 spliiuje rovnici

b

|x]| cosav = —
la]
Vektor x = (1‘17$2,$3)T je tedy TeSenim rovnice aizi + asxs + azxs = b pravé
tehdy, kdyz je orientovand délka jeho kolmé projekce do sméru vektoru a rovna
b/ ||a]|. Mnozinou FeSeni je proto rovina kolmé na vektor a, ktery opét nazyvame
normdalovy.

Uvédomime si jesté, jaky vektor z je pravotuhlou projekci vektoru x do sméru
vektoru a. Vime, ze délka vektoru z je |b|/ ||a]| a tento vektor je nezdpornym né-
sobkem vektoru a, pokud b/ ||lal| > 0, a zdpornym nésobkem a, pokud b/ ||a|| < 0.
Protoze vektor a/||al| mé stejny smér jako a a jednotkovou délku, vidime, Ze v
obou pripadech plati

s b a b
fall Tiall ~ Jaf®®

Mnozinu feSeni rovnice a1z + asxs + azrs = b mizeme tedy presnéji popsat jako

mnozinu téch vektort, jejichz kolmd projekce na p¥imku LO {a} je rovna vektoru
2

(o/ [|al]")a. A
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8.1.2. Standardni skaldrni soucin v R™. Motivacni ivahy snad ctenare presvédcily
o smysluplnosti nasledujicich definic.

Definice 8.4. Pro dva n-slozkové aritmetické vektory u = (z1,z2,...,7,)%, v =

(Y1,Y2,-- -, Yn)T € R™ definujeme jejich standardni skaldrni sou¢in jako realné éislo
u-v==mry +Toy2+ -+ ITnYn -

Vsimnéme si, Ze standardni skaldrni soucin Ize napsat pomoci maticového soucinu

u-v=ulv,

kde fadkovy vektor u” chapeme jako matici typu 1 x n, sloupcovy vektor v chdpeme
jako matici typu n x 1 a vyslednou matici u”v typu 1 x 1 ztotoziiujeme s jejim
jedinym prvkem.

Pomoci standardniho skalarniho soudinu definujeme eukleidovskou délku (téz
zvanou normu) vektoru u € R™.

Definice 8.5. Fukleidovskd norma nebo také eukleidovskda délka vektoru u € R™

je ¢islo
lu]| = vua-u .
Eukleidovskou normu vektoru u = (x1, 2, ...,7,)7 lze také psit
lull = VuTu=y/af + 23+ +af .

Pron = 2 an = 3 jde o stejny vzorec, ktery v elementarni geometrii plyne z
Pythagorovy véty. Pro n = 1 dostdvame ||ul| = ||(x1)]] = |z1].

Uhel mezi nenulovymi vektory u a v z R™ definujeme jako to jednoznac¢né uréené
realné ¢islo a € (0, m), které spliiuje

u-v=|ul||v|| cosa .

To, ze takové cislo existuje, vyplyva z Cauchyho-Schwarzovy nerovnosti, kterou
ve vété 8.33 dokdzeme obecnéji. Dva vektory nazyvame kolmé (nebo ortogondini),
pokud u - v = 0. V definici kolmosti muzou byt vektory nulové; nulovy vektor je
podle této definice kolmy ke vSem vektorum.

Zakladni algebraické vlastnosti standardniho skalarniho soucinu shrnuje nasle-
dujici tvrzeni. Jejich geometricky vyznam byl vysvétleny v predchozi ¢asti.

Tvrzeni 8.6. Jsou-li u,v,w € R" libovolné redlné aritmetické vektory a t € R
skaldr, pak plati

(1) u-v=v-u,

(2) u-(tv) =t(u-v),

B)u-(v+w)=u-v+u-w,

(4) u-u>0, au-u=0 pravé kdyz u = o.

Diikaz. VSechna tvrzeni plynou okamzité z definice standardniho skalarniho sou-
¢inu. K vypoctim je vyhodné pouzivat maticovy zapis. Napftiklad tfeti vlastnost
ovérime vypoctem

u-(v+w)=u'(v+w)=u'v+u'w=u-v+u-w,

pouzili jsme pouze distributivitu nasobeni matic vzhledem k jejich s¢itani.
Posledni tvrzeni plyne z toho, Ze pro u = (21,2, ...,2,)T plati

u-u:uTu:;vf—i—x%—i—n-—&—xi .
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Prvni rovnost se nazyva symetrie, dalsi dvé rovnosti fikaji, ze standardni skalarni
soucéin je linedrni vzhledem ke druhé sloZce. Ze symetrie pak plyne, ze je také linedrni
vzhledem k proni sloZce. Posledni ¢tvrtd vlastnost se nazyva pozitivni definitnost
standardniho skalarniho soucinu.

Analogicky jako v dimenzi 2 vzorec v definici 8.4 plyne ze symetrie, linearity a
predpokladu, Ze vektory kanonické baze (e, es,...,e,) prostoru R™ spliuji

ei-e; =0 pokud i/j, e-ei=1.

Vypocet je nasledujici.

u-v= (Z xiei> . <Z yiei> = Z Z(xiei) ' (yjej)

i=1 i=1 j=1
n n n
= E E ziy;(e; - ej) = E Lili -
i=1 j=1 i=1

Piiklad 8.7. V piikladech 8.1 a 8.3 jsme ukazali interpretaci feSeni jedné line-
arni rovnice o dvou nebo trech realnych neznamych pomoci skalarniho soucinu.
Uvazujme nyni obecnou soustavu m vektorovych rovnic o n nezndmych Ax = b
nad readlnymi ¢éisly. Vime, ze mnozina vSech TfeSeni je tvaru x, + Ker A, kde x, je
libovolné feseni soustavy.

Smérové vektory tohoto Utvaru (tj. prvky Ker A) jsou pravé feSeni piislusné
homogenni soustavy Ax = o. Oznadime-li a,...,a,, € R" fddkové vektory matice
A, mizeme vztah Ax = o ekvivalentné psat

511'X:0, éQ'XZO, ey ém-XZO .

To znamend, Zze x lezi v Ker A pravé tehdy, kdyz je kolmy ke vSem fadkovym
vektorim matice A.

Symetricky muzeme fict, ze kazdy rfadkovy vektor matice A je kolmy ke vSem
prvkum Ker A. Z véty 8.74 o ortogonalnim doplitku vyplyne silnéjsi tvrzeni: vektor
je kolmy ke vsem prvkam Ker A pravé tehdy, kdyz lezi v linedrnim obalu radkt
matice A, tj. v prostoru Im A7 . A

Piiklad 8.8. V nékterych oblastech matematiky byva zvykem oznacovat symbo-
lem 1,, n-slozkovy vektor, ktery ma vSechny slozky rovné 1. Protoze pocet slozek
byva obvykle jasny z kontextu, index n je vynechavan.

Pro kazdy vektor x € R™ plati

l-x=x1+z2+--+xp .

Podobné miizeme vyjadfit aritmeticky primér éisel z1, xs, ..., z, jako standardni
skalarni soucin

1 T+ a9+ -+

n n

Obecnéji muzeme kazdé slozce x; vektoru x prifadit néjakou vahu w; > 0, oznacit
w = (wy,ws,...,w,)T vektor vah a spoéitat vdzZeny soucet slozek vektoru x s
vahami w jako standardni skalarni soucin

WX = W1T] + Weko + - + wWpxy -

Pokud o vahovém vektoru w navic pfedpokldadame, ze wi + wg + -+ + w, = 1,
dostavame vdZeny prumeér prvku vektoru x.
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Vazeny soucet je nékdy pouzivan pri prohlizeni databézi informaci o dokumen-
tech. Zajima nas vyskyt vybraného tisice slov v néjakych dokumentech. Kazdy do-
kument si zaznamename jako vektor x = (21, ¥a, ..., Z1000)" , kde z; udava, kolikrat
se i-té slovo vyskytne v prislusném dokumentu. Informace o vSech dokumentech tak
méame ulozené jako néjakou mnozinu aritmetickjch vektori x € R1000,

Nyni chceme usporadat dokumenty v databazi podle poctu vyskytt néjakych
vybranych slov z celkového tisice. Oznac¢ime si J C {1,2,...,1000} mnoZinu indext
slov, ktera nas zajimaji. Ozna¢ime wy = (wy, ws, ..., wige0) € R vahovy vektor,
jehoz slozky jsou definované jako

1, pokudie J
w; =
0, pokudi ¢ J .

Slozka w; = 1, pokud nas zajima vyskyt i-tého slova, a w; = 0, pokud nas nezajima.

Jednotlivé dokumenty v databézi mizeme nyni usporadat podle hodnoty skalar-
niho soucinu w - x, kterad udava soucet poctu vyskytu slov, jejichz indexy lezi v J,
v dokumentu se zdznamem X. A

8.1.3. Aritmeticky prostor C™. Nad komplexnimi ¢isly je standardni skalarni soucin
aritmetickych vektoru definovan trochu jinym zptsobem.

Definice 8.9. Pro dva komplexni aritmetické vektory u = (x1, 22, ..., x,)7 a

v = (y1,Y2,---,Yn)’ definujeme standardni skaldrni soucin u - v predpisem
u-v ==y +TaYy2 + -+ Tp¥n ,
kde T znadi ¢islo komplexné sdruzené k x, tj. a + bi = a — bi.
Pro realné vektory tato definice souhlasi s predchozi, protoze komplexni sdruzo-
vani s realnymi Cisly nic nedéld. Tato definice méa vyhodu v tom, Ze skalarni soucin
u - u je vzdy nezdporné realné ¢islo, nebot je sou¢tem druhych mocnin absolutnich

hodnot x;z; = \xi\z slozek vektoru u. Proto komplexni aritmetické vektory maji
nezapornou realnou délku ve smyslu nasledujici definice.

Definice 8.10. Eukleidovskou délku nebo také eukleidovskou normu aritmetického
vektoru u = (21, T, ..., x,)7 € C" definujeme jako

|ul| = Vu-u = VZiz, + otz + -+ Tntn = V]x1]2 + 222 + -+ |z0]? .

Eukleidovska délka ||ul| je realné ¢islo, které je nulové pravé tehdy, kdyz u = o.
Pokud bychom definovali skalarni soucin bez komplexniho sdruzovani, vyraz u - u
by nebyl vzdy realny a byl by roven nule i pro nékteré nenulové vektory.

Eukleidovska délka vektoru u = (aj; + bii,...,a, + b,9)T, kde a1,...,a, a
bi,...,b, jsou redlna cisla, je podle definice

lull = Vfar + 00iP - an 0P = \Jad + 03 -+ a2 + B2,

co# je totéz jako eukleidovské délka (2n)-slozkového redlného vektoru (a1, by, . .., an, by) T
Vsimnéte si ale, ze skalarni soucin n-slozkovych komplexnich aritmetickyjch vektori
se obecné nerovna skaldrnimu souéinu p¥islusngch (2n)-slozkovych redlngch.

V realném pripadé muzeme standardni skalarni soucin definovat maticovym sou-
¢inem u”v. Abychom mohli maticové zapsat standardni skalarni sou¢in nad kom-
plexnimi ¢isly, zavedeme pojem hermitovsky sdruzené matice.
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Definice 8.11. Hermitovsky sdrufend matice k matici A = (ai;)mxn je ma-
tice A* = (bji)nxm, kde bj; = @;; pro libovolné indexy ¢ € {1,2,...,m} a j €
{1,2,...,n}.

Hermitovsky sdruzenou matici k A tedy dostaneme transponovanim a naslednym
nahrazenim vSech prvka prvky komplexné sdruzenymi. Hermitovské sdruzovani se
chova k ostatnim operacim podobné jako transponovani, viz cviceni. Specialné,
pokud je definovan soucin komplexnich matic AB, plati

(AB)* = B*A* .

Stejné tak (A*)" = A pro kazdou komplexni matici A. V§imnéme si také, Zze pokud
jsou vSechny prvky matice A realné, plati A* = AT.

Priklad 8.12.

<1+2i 3 i>*_ 1’322 3f2i
0 3-2 4i ) — . )
—1 —41

A

Pomoci hermitovského sdruzovani muZzeme také standardni skalarni souc¢in kom-
plexnich vektort zapsat pomoci sou¢inu matic:

u-v=u'v .

Nasledujici jednoduché tvrzeni shrnuje zakladni vlastnosti standardniho skalér-
niho soudinu v aritmetickém prostoru C”.

Tvrzeni 8.13. Pro libovolné tii vektory u,v,w € C™ a komplexni ¢islo t plati
(1) u-v=v-1,
(2) u-(tv)=t(u-v),

B)u-(v+w)=u-v+u-w,

(4) u-u je nezdporné redlné ¢&islo, a u-u =0 prdvé kdyZ u = o.

Dikaz. Tentokrat dokazeme prvni rovnost, diikkaz ostatnich vlastnosti ponechdme
jako cviceni. Nez se do toho pustime, pfipomeneme tmluvu, Ze ¢tvercovou matici
(a) fadu 1 obsahujici jediny prvek a budeme v ptipadé potfeby ztotoziovat s prvkem
a. PTi tomto ztotoznéni plati (a)* = a.

P1i ovéfeni pouzijeme zndmou vlastnost, Zze pro kazdé komplexni ¢islo z plati
z = z. Pak plati

(]

Prvni vlastnost je ,skorosymetrie“. Druha a tfeti rovnost fikaji, ze standardni
skalarni souc¢in nad komplexnimi ¢isly je linedrni v druhé proménné. V prvni pro-
ménné ale linedrni neni. Plati pouze nasledujici dvé rovnosti.

Pozorovani 8.14. Pro libovolné i vektory u,v,w € C" a komplexni ¢islo t plati

(1) (tu)-v=¢(u-v).
(2) (u+v) - w=u-w+v-w,
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Diikaz. Obé rovnosti lze dokazat pouze pouzitim vlastnosti z tvrzeni 8.13:

(tu)-v=v-(tu)=t(v-u)=tu-v=t (u-v)

(u+v) - w=w-(ut+v)=w-u+w-v=w-u+w-v=u-w+v-w

O

8.2. Obecny skalarni souéin. Obecné definujeme skalarni souéin jako zobrazeni,
které pritazuje kazdé dvojici prvka néjakého vektorového prostoru nad R nebo C
skalar a které ma podobné vlastnosti jako standardni skalarni sou¢in. Dtivodem pro
takové zobecnéni je opét daleko $irsi moznost vyuziti, napriklad na prostory funkeci.

Skaldrni souéin prvka u a v budeme znaéit (u, v), znaceni u-v budeme pouzivat
pouze pro standardni skaldrni souc¢in v R™ nebo C™.

Za zaklad definice obecného skalarniho soucinu vezmeme vlastnosti standardniho
skalarniho souc¢inu shrnuté v tvrzenich 8.6 a 8.13. Vsimnéme si také, Ze standardni
skalarni soucin na prostoru R™ méa vsechny vlastnosti standardniho skalarniho sou-
¢inu na prostoru C™, protoze standardni skaldrni sou¢in dvou realnych vektoru je
realné cislo a pro kazdé realné cislo a plati a = a.

Definice 8.15. Je-1i V vektorovy prostor nad R (resp. nad C), pak se zobrazeni ()
zV xV do R (resp do C), které dvojici u, v pfitadi skalar (u,v), nazjva skaldrni
soucin na V, pokud pro libovolné u,v,w € V a t € R (resp. t € C) plati

(S8S) (u,v) = (v,u),

(SLl) (u tvy =t{(u,v),

(SL2) (u,v+w) = (u,v) + (u,w),

(SP) (u,u) je nezdporné redlné ¢islo, které je nulové préavé tehdy, kdyz u = o.

Zdiraznéme jesté jednou, Ze skalarni souéin definujeme pouze pro vekto-
rové prostory nad télesem R nebo C.

Prvni axiom je ,skorosymetrie”, dalsi dva axiomy fikaji, ze i obecny skalarni
soucin je linearni vzhledem ke druhé sloZce, posledni je pozitivni definitnost. Axiomy
jsou stejné pro realny i komplexni pripad, dikazy proto budeme vétsSinou provadét
jen pro komplexni prostory.

Zacneme jednoduchymi dtsledky axiomu v predchazejici definici.

Pozorovani 8.16. Je-li V wektorovy prostor nad R (resp. nad C) se skaldrnim
soucinem (), pak pro libovolné u,v,w € V a skaldr t plati

(1) (u,0) =0=(o,u)
(2) (tu,v) =t(u,v)

3) (u+v,w)={(u,w)+{(v,w)

Diikaz. Druhou a tieti vlastnost jsme dokdzali uz v pozorovéani 8.14, nebot jsme i
tam pouzili pouze axiomy z definice 8.15. Zbyva prvni vlastnost:

(u,0) = (u,00) =0(u,0) =0,
zbytek plyne z vlastnosti (SSS). O
8.2.1. Priklady.

Priklad 8.17. Standardni skaldrni sou¢in v R™ (resp. C") je skaldrnim souéinem
v R” (resp. C™) ve smyslu definice 8.15. VSechny axiomy jsme uZ ovérili v tvrzenich
8.6 a 8.13. N
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Piiklad 8.18. Piedstavme si R? jako (nekone¢ny) list papiru a podivejme se na
papir z jiné vzdalenosti a z jiného tthlu. Tim se ndm zméni vnimané délky vektori a
Ghly mezi nimi. Uvazujme napfiklad situaci, kdy délka vektoru e; ztstane 1, délka
vektoru es bude 2 a vektory e; a e; budou svirat thel 7/3.

V casti o standardnim skalarnim soucinu na R™ jsme vidéli, ze formulka pro
tento soucin plyne z linearity a predpokladu kolmosti riznych vektort kanonické
baze a toho, ze maji délku 1. Zkusime podobnym zpisobem zavést skalarni soucin
pro ,,8ikmy pohled“ na rovinu. To znamena, Ze bude platit

(e;,€j) = (,,délka” e;)(,,délka* e;) cosa,
kde « je ,uhel”, ktery sviraji vektory e; a e;. To znamend, Ze

(e1,e9) =1-1-cos0=1

(eg,€9) =2-2-cos0=4

(e1,€2) =1-2-cos(m/3) =1=(eq, ey)

Podobnym vypoctem jako v pfipadé standardniho skaldrniho soucinu ziskdme vzo-
rec

< ( o > ) ( - > > = (x1€1 + w2€2,y1€1 + Y202)
Z2 Y2

= 21y1 (e1,e1) + 12 (€1, €2) + T2y (€2, e1) + Taya (€2, €2)
= T1Y1 + T1Y2 + T2y1 + 4T2y2 .

Tento vztah lze maticové zapsat

1 (7 11 (7
, =(z1 x
() ()= (3 3)(0)
Snadno ovérime, ze takto definovany soucin spliiuje axiomy symetrie a linearity.
Spliiuje také axiom (SP): Je-li u = (x1,22)7, pak plati
(u,u) = 23 4 22129 + 425 = (21 + 29)* + 323 .
Odtud plyne, Ze (u,u) > 0 pro kazdy vektor u € R? a (u,u) = 0 pravé kdyz
29 =0 a z1 + x3 = 0, tj. pravé kdyz u = (z1,22)7 = (0,0)7. A
Zobecnime predchozi ptiklad ,nestandardniho® skaldrniho sou¢inu na aritmetic-
kém prostoru.
Je-li A ¢tvercova matice nad R (resp. C) fadu n, pak zobrazeni z R™ x R™ — R
(resp. C" x C™ — C) definované vztahem
(u,v) =u*Av
vzdy splituje axiomy linearity, tj. axiomy (SL1) a (SL2) (cvideni). Snadno lze také

zjistit, pro které matice A plati ,skorosymetrie* (SSS).

Pozorovani 8.19. Matice A = (a;5) € C™*™ spliiuje rovnost u*Av = v*Au pro
kazdé dva vektory u,v € C" prdvé kdyz A* = A.

Diikaz. Pokud plati A* = A, pak v*Au = (v*Au)* = u*A*v = u*Av. Pokud
naopak rovnost A* = A neplati, existuji indexy i,j € {1,2,...,n} takové, ze a;; #
aj;. Pak pro prvky e;, e; kanonické baze v C™ plati

* g LA — efAe,
e;Ae; = a;; #aj; —ejAel .
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d

Definice 8.20. Komplexnim ¢tvercovym maticim splitujicim rovnost A* = A fi-
kame hermitovske.

Vsimnéte si, ze redlnd ctvercova matice je hermitovskd pravé tehdy, kdyz je
symetricka.

Pro obecnou hermitovskou (symetrickou) matici A, zobrazeni{ definované (u,v) =
u* Av nemusi spliiovat podminku (SP). Ma-li matice A € C"*™ spliiovat podminku
(SP), musi byt regularni. Pro singuldrni matici A totiZ existuje nenulovy vektor
u € C™, pro ktery plati Au = o. Pro tento vektor u pak plati u*Au = 0 a matice
A tak podminku (SP) nespliiuje. Ani regularita matice A ale neni postacujici pro
splnéni podminky (SP). Lze si to snadno ovéfit na matici

=(e1)

Definice 8.21. Realna nebo komplexni ¢tvercova matice fadu n se nazyva pozitivné
definitni, pokud je hermitovskd a u*Au je nezaporné realné ¢islo pro libovolné
u € C", které se rovna 0 pravé kdyz u = o.

Shrnutim dosavadnich avah dostévame:

Pozorovani 8.22. Je-li A ¢tvercovd matice nad R (resp. C) tadu n, pak zobrazent
zR" x R® = R (resp. C" x C™ — C) definované vztahem

(u,v) =u"Av
je skaldrni soucin prdve tehdy, kdyz je matice A pozitivné definitni.

Pozitivné definitni matice hraji v linearni algebrfe a jejich aplikacich dulezitou
roli. Pfikladem pozitivné definitnich matic jsou matice typu A = B*B, kde B je
regularni matice fadu n nad R (resp. nad C). Snadno totiz spocteme, Ze v takovém
pripadé pro kazdy vektor u € C" plati

u*Au = u*B*Bu = (u*B*)(Bu) = (Bu)*(Bu) = (Bu) - (Bu) .
V poslednim vyrazu pouzivame standardni skalarni souc¢in na C™, ktery podminku
(SP) splituje. TakZe u* Au = ||Bul|> > 0 pro kazdy vektor u € C", p¥icemz rovnost
nule nastéava pravé kdyz Bu = o. A posledni rovnost vzhledem k regularité matice
B nastéava pravé kdyz u = o.

Pozdéji ukdzeme (tvrzeni 10.22), Ze plati i opak, tj. kazda pozitivné definitni
matice A je tvaru A = B*B pro néjakou regularni matici B. Dokonce plati, ze
kazdy skalarni soucin na R” (a na C") mtZeme vyjadfit ve tvaru

(u,v) =u*B"Byv,
kde B je jednoznacéné uréend dolni trojihelnikovd matice. (Pro redlné matice plyne

existence z tvrzeni 11.10 a véty 11.33.)
Pro A = I,, dostavame standardni skalarni soucin. Jako ukazku jiného konkrét-

niho prikladu vezmeme
B V3/2 0 7
1/2 2
tedy

(3 8) (8 )-(2 1)
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Ptislusny skalarni souc¢in v C? je dan vztahem

_ 11 _ _ _ _

(u,v) = (71,72) )= T1y1 + T1y2 + Tay1 + 4%2y2
1 4 Y2

kde u = (z1,22)T a v = (y1,y2)7. Stejny vztah (kde nemusime komplexné sdruzo-

vat) definuje skaldrni sou¢in v R?, tenty# jako v predchozim piikladu.

Priklad 8.23. Prikladem skaldrniho sou¢inu na prostoru C"™*" komplexnich matic

typu m x n je
m n
(A5 =30 b,
i=1j=1
Stejny vzorec (bez nutnosti komplexniho sdruzovani) definuje skaldrni sou¢in na
Rmxn. A

Priklad 8.24. Na prostoru spojitych redlnych funkei na intervalu (0, 27) je
27

(f,9)= fg

0
skalarni soucin.
Obecnéjsi piiklad skalarniho soudinu na prostoru vsech spojitych realnych funkci
na intervalu (0, 27) je definovany pfedpisem
2

(f9) = fah .
0

kde h je n&jaké spojitd kladnd funkce na intervalu (0, 27), ¥kdme ji vahova funkce.
Podobné, na prostoru vSech spojitych komplexnich funkci na stejném intervalu
je
2

(f.9)= fgh,

0
skalarni souéin.

Skaldrni souciny toho typu se pouzivaji pro aproximaci funkci. A

Priklad 8.25. Prostor /5 je tvofen posloupnostmi (a,, )52 ; komplexnich ¢&isel splitu-

jicimi
oo
Z lan|* < oo .
n=1

(Je tfeba si rozmyslet, ze tato mnozina tvori spolu s pfirozenymi operacemi séitani
a nasobeni skaldrem vektorovy prostor. Jediny obtiznéjsi krok je uzavienost na
s¢itani.) Na tomto prostoru je

(@), (5a)2) = 3 b
n=1

skalarni souéin. A

Piiklad 8.26. Dulezité piiklady skaldarniho soudinu pochdzi z teorie pravdépo-
dobnosti. Vektorovy prostor tvofi ndhodné veli¢iny na néjakém pevné zvoleném
pravdépodobnostim prostoru. Tzv. kovariance, ktera, zhruba feceno, méfi miru za-
vislosti jedné veli¢iny na druhé, spliiuje vSechny vlastnosti skalarniho sou¢inu az na
implikaci zleva doprava v podmince (SP) — (u,u) mtze byt nula i pro nenulovou
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veliéinu u. (Tento drobny technicky nedostatek lze odstranit ztotoznénim veli¢in,
jejichz rozdil ma nulovy rozptyl.) A

8.2.2. Norma. Normu vektoru v prostoru se skaldrnim sou¢inem zavedeme stejnjym
vztahem jakym jsme vyjadfili eukleidovskou normu (délku) pomoci standardniho
skalarniho soucinu.

Definice 8.27. Necht V je vektorovy prostor se skaldrnim soucinem (). Normou
vektoru u € V rozumime redlné ¢islo
[ull = v (u,u) .
Vektor u se nazyva jednotkovy, pokud |[ul| = 1.
Definice déva smysl, protoze vyraz pod odmocninou je podle (SP) vzdy neza-
porné realné c¢islo. Norma zavisi na skaldrnim soucinu, takze kdyz pouzivime sym-

bol normy, musi byt z kontextu jasné, se kterym skaldrnim soucinem pracujeme.
Podobné i pro dalsi pojmy jako tthel nebo kolmost, které budou zavedeny pozdéji.

P¥iklad 8.28. Norma vektoru u = (1,1)7 v prostoru R? se standardnim skalarnim

sou¢inem je |lul| = vuTu = /2. Norma vektoru u v prostoru R? se skaldrnim
soucinem

Ty Y1 L1 Y1
= 4 =
< ( Lo >,< Yo >> T1Y1 + T1y2 + T2y1 + 422 (901,332)< 1 4 ) ( s )
je ale |[u]| = /(u,u) = /7. A

P¥iklad 8.29. Norma vektoru (1 + 4,2,3 — 2i)7 v prostoru C? se standardnim
skalarnim soucinem je

1+ 1+ 1+
2 = 2 2 =V +il2+ 22+ 3 -2i2=V19 .
3-2i 3-2i 3—2
A

Piiklad 8.30. Norma matice A = (a;;) v prostoru C™*" (nebo R™*") je

IA]l =

Riké se ji Frobeniova norma matice A. A

Priklad 8.31. Uvazujme prostor V spojitych redlnych funkei na intervalu (0, 1)

se skalarnim souc¢inem
1
(ra=[ 1o
0

neboli obsah plochy vymezené funkci f2, osou z a pfimkami 2 = 0 a z = 1. V tomto
smyslu tedy norma vyjadiuje, jak moc se funkce lisi od nuly na intervalu (0, 1).

Norma funkce f je
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Konkrétné napf. norma funkce z2 je

||m2||,//01x4dx\/?

Norma urcéena skaldrnim sou¢inem ma nasledujici vlastnosti.
Tvrzeni 8.32. Necht V je vektorovy prostor nad R (resp. C) se skaldrnim souci-
nem (,), u,veV at R (resp. t € C). Pak plat{
(1) |[u]| > 0, pricemZ ||u|| = 0 prdvé tehdy, kdyZ u = o,
(2) [[taf = [} [[ul]
3) lu+v|?+u—v|*=2]ul? + 2|v||®>,  (rovnobéinikové pravidlo),
(4) Re((w,v)) = 5(la+ | = Jul® = |v|*), (polarizacni identita),
kde Re (z) znaci redlnou cdst x.
Dikaz.

(1) Snadny disledek (SP).
(2) Pouzitim (SL1) dostavédme

[tull = v/ (tu, tu) = /it (u,w) = V/]H]? (u,w) = [t/ (a,w) = [i] |[u]

(3) Ve vypoctu staéi pouzit (SL2).

[+ v[* + flu = | = (ut+v,utv) + (u=v,u—v)
— (wu) + (u,v) + (v,u) + (v, v)
+ (u,u) — (u,v) — (v,u) + (v,v)
=2 (wu) +2(v,v) =2 [[ul” +2|v|
(4) Ze (SL2) a (SSS) vypocteme
la+ vI* = (uyu) + (u,v) + (vou) + (v, v) = Jul® + [v]* + (u,v) + (u,v)

Protoze  + T = 2 Re (z), dostavame

2Re ({u,v)) = [[u+v|* = [[ul* — ||v]”

Dtisledkem (1) a (2) je, Ze pro nenulovy vektor u je jeho nasobek

u
[[ull

jednotkovy vektor. Rikdme, ze vektor u/|u|| vznikl z u znormovdnim.

Rovnobéznikové pravidlo je ilustrovano na obréazku.

Polarizac¢ni identita vyjadiuje readlnou ¢ast skaldrniho soucinu pouze pomoci no-
rem vektorti. Podobny vztah jde napsat i pro imaginarni ¢ast (pokud pracujeme v
prostoru nad C), viz cviceni. Skaldrni souéin je tedy uréen normami vektorti. Rizné
dalsi varianty polariza¢ni identity jsou ve cvicenich.
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v
OBRAZEK 73. Rovnobéznikové pravidlo

8.2.3. Cauchyho-Schwarzova nerovnost, vhel. Pro vektory u, v € R? jsme nahlédli,
zeu-v = ||lul| ||v|| cos a. Z toho také vyplyva, ze absolutni hodnota |u-v| nemize byt
vétsi nez soudin norem |lul| ||v||, protoze kosinus thlu je vzdy v intervalu (—1,1).
Vztah (u,v) = ||u||||v] cosa jde naopak pouzit pro zavedeni thlu mezi dvéma
prvky v libovolném redlném vektorovém prostoru se skaldrnim soucinem. Aby byl
thel dobfe definovén, musime dokézat, ze obecné plati | (u, v) | < ||ul| ||v]]. Tato ne-
rovnost plati i v komplexnich vektorovych prostorech, nazyva se Cauchyho-Schwarzova
nerovnost (t€z Bunjakovského nerovnost, nebo Cauchyho-Schwarzova-Bunjakovského

vvvvv

Véta 8.33 (Cauchyho-Schwarzova nerovnost). Necht V je vektorovy prostor (nad
R nebo C) se skaldrnim soucinem (,) au,v € V. Pak plati

[ (u,v) | < [alf{lv]
pricemZ rovnost nastdvd pravé tehdy, kdyz (u,v) je linedrné zdvisld posloupnost.

Dikaz. Pokud je posloupnost (u,v) linedrné zavisla, pak u = tv nebo v = tu pro
néjaké t € C. V prvnim piipadé je

[(wv) | = [{(tv.v) [ = [E{v,v) | = Jt] | v]?
a
hall VIl = evll IvIl = Tt v
V piipadé v = tu se rovnost | (u, v) | = ||ul| ||v| odvodi podobné.

Nyni predpokladane, Ze (u,v) je linedrné nezavisla posloupnost a odvodime os-
trou nerovnost. Diky linedrni nezavislosti pro libovolné ¢ € C plati

0<|u—tv]? .

Zvolime t € C tak, aby platilo (v,u —tv) = 0. Geometricky vyznam v pfipadé
standardniho skalarniho soucinu v R" je vyznacen na obrazku: vektor tv je ortogo-
nalni projekei vektoru u na LO {v}. Pozdé&ji ddme této intuici pfesny vyznam pro
obecny skalarni soucin.

Vztah (v,u —tv) =0 je ekvivalentni (v,u) — ¢ (v, v) = 0, coz je ekvivalentni

_ (v

- 2
[[vl]

(Nulou nedélime, protoZze prvek v je nenulovy podle pfedpokladu o linedrni neza-
vislosti (u,v).)
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u—tv

OBRAZEK 74. K dtikazu Cauchy-Schwarzovy nerovnosti

Pfi této volbé t dostavame
0<flu—tv|]>=(u—tv,u—tv) = (w,u—tv) = (v,u—tv)

AL

- 2
vl

— (wu—v) = (wu) — t{u,v) = |u

VAN 2
= e - Y e )
vl v

Po vynésobeni ||v||®, drobné tpravé a odmocnéni (oba vyrazy, z nich# se pocité
drubd mocnina jsou kladné) vyjde dokazovana nerovnost:
2 [(uv)?

2
Il

2012

0 < [lul® V)" = [{u,v) [?
|2

0 <[l

2 2
< ™ vl]

[ (a,v) | <[l {lv]} -

[(u,v)

O

Piiklad 8.34. Pro standardni skalarni souc¢in v C™ fikd Cauchyho-Schwarzova
nerovnost

ZTy14+Taya+- - +Tnyn| < V)12 + 222+ 4 202 Vil + 22+ + [yal?

V piipadé skalarniho sou¢inu na C? daného vzorcem
T Y1 [ 5 =2 Y1
((2)(n))-mm (% 7) ()

5Z1y1 — 2T1y2 — 2T2y1 + T2yo|
< V/5|z1[2 — 4Re (T172) + [22]2 V/5ly1|2 — 4Re (T1y2) + [y2]? -

Pro prostor spojitych redlnych funkei na intervalu (0, 27) se skaldrnim souéinem

dostévame

(f,9) = fo% fg Cauchyho-Schwarzova nerovnost znamena

‘/O%fg‘é\/fﬂf? \/A%gz’ :




LINEARNI ALGEBRA 267

Dilezitym dusledkem Cauchyho-Schwarzovy nerovnosti je trojihelnikova nerov-
nost.

Dusledek 8.35 (Trojihelnikova nerovnost). Necht V je vektorovy prostor se ska-
larnim soucinem (,) au,v € V. Pak plat{

e
Dikaz.
[ut v]* = (u+v,u+v) = (uu)+ (u,v) + (u,v) +(v,v)
= Jluf® +2Re ((u,v)) + [[v]* < [[ul|* + 2| (u,v) | + [[v]
< al® +2 [[al| [v]l + [[v]* = ([ull + [[v])?

Cauchyho-Schwarzovu nerovnost jsme pouzili v predposledni tprave. Vyrazy pod
druhymi mocninami jsou kladné, takze nerovnost plyne odmocnénim. ([

Geometricky vyznam je patrny z obrazku.

vl

OBRAZEK 75. Trojihelnikovd nerovnost

Cauchyho-Schwarzova nerovnost nam umoziiuje definovat thel mezi prvky real-
ného vektorového prostoru se skalarnim soucinem.

Definice 8.36. Necht V je vektorovy prostor nad R se skaldrnim soucinem (,) a
o #u,v € V. Uhlem mezi proky u a v rozumime realné ¢islo a € (0, 7) splitujici
u,v
cosa— SmV)
[[al {vl]

Uhel mezi dvéma prvky existuje a je uréen jednoznaéné, protoze zlomek je v
intervalu (—1,1) podle Cauchyho-Schwarzovy nerovnosti a funkce cos vzijemné
jednozna¢né zobrazuje (0, 7) na interval (—1,1).

Pro libovolny skaldrni soucin v vektorovém prostoru nad redlnymi cisly tedy
mame vztah

(u,v) = [[ul] V]| cosar .

7 tohoto vztahu snadno odvodime kosinovou vétu.

Tvrzeni 8.37 (Kosinova véta). Necht 'V je vektorovy prostor nad R se skaldrnim
soucinem (,) a o #u,v € V. Pak plati

2 2 2
la =" = Jluf” + [[v]" = 2[[ul[|v] cos o ,

kde o je uhel mezi vektory u a v.
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Diikaz.
||u—V||2 ={(u—v,u—v)=(uu) —2{u,v)+(v,v)
2 2
= [[ul” + [Iv[I” = 2 |Ju| [|v]| cos a
O

8.2.4. Obecné normy. Nékdy byva prirozenéjsi mérit délku prvkia ve vektorovém
prostoru jinym zpusobem, nez pomoci normy definované skaldrnim soucinem.

Definice 8.38. Je-li V vektorovy prostor nad C (nebo nad R), pak zobrazeni |||,
které ptifazuje kazdému prvku u redlné éislo ||ul|, nazyvame norma na prostoru V,
pokud plati pro kazdé dva prvky u,v € V a kazdy skalar ¢

(1) |[u]| > 0, pti¢emz ||ul| = 0 prévé tehdy, kdyz u = o,

(2) [ltull = [t [[uf],

3) u+v] < [l +[v].

Existuje mnoho norem, které nepochazi ze skaldrniho soucinu, naptiklad v R"
mame normu
H(xl,xg, .. ,J;n)TH = |xy| + |x2| + - + |20
ktera méri vzdalenost, kdyz se muzeme pohybovat pouze pravoihlym smérem
(proto se ji nékdy fikd manhattanskd norma). Norma pochézi ze skaldrniho soucinu
pravé tehdy, kdyz spliiuje rovnobéznikové pravidlo, viz cviceni.
Jinym piikladem normy na R"™ nepochézejici ze skalarniho soucinu je norma

(@1, 22, ... ,xn)TH =max{|z;|:i=1,2...,n} .
OBRAZEK N5 - [1-norma,

8.3. Kolmost.

V redlném vektorovém prostoru se skaldrnim soudinem plati vztah (u,v) =
[lu]| |v]| cos a. Nenulové vektory tedy sviraji tthel m/2 pravé tehdy, kdyz je jejich
skalarni soucin nula. To motivuje nasledujici definici kolmosti vektori.

8.3.1. Ortogondlni a ortonormdlni mnozZiny.

Definice 8.39. Necht V je vektorovy prostor nad R nebo C se skaldrnim soucinem
(,). Prvky u,v € V nazyvame kolmé (nebo ortogondlni) a piSeme u L v, pokud
(u,v) =0.

Mnozina, nebo posloupnost, M prvka V se nazyva ortogondlni, pokud u L v
pro libovolné dva rizné prvky mnoziny (nebo posloupnosti) M.

MnoZina (posloupnost) M se nazyva ortonormdlni, pokud je ortogonalni a kazdy
vektor v M je jednotkovy.

Z vlastnosti (SSS) plyne, Ze ortogonalita dvou prvkid nezdvisi na jejich poradi.
ProtoZe pro libovolny vektor v plati (v,0) = 0, nulovy vektor je kolmy k jakému-
koliv vektoru.

Z vlastnosti (SL1) vidime, Ze jsou-li dva prvky kolmé, pak jsou kolmé i jejich
libovolné nasobky. Mame-li ortogonalni mnozinu nenulovych prvkt {vy, va, ..., vi},
milzeme z ni vytvorit ortonormalni mnozinu znormovdnim, tj.

{ Vi Vy Vi }
[vall” [[vall” 7 vl
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je ortonormalni.
Z geometrického nahledu v R® vidime, Ze ortogonalni posloupnost nenulovjch
vektort je linedrné nezavisla. Plati to zcela obecné.

Tvrzeni 8.40. Je-li V vektorovy prostor se skaldrnim soucinem (,), pak kaZdd
ortogondlni posloupnost nenulovych prvkid V je linedrné nezdvisld.

Dikaz. Je-li (vq,va,...,vy) ortogonalni posloupnost prvka V' a plati-li
aivi +asva + -+ apvp =0 ,

pak skaldrnim vyndsobenim obou stran zleva vektorem v; (i € {1,2,....k}) a
vyuzitim (SL1), (SL2) a kolmosti dostavame

(Vi,a1vi +agvao + -+ apvy) = (v;,0)
ar (vi,vi) +as (v, va) + - +ap (v;,vg) =0
0

a; <Vivvi> =

Protoze vektor v; je nenulovy, plati podle (SP) vztah (v;,v;) = [|[vi||> > 0, takze
z odvozeného vztahu vyplyva a; = 0. Ukazali jsme tak, ze pouze trividlni linearni
kombinace prvkii v; se rovna nulovému vektoru, takze posloupnost (vi,va,..., V)
je linedrné nezavisla (viz bod (3) tvrzeni 5.36). O

Z tvrzeni vyplyva, ze ortogonalni posloupnost n nenulovych vektort v prostoru
dimenze n je ortogonalni baze, protoze je linedrné nezavisla a linearné nezavisla po-
sloupnost n vektort v prostoru dimenze n je baze podle bodu (4) v pozorovéni 5.67.

Priklad 8.41. V prostoru R™ (nebo C") se standardnim skaldrnim sou¢inem je
kanonickd baze ortonormalni. A

P¥iklad 8.42. Posloupnost vektori ((1,2,2)7,(-2,-1,2)T) v R3 (nebo C?) se
standardnim skalarnim soucinem je ortogonalni, ale neni ortonormalni. Znormovéa-
nim dostaneme ortonorméalni posloupnost

1

(3(1, 2,2)7, %(72, ~1, 2)T>

Tuto posloupnost 1ze doplnit na ortonormalni bazi — posloupnost

1 1 1
—(1,2,2)7, = (-2, -1,2)7, = (2, 2,1

(30227 (2127 0. -20)

je ortonormalni, takze je to podle poznamky za pfedchozim tvrzenim ortonormalni
béaze. Pozdéji budeme pomoci Gram-Schmidtova ortogonaliza¢niho procesu umét
kazdou ortogonélni (resp. ortonormalni) posloupnost nenulovych vektori v koneéné
generovaném prostoru doplnit do ortogondlni (resp. ortonormaln{) béze. A

Piiklad 8.43. Odvodime maticové kritérium na to, kdy je posloupnost sloupcovych
vektoru redlné nebo komplexni matice A typu m X n ortonormadlni vzhledem ke
standardnimu skalarnimu souc¢inu v C™.

Uvazujme tedy standardni skalarni sou¢in na C™. Posloupnost sloupcovych vek-
tor matice A = (ai1]...|a,) je ortonormalni pravé tehdy, kdyz a;-a; = 0 pro kazdé
i#je{l,...,n} aa;-a, =1prokazdéie {1,...,n}. Skalar a;-a; = aja; je ale
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roven prvku na misté (i,7) v matici A*A.

aja; ajaz --- ajai a;-a; aj-as --- aj-ag
* * *

A A asa; azaz - QA Az -a; ag-az -+ Ag-ag
* * *

aja; agap --- ajag ap-a; ap-as --- ag-ag

Vidime, Ze sloupce matice A tvofi ortonormalni posloupnost pravé tehdy, kdyz
A*A = I,. Matici A*A nazveme v definici 8.78 Gramovou matici posloupnosti
vektori (a,...,a,).

Podobné, posloupnost radkovych vektort reilné nebo komplexni matice A je
ortonormalni vzhledem ke standardnimu skalarnimu sou¢inu pravé tehdy, kdyz plati
AA* = 1,,. A

Piiklad 8.44. V prostoru R? se skaldrnim souéinem danym

2 1
((z1,22)", (y1,92)) = (w1, 22) ( 11 ) ( :Zi > = 221Y1 + T1Y2 + T2y1 + T2y

(ovéfte, Ze je to skuteéné skaldrni soucin) je posloupnost

i HE))
((0) (3 ))=ao(i1)(3)-en(3)-0.

tedy tvoii ortogonalni bazi. Spocitdme normy vektori a vytvofime ortonormalni

D (D) -
H(_;)H:\/(‘L”(f })(;l)ﬂ/(o,w(‘;):ﬁ

Posloupnost
(o) (%))

je tedy ortonormaélni baze.

Pokud si nakreslime tyto dva vektory jako kolmé vektory jednotkové velikosti a
ostatni vektory kreslime v tomto souradném systému, pak délky a thly pfi daném
skalarnim soucinu jsou bézné eukleidovské délky a thly na obrazku. Tento fakt
dokézeme v tvrzeni 8.49.

A

Priklad 8.45. V prostoru spojitych funkei na intervalu [0, 27] se skaldrnim soudi-
nem

27
(f.9) = fg
0

je mnozina {1,sinx, cosz,sin(2z), cos(2z), ...} ortogonélni. Toto je zdkladni fakt
Fourierovy analyzy, jedné z velmi dilezitych oblasti matematiky. A
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Y
A
2 Y
| £
\ [ L
| - 1
|
< 1 > > T - - - T
1 =L 1 -1 1
L % vz 1 -1 5 7 L

Jednoduchym disledkem definice kolmosti je zobecnéni Pythagorovy véty pro
libovolny skalarni soucin.

Tvrzeni 8.46 (Pythagorova véta). Je-li V vektorovy prostor se skaldrnim souci-
nem (,) a jsou-li vektory u,v € V kolmé, pak plati

2 2 2
[u+v[" = flul|” + [Iv]" .
Diikaz.
[u+v]® = (u+v,u+v)=(wu)+(uv)+(v,u)+(v,v)

Diky kolmosti jsou prostiedni dva &leny nulové, takze viraz je roven |[ul|® + ||v]*.
(]

Iz Ly
u
e Ju+ v
u
v

Indukci lze Pythagorovu vétu zobecnit na libovolny koneény pocet prvki. Je-li
{v1,Va,..., vk} ortogondlni mnozina, pak

Vi v oo Vil ® = [vall® 4 [vell* -+ flvall*

Existuje zobecnéni Pythagorovy véty na nekonecné ortogonalni mnoziny, tzv. Par-
sevalova identita.

8.3.2. Souradnice vzhledem k ortonormdlni bdzi. Soutadnice prvki vektorového pro-
storu vzhledem k ortonormaélni bazi se pocitaji velmi snadno.

Tvrzeni 8.47. Je-li V vektorovy prostor se skaldrnim soucinem (,), B = (v1,...,Vy)
néjakd ortonormdlni bdze ve V a u € V, pak plati

u=(vy,u) vy +{vo,u)vo+ -+ (v, uyv, .
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Jingmi slovy,
[u]B - (<v1;u>ﬂ<V27u>7'-~7<Vnau>)T :
Diikaz. Ozna¢me [u]p = (a1, as,...,a,)", neboli
u=avy+asve +---+a,vy, .

Podobné jako v dukazu linearni nezavislosti ortogonalni posloupnosti nenulovych
vektoru skaldrné vynasobime obé strany zleva vektorem v; a dostaneme

(vi,u) = (v, a1vy + agva + -+ + apvg)
(vi,u) = a1 (v, vi) +ag (v, va) + -+ + ag (v, Vi)
(vi,u) = a; (v, vi) =a;
takze a; = (v;,u). O

Souradnicim vzhledem k ortonormélni bazi se nékdy tika Fourierovy koeficienty
vzhledem k této bazi. Obecnéji z dikazu vidime, ze pro ortogonalni bazi B plati

[u]B<<Vh“> (va,u) <vn,u>> |

=3 =S -
[vall™ - [l [[vnl|

Priklad 8.48. Uréime soufadnice vektoru u = (3 + 4,2,i)7 € C?® vzhledem k
ortonormélni bézi

j ) 2
1({ 7 1 1

B = (v17v2av3) = o 27’ ’ o _1 o _2
3 3 3

2i 2 1

prostoru C? se standardnim skalarnim souéinem.

[uls = (viu, viu, viu)”

1 341 1 341
= g(_ia _in _21) 2 ) g(_Qv _15 2) 2 )
1 1
T

1 3+1
—(2,-2,1 2
3(7 7) Z

T
1 81
= (3(3—7i),—,3(2+3i)) .
Skutec¢né

3+ ) -2 2

1 8 1 1 1
2 =-B=-Ti)-=| 20 |—-=--=| -1 |+=(2+3i)-=[ -2

. 3 3 . 3 3 3
) 21 2 1

A

Vzhledem k ortonormalni bazi pfechazi skalarni soucin na standardni. Presnéji
feCeno, skalarni soucin dvou vektoru je roven standardnimu skaldrnimu soucinu
soufadnic téchto vektord vzhledem k ortonormaélni bézi.

Tvrzeni 8.49. Je-li V vektorovy prostor se skaldrnim souc¢inem (,), B = (v1,va,...,Vy)
jeho ortonormadlni baze, a u,w €V, pak

(w,w) = [u]p[w]s .
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Diikaz. Oznaéme [u]p = (a1, as,...,a,)7, [W]p = (b1,ba,...,b,)7, tedy
u:a1V1+a2V2+~-~+anvn, W:b1V1+b2V2+"'+bnvn.

Pomoci (SL2), (SL1) a ortonormality postupné dostavame

< ZQZVZ,Zb VZ> = z":Z": (a;vi, bjv;)
=1

=1 j=1
n
*E E ab; (v, vj) E a;b; = W]g .
1=1 j=1 =1

O

Tvrzeni ospravedliiuje poznamku z prikladu 8.44 — pokud si nakreslime vektory
ortonorméalni baze jako jednotkové navzajem kolmé vektory a ostatni vektory kres-
lime v tomto souradném systému, pak délky a thly pfi daném skaldrnim soucinu
jsou bézné eukleidovské délky a tihly na obrazku.

Piiklad 8.50. V prostoru R? se skaldrnim soudinem

Y2

p=(5(0) (%))
(Bl ) &\ 2
ortonormalni béze (viz pitklad 8.44). Uvazujme vektory u = (2,3)7 a v = (1,1)T.

Z tvrzeni 8.47 spocteme jejich soufadnice vzhledem k B a pak vypocitame skalarni
soucin podle tvrzeni 8.49.

o= (5 (D) () =5 ()
= (D)) (B - (0)

1 1 3
<U,V>=[U]B'[V]B=E(7,3) \/5( 1 ) =12 .

Stejny vysledek dostaneme pfimo ze vzorce definujici tento skalarni soudin. A

T 2 1
((z1,22)", (y1,92)) = (w1,22) < 11 ) ( i ) = 221Y1 + T1Y2 + T2y1 + T2y

je posloupnost

8.3.3. Kolmost mnoZin. Kolmost mezi prvky vektorového prostoru se skaldrnim
sou¢inem zobecnime na podmnoziny tohoto prostoru.

Definice 8.51. Je-li V vektorovy prostor se skaldrnim soudinem (,) a v € V|
M,N C V, pak fikame, ze prvek v je kolmy na M, pokud v je kolmy na kazdy
prvek z mnoziny M, coz zapisujeme v | M.

Rikéme, ze M je kolmd na N a zapisujeme M L N, pokud kazdy prvek mnoZiny
M je kolmy na kazdy prvek mnoziny N.

Pozor, podle této definice sténa neni kolmé na podlahu — ne vSechny vektory
stény jsou kolmé k vektortim podlahy. Jako snadné cviceni si rozmyslete, Ze je-li
mnozina M kolmé na mnozinu N, pak v jejich priniku muze byt pouze nulovy
vektor.

Jednoduchym disledkem definice je nasledujici pozorovani.
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Tvrzeni 8.52. Je-li V vektorovy prostor se skaldrnim soucinem (,) a M,N C 'V,
pak M L N prdvé kdyz M L LO{N}, a to nastane pravé kdyz LO {M} L LO{N}.

Diikaz. Dokézeme ekvivalenci prvnich dvou tvrzeni. Predpokladame tedy M 1 N.
Je-li x € M ay € LO{N}, existuje vyjadieni y = aqu; + agus + -+ - + aguy pro
néjaké prvky uj,us,...,ur € N a skalary aq,ao,...,a;. Potom

(x,y) = (x,a1u; + agug + - - + apuy)

=a1 (x,u1) +az({x,uz) + - +ag(x,u;) =0 .

Proto M L LO {N}. Opacnd implikace je zfejmd. Ekvivalence druhych dvou tvrzeni
plyne z ekvivalence prvnich dvou. O

Dokazané tvrzeni se zejména pouziva v situaci, kdy chceme ovéfit, ze néjaky
vektor v € V je kolmy na podprostor W < V. Podle tvrzeni k tomu stac¢i ovérit,
Ze v je kolmy na vSechny vektory z néjaké mnoziny generatort podprostoru W.

8.3.4. Ortogondlni doplnék. Nejvétsi mnozina prvki kolma na danou mnozinu M C
V' v vektorovém prostoru se skalarnim soucinem se nazyva ortogondlni doplnék.

Definice 8.53. Je-li V prostor se skaldrnim souéinem (,) a M C V, pak ortogo-
ndlni doplnék M~ mnoziny M je mnoZina vSech prvki V kolmjch na kazdj prvek
M, tj.

M+ ={veV:v.LM}.

Podle definice M je kolméa na M=+ a M~ je nejvétsi takova mnozina vzhledem k
inkluzi. Dalsi jednoduché vlastnosti ortogonalniho dopliku jsou:

Tvrzeni 8.54. Je-li V prostor se skaldrnim soucdinem (,) a M,N CV, pak plati
(1) M*+ = (LO{M})",
(2) M+ je podprostor V,
(3) je-li M C N, pak N+ C M+,

Diikaz. Plati v € M+ pravé kdyz v L M coz je pravé kdyz v L LO{M} podle
tvrzeni 8.52, a to je pravé kdyz v € (LO {M})=.

K ditkazu (2) sta¢i ovéfit, ze ortogonalni doplnék M~ je neprazdny a uzavieny
na s¢itani a nasobeni skalarem. Je neprazdny, protoze obsahuje nulovy vektor. Je-li
u,v € M+, plati pro kazdé w € M, 7e u L wav L w, atedy (w,u+v) =
(w,u) + (w,v) = 0, coz dokazuje u + v € M*. Podobné lze dokizat uzavienost
M+ na skalarni nasobky.

Stejné snadné je ovéiit (3). Je-li v € Nt plativ L N D M, tj. také v L M a
tedy v € M+, (]

Priklad 8.55. V R? se standardnim skalarnim soudinem, je-li (u, v) linedrné neza-
visla posloupnost vektorii, pak ortogonélni doplnék mnoziny M = {u, v} je pfimka
kolma na rovinu LO {u, v}. Ortogonalnim doplitkem nenulového vektoru (nebo jeho
linedrniho obalu) je rovina. Intuitivné jsou tato trvzeni zfejma, formélné je lze zdb-
vodnit pomoci véty 8.74. A

Piiklad 8.56. Urcéime ortogonalni doplnék roviny U = LO {(1, 2,5)7 (0,1, 1)T)}
v prostoru R3 se standardnim skaldrnim sou¢inem. Podle (1) je U1 rovna mnoziné
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v8ech vektoril x kolmych na oba generatory, tj. mnoZiné vektort, pro které (1,2,5)x =
0a (0,1,1)x = 0. Maticové

(o3 7)=(5)

Hledame tedy feseni homogenni soustavy s matici, jejiz fadkové vektory jsou gene-
ratory U,

Ut = Ker <

= N

-3
1 5 )

=LO -1

0 1 )

A

V prikladu jsme vidéli, ze k uréeni ortogonalniho dopliku mnoziny vektori
M = {vy,va,..., v} (nebo podprostoru LO {M}) v aritmetickém vektorovém pro-
storu R" se standardnim skalarnim sou¢inem sta¢i napsat vektory vi, vl ... ,vg
do fadkd matice A a vyTesit prislusnou homogenni soustavu. Toto pozorovani lze

maticoveé zapsat
{v1,..., 0} = (Im A7) =Ker 4 .

Vlastné jsme jen zopakovali Gvahu z prikladu 8.7, kde jsme nahlédli, ze feseni
homogenni soustavy rovnic Ax = o jsou pravé vektory kolmé na vSechny fadky
matice A (ekvivalentné na vSechny prvky fadkového prostoru matice A).

V C" se standardnim skaldrnim soucinem je jesté tieba pridat komplexni sdru-
Zovani:

(ImA*)* =Ker A .

Cili Ker A je rovno ortogonalnimu doplitku komplexné sdruzenych fadkt matice A.

Obecnéji, poc¢itame-li vzhledem k ortonormaélni bazi, pak skalarni soucin se chova
jako standardni (viz tvrzeni 8.49), takZe ortogonalni doplnék mnoziny vektorii
miizeme spocitat podobné.

Tvrzeni 8.57. Necht'V je konecné generovany prostor se skaldrnim soucinem (),
B jeho ortonormdlni bdaze, M = {v1,va,...,vi}. Oznacime A matici s Fadky [v1]},
Vol ..., [Vi]g. Pak

[Mt]p =Ker A .

Diikaz. Z definice vyjadieni podmnoziny vzhledem k bazi, definice ortogonalniho
dopliiku a tvrzeni 8.49 mame

[M*)p = {[u]p :ue M} = {[u]p : (vi,u) = (va,u) = - = (vg,u) = 0}

={lulz : Wi]plulp = [valp[ulp = - = [Vi]p[u]p = 0}
={x:Ax=o0}=Kerd .

Priklad 8.58. V C? je dan skaldrni soucin (,) takovy, Ze baze

1 1 1
B = 1
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je ortonormaélni. Uréime ortogonalni doplnék N piimky LO {v}, kde
3
v = 142
)

Soufadnice vektoru v vzhledem k bazi B je

Z vlastnosti (1) v tvrzeni 8.54 vyplyva, Zze N je rovno ortogonalnimu doplitku
mnoziny {v}. Vyjaddfeni N v bazi B je proto podle tvrzeni 8.57 rovno

-1 -1
[N]p =Ker(111)=LO o |,| 1 ,
1 0
takze
1 1 1 1
N=LO{v} " =10 —| i |+ o0 |, = i |+ 1+
1 0 1 0
0 0 0 0
= LO —i |, 1 =LO O I
—i —i 1 —i

A

K ortogonalnimu doplitku se vratime po vété 8.69 o existenci ortonormalni baze
konec¢né generovaného prostoru.

8.4. Ortogonalni projekce a ortogonalizace. Nyni se sezndmime s pojmem or-
togonalni (pravouhlé, kolmé) projekce vektoru na podprostor. Tato projekce je v
jistém smyslu nejlepsi aproximaci daného vektoru v podprostoru, ¢ehoz se vyuziva
goritm v linedrni algebfe — Gramovy-Schmidtovy ortogonalizace. Jeho dulezitost
je srovnatelna s Gaussovou eliminaci.

8.4.1. Ortogondlni projekce.

Definice 8.59. Je-li V vektorovy prostor se skaldrnim souinem (,), veV a W
podprostor V, pak prvek w € W nazyvame ortogondlni projekce vektoru v na
podprostor W, pokud plati (v — w) L W, ekvivalentné (v — w) € W+.

Z definice snadno odvodime, ze pokud v € W, pak ortogonalni projekci w na W
je vektor w = v. Plati totiz v—-—w =0 L W.

Vektor v — w budeme nékdy nazyvat kolmice vektoru v na podprostor W, nebo
také chybovy vektor aproximace vektoru v v podprostoru W.

OBRAZEK

Nésledujici véta o aproximaci je jednoduchym, ale velmi dualezitym, dasledkem
Pythagorovy véty. Dokazuje intuitivné pochopitelny fakt, ze ortogonalni projekce
vektoru na podprostor je, pokud existuje, urcend jednoznacné a minimalizuje vzda-
lenost vektoru v od vektortd podprostoru W.
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Véta 8.60. Je-li W podprostor vektorového prostoru V se skaldrnim soucinem (),
v € V a w ortogondlni projekce prvku v na podprostor W, pak pro kazZdy prvek
w £ ue W plati

v —w| <[v—-u] .
Ortogonalni projekce vektoru v na podprostor W je urcéena jednoznacné, pokud
existuje.

Diikaz. Protoze w je ortogondlni projekce v na W, je (v —w) L W, specidlné plati
(v—w) L (w —u), protoze vektor w — u lezi v W jakozto rozdil dvou vektort v
W. Podle Pythagorovy véty plati

2 2 2 2 2
v—ul" = (v-w)+(w-u)|" = v -w["+[w—ul]" > [v-w|",

kde posledni nerovnost plyne z w — u # o.
Kdyby oba vektory w,u € W byly ortogonalnimi projekcemi v na W, platilo by
podle pravé dokazaného

v —wl <|v-u|<[v-w|,

coz nelze. Ortogonalni projekce v na W je proto urcena jednoznacné. [

OBRAZEK 76. Dukaz véty o aproximaci

Ve smyslu predchozi véty je ortogonalni projekce w vektoru v na podprostor
W nejlepsi aproximaci vektoru v v tomto podprostoru. M4 totiz nejmensi normu
chybového vektoru v — w mezi vSemi moznymi vektory z w € W.

Kdy ortogonalni projekce existuje a jak ji hledat? Néasledujici tvrzeni ukazuje,
ze ortogonalni projekce na W existuje, pokud ve W mame konec¢nou ortonormalni
bazi. Navic poskytuje jednoduchy vzorec na jeji vypocet. Pozdéji uvidime, ze kazdy
koneéné generovany prostor se skaldrnim soudinem méa (koneénou) ortonormalni
bazi, takze v libovolném prostoru se skalarnim soudinem existuje ortogonalni pro-
jekee libovolného vektoru na libovolny konecné generovany podprostor.

Tvrzeni 8.61. Je-li V vektorovy prostor se skaldrnim soucinem (,), vV, a W
konecné generovany podprostor prostoru’V s ortonormdini bdzi B = (uy, g, ..., ux)7,
pak prvek

w=(ug,viu; +{(ug,v)ug +--- + {(ug, vyug ,

je ortogondlni projekci vektoru v na podprostor W.
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Jingmi slovy, ortogondlni projekci vektoru v na podprostor W je vektor w se
souradnicemi

Wl = ((u1,v), (ug,v), -, (up,v))" .

Diikaz. Libovolny prvek w podprostoru W muzeme vyjadrit jako linearni kombi-
naci prvkl ortonormélni baze (uj,us,...,ux). Prvek

W = aiUuy + aoU2 + - - - + apug

je podle definice ortogonalni projekci prvku v na podprostor W = LO {uy, ua,...,u;}
pravé kdyz je prvek v —w ortogonalni ke kazdému prvku podprostoru W a to podle
tvrzeni 8.52 nastava pravé kdyz je ortogonalni ke kazdému prvku u;. Pro kazdé
i=1,2,...,k je prvek u; kolmy k prvku v — w pravé kdyz

0= (u;,v—w)=(u;,v)—(u,w)

= (u;,v) — (u;,a1u; + aguy + - - - + apug)
= (u;,v) —ay (uj,u) —az (w;, uz) — - —ag (u;, ug)
= <ui7v>_ai<ui7ui> = <ui7v>_ai ’

tj. pravé kdyz a; = (u;, v). a

Vsimnéte si, Zze vzorec pro vypocet ortogonalni projekce na podprostor s orto-
normalni bazi je stejny jako vzorec z tvrzeni 8.47 pro souradnice prvku vzhledem
k ortonormaélni bazi. Tvrzeni 8.47 je specidlnim piipadem pfedeslého tvrzeni, kdy
V=w.

Pokud béze (uj,ug,...,u) v podprostoru W neni ortonormalni, ale pouze or-
togonalni, napfed ji normalizujeme

uy u2 Ug

[ fag]l ™ [l

a pak pouzijeme predchozi tvrzeni. Dostaneme tak vyjadfeni ortogonalni projekce
w prvku v na podprostor W ve tvaru

u u u u u u
w< 1 ,v> 1 +< 27V> 2 +...+< kvv> k
a7 fhaalf -\ faef]” /el l[aell™ /" fal]

_<111,V> <u2,v>u2+_”+<uk‘7v>

- 2 1 2 2
[[aa | [Jas|| [[a ||
Dokéazali jsme tak nasledujici disledek.

Dausledek 8.62. Je-li V wektorovy prostor se skaldrnim soucinem {,), v €V, a

W konecéné generovany podprostor V s ortogondlni bdzi B = (uy,ua, ..., ), pak
prvek
up, v uz, v ug, v
w o bw 2>u1+< 2 2>u2+...+< k 2>uk
[Jaa | [[uz| ([ a |

je ortogondlni projekci vektoru v na podprostor W.

Pomoci soutadnic vzhledem k ortogonalni bazi B posledni disledek zapiseme ve

tvaru
] = <<ul,v> (mv) <uk,v>)

20 20 ’ 2
[ua ™ Jlug]] [l
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V ptipadé podprostoru W = LO {u} dimenze 1 dostavame projekci w libovol-
ného prvku v € V na podprostor LO {u} jako

_ (u,v)

- 2
[[u

To odpovidé zavéru prikladu 8.3.

Piiklad 8.63. V aritmetickém prostoru R? se standardnim skaldrnim soudinem
je ((1,1,2)7,(2,0,—1)T) ortogonalni posloupnost. Ortogonalni projekce w vektoru
v = (1,2,3)” na rovinu W = LO {(1, 1,2)T, (2,0, —I)T} je tedy

wo @2t () eo-na2yt (2
B (17172)(1a172)T 2 (27 7_1)(2a0’_1)T —1

1 2 11

BN B R N

2 -1 32

Jde skutecné o ortogonalni projekci vektoru v na podprostor W, protoze chybovy
vektor v—w = %(71, 5,—2)T je kolmy na oba dva generatory (1,1,2)7, (2,0, —1)7
prostoru W.

Vektor w je podle véty 8.60 ten jednoznacné urceny vektor v W, pro ktery je
chyba ||v — w|| nejmensi mozna. A

Priklad 8.64. V R2 se skaldrnim soucinem

T 2 1
((z1,22)", (y1,92)) = (w1,22) < 11 ) ( 5; ) = 221Y1 + T1Y2 + T2y1 + T2y

je ortogonalni projekce vektoru v = (1,0)7 na pfimku LO {(0, 1)T} rovna

2 1 1
D 50
2 1 0 1 o 1
o (T 1)(Y)
Skutecns, chybovy vektor v — w = (1, —1) je kolmy na (0,1)7, protoze

(D)5

Piiklad 8.65. Najdeme nejlepsi aproximaci funkce 2 ve tvaru a+bsinx + ccos x
(kde a,b,c € R) ve smyslu, ze

W =

A

/ (2* = (a+bsinz + ccosav))2 dx

je co nejmensi.

Protoze
s s T
O:/ sina:dx:/ cosxda::/ sinzcoszdr ,
—T —T —T
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je posloupnost funkei (1,sinx,cosx) ortogonalni. Hledana nejlepsi aproximace je
funkce 22 je tedy
[T a*da J7_2*(sinz) dx [T _a?*(cosz) dx

[ 1lda . J7 (sinz)?dx s S (cosw)? da

-cosx ~ 3.29 —4cosx

A

8.4.2. Gramova-Schmidtova ortogonalizace. Nyni dokadzZeme, ze v kazdém koneéné
generovaném vektorovém prostoru se skalarnim soucinem existuje ortonormalni
baze. Existenci ortonormalni baze dokazeme pomoci algoritmu, kterému se fika
Gramova-Schmidtova ortogonalizace.

Tento algoritmus dostane na vstupu néjakou linedrné nezavislou posloupnost

(Vi,Va, ..., VL)
prvkd vektorového prostoru V se skalarnim soucinem. Na vystupu vyda ortonor-
malni posloupnost
(ug,ug,...,ug)
prvkid prostoru V, ktera spliiuje podminku
LO{uj,uy,...,u;} =LO{vy,va,...,v;}

pro kazdé i =1,2,... k.
Popiseme variantu Gramovy-Schmidtovy ortogonalizace s prubéznym normovéa-
nim. Prvni krok je jednoduchy — normalizujeme vektor vy, tj. polozime
Vi

ur =
F vl

pak plati také LO {u; } = LO {v;}. Z pfedpokladu linedrni nezavislosti posloupnosti
(v1,...,Vg) vyplyva, Ze vektor v; je nenulovy, takZze normalizaci mizeme provést.
V dalsich krocich provadime postupné pro ¢ = 2,3, ..., k nasledujici operace.
(ia) ortogonalizace: najdeme kolmici vektoru v; na podprostor LO {uy,...,u;_1}.
Podle tvrzeni 8.61 ji mtzeme vypocitat vztahem

Vi, —W; =V; — <u1,Vz‘> u; — <1l27Vz'> Uz — -+ — <ui—17Vz‘> U;—1,

kde w; znadci ortogonalni projekci vektoru v; na dany podprostor;
(ib) normalizace: polozime

V; — W;
wy=——-:".
C v —wal|
™
B W = (u,uz) = (vi,va)
; z
ug
W3

ug

OBRAZEK 77. Krok (3a)
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Ovéfime, Ze algoritmus funguje, tj. Ze algoritmus probéhne (to v nasem pfipadé

znamend, Ze v (ib) nikdy nedélime nulou) a ze vyslednd n-tice (uy,...,u,) je orto-
normalni posloupnost spliiujici LO {uy, ua, ..., u;} = LO{vy,va,...,v;} pro kazdé
i=1,2,...,k. To dokadzeme indukci.

Predpokladejme, ze jsme jiz spocitali prvnich i — 1 vektort uy,...,u;_1, které
tvori ortonormalni posloupnost takovou, ze LO {uy,ua, ..., u;—1} = LO{vy,va, ..., vi_1}.

V kroku (ia) je vektor v; —w; kolmy na vSechny vektory v LO {uy,...,u;_1} podle
definice ortogonalni projekce a kolmice. Specidlné je tento vektor kolmy na vek-
tory uy,...,u;_1, které jsou také navzajem kolmé podle indukéniho ptredpokladu.
Posloupnost (uy,...,u;—1,v; — w;) je tedy ortogonalni.

Zdivodnime, ze vektor v, — w; nemuze byt nulovy. V opac¢ném piipadé je v; =
w;, neboli ortogondlni projekce vektoru v; na podprostor LO {uy,...,u;—1} =
LO{v1,...,v;—1} (indukéni pfedpoklad) je rovna v;. To znamend, Ze v; v tomto
podprostoru lezi, coz je spor s linedrni nezavislosti (vi,...,v;).

Protoze je vektor v; — w; nenulovy, jeho norma je rovnéz nenulova a normalizaci
v kroku (ib) muzeme provést. Nyni vime, Ze (uy,...,u;) je ortonormalni a zbyva
OVéTit rovnost

LO{ul,ug,...,ui} =LO {Vl,Vg,. --7Vi}

Ovérime nejprve inkluzi C — staci oveérit, ze vektory uy, ..., u; lezi v linearnim obalu
napravo. Z indukéniho pfedpokladu vime, ze LO {uy,...,u;—1} = LO{vy,...,v;_1}.
Speciélng, kazdy z vektort uy, ..., u;—; lezi v LO{vy,...,v;}. Vektor u; je, jak vi-
dime z jeho vypoctu, linedrni kombinaci v;, uy, ..., u;_1. Lezi proto také v LO {uy, ..
LO {Vl, RN 7V7;,17V7;}.

Dtkaz opacné inkluze je rovnéz snadny. Vektory vi,...,v;_1 lezi v linedrnim

S, v C

obalu vlevo diky indukénimu pfedpokladu, vektor v; diky vyjadieni v; = ||v; — wy|| u;+

w;, ve kterém oba vektory u; a w; v linedrnim obalu LO {uy, ..., u;} zfejmé lezi.
Dokazali jsme nasledujici vétu.

Véta 8.66. Gramova-Schmidtova ortogonalizace prevede libovolnou linedrné nezd-
vislou posloupnost (v1,va,...,vy) prokd vektorového prostoru se skaldrnim souci-
nem na ortonormdlni posloupnost (g, g, ...,uy), pro kterou plati

LO{ui,uz,...,u;} =LO{vi,va,..., v}
pro kazdé i =1,2,... k.

Pokud chceme najit pouze ortogonalni bazi, sta¢i vynechat v algoritmu kroky
(ib). V takovém piipadé hleddme ortogonalni projekci w; vektoru v; na podprostor
LO{uj,us,...,u;_1} s ortogonalni bazi (uy,us,...,u;-1) a k jejimu vypoctu mu-
sime pouzit dtsledek 8.62 misto tvrzeni 8.61. Vypocétu norem vektort v; — w; se
tim ale nevyhneme (s vyjimkou toho posledniho).

Priklad 8.67. V podprostoru
W =LO {v1,v2,v3} =LO{(1,2,0,1)",(1,-1,1,0)",(0,1,1,3)"}

prostoru R* se standardnim skaldrnim souc¢inem najdeme ortonormélni bazi uj,
ug, uz. Pouzijeme Gramovu-Schmidtovou ortogonalizaci na posloupnost vektor
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(v1, va,v3). Postupné pocitame

1
vy 1 2
mw =+ = —= ,
[val V6| O
1
1 1 1
1 -1 1 2 1| 2
W2_<U17V2>m_76(172’0’1) 1 % o =751 o 7
0 1 1
1 1 7
-1 2 1 —4
0 1 1
7
Vo — W3 1 —4
Uy — frg
27 ve—wo| — VIO2 | 6
1
w3 = (ug,v3)us + (uz,vs) uz
0 1 0 7
1 1 1 2 1 1 1 4
=—(1,2,0,1 — + ——(7,-4,6,1 P
\/6( ) LIVve| o0 102( ) 1 102 6
3 1 3 1
1 7 120 4
T T LT I (P e (U T (-
6| 0 102 6 102 30 | 17| 1]
1 1 90 3
0 4 -5
va—wa | L2200 4 =2
S A S I T O B IR T I
3 3 9
-5
V3 — W3 1 -2
u3 = =
P va—ws|  viIo| 3
9
Ziskali jsme tak ortonormélni posloupnost
1 7 -5
1|2 [ 1 [ -2
vel 0 ["vioe| 6 | vio| 3 ’
1 1 9

ktera je ortonormalni bazi podprostoru W = LO {(17 2,0,1)",(1,-1,1,0)7, (0, 1,1, 3)T}.
A
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Pri feseni predchoziho pfikladu jsem neovérovali predpoklad, ze dana posloup-
nost (v1, ve, vs) je linedrné nezavisla. Neni to nutné, protoze algoritmus pro Gramovu-
Schmidtovu ortogonalizaci sdm poznd, je-li néktery z danych prvka v; linedrné
zéavisly na pfedchozich. Pokud by takovy prvek v; existoval, pro prvni z nich by
platilo

v; € LO {V17V2, . ;Vi—l} =LO {ul, uz,..., ui_l} .
Ortogondlni projekce w; prvku v; na podprostor LO {uy,us,...,u;_1} by se rov-
nala v; a rozdil v; —w; by byl nulovy vektor. V kroku (ib) by se algoritmus ozval, Ze
ma délit ¢islem 0, a zastavil by se. Gramovu-Schmidtovu ortogonalizaci tak mtizeme
pouzit ke zjisténi, je-li néjaké posloupnost (vi,va, ..., vy) prvki vektorového pro-
storu se skaldrnim soucinem lineadrné zavisla nebo nezavisla.

Dalsi priklad ukazuje ortogonalizaci v prostoru funkci.

Priklad 8.68. V prostoru realnych polynom se skaldrnim souc¢inem ( f, g) = fol fg
budeme ortogonalizovat posloupnost (vi,vs,v3) = (1,z,22). Zaroven spocitdme
ortogonalni projekci vektoru 22 na podprostor LO {1, 2}, neboli aproximaci vektoru
22 funkei tvaru a + bz, kteréd je nejlepsi vzhledem k danému skaldrnimu souéinu.

V1 1

Tl e

Wy = (U, vo) Uy = (/01(1-33)(1:1:) .1:% :

up 1=1

)

1
V27W2:£E7§,
1
— I‘_7
u; = Va— W2 - 2 =2V3x—V3 .
[va — wa| fo (z— %)2 dr

ws = (uy,v3)us + (ug, vs) us
- (/01(1~:1:2)d:1:>1+ (/01 (2\/§x—\/§)w2dx) (2v3z - v3) =x—% ,

2

V3 — W3 =2 —x—l—g,
2 1 2 1
V3 — W3 T —T+ g Tr-xr+ g f— 1
u3:||V3—W3H: L2 612 B 1 " 30(x2—a;+6 .
Jo @2 —a+3) da 30

Ziskali jsme tak ortonormalni bazi

<1,2\/§x—\/§,m<x2—x+é>>

prostoru LO {17 T, xz} polynomu stupné nejvyse 2.
Ortogonélni projekce (a hledani aproximace) vektoru vs = x? na podprostor
LO{1,2} =LO{vy,v2} = LO{uy, us} je vektor

wg=x—1/6 .
Chybovy vektor, tj. rozdil vs — ws je 22 — x + %, jeho velikost je 4/1/30.



284 LIBOR BARTO A JIRI TUMA

—
=
N

\
—_

Ll L S L [V

y
Al
e
ol
el
=
—
N
Y
S

OBRAZEK 78. K piikladu 8.68

Z véty 8.66 dostavame ihned dva dilezité dusledky.

Véta 8.69. Je-li W podprostor konecné generovaného vektorového prostoru V se
skaldrnim soucinem, pak kazdou ortonormdlni (ortogondlni) bdzi v podprostoru W
lze doplnit na ortonormdlni (ortogondlni) bazi celého prostoru V.

Specidlné, v kazdém konecné generovaném vektorovém prostoru se skaldrnim sou-
¢inem existuje ortonormdlni bdze.

Dikaz. Necht (uj,us, ..., u;) ortonormdlni bdze W. Tuto linedrné nezavislou po-
sloupnost mizeme doplnit vektory viyi,...,v, na bazi V (viz dtsledek 5.64).
Gramova-Schmidtova ortogonalizace z posloupnosti (ui,ua,. .., Wk, Vit1,...,Vy)
vytvoti ortonormélni posloupnost, pficemz prvnich k prvki nezméni. (Mtizeme ji
také ,spustit* az od (k + 1)-niho cyklu).

Totéz udélame v piipadé pouhé ortogondlni béaze (uy,us,...,ux) podprostoru
W, Gramovu-Schmidtovu ortogonalizaci pouZzijeme bez normalizac¢nich kroki (ib).
O

Druhym dusledkem je nésledujici véta, kterd formalizuje intuitivni tvrzeni, Ze
kazdy konecné generovany vektorovy prostor se skaldrnim soucinem je ,,v podstaté
stejny“ jako aritmeticky vektorovy prostor se standardnim skaldrnim soucinem.

Véta 8.70. Je-li V vektorovy prostor dimenze n nad R (nebo nad C) se skaldrnim
soucinem { ), pak existuje izomorfismus f : V. — R"™ (nebo f: V — C"), pro ktery
plati

(u,v) = f(u)- f(v)
pro kazdé dva prvky u,v € V.

Diikaz. V prostoru V zvolime ortonormélni bazi B a definujeme f predpisem f(u) =
[u]g. Podle tvrzeni 6.29 je f izomorfizmus mezi V a R™ (nebo C"). Podle tvr-
zeni 8.49 plati

*

(u,v) = [u]p [v]p = f(u)- f(v) .
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Gramova-Schmidtova ortogonalizace obecné neni numericky stabilni. Jeji stabi-
litu lze vylepsit tak, ze jednotlivé algebraické operace pii vypoctu délame v jiném
poradi, ale tak, aby se vysledek nezménil. Tomu se ¥ikd modifikovand Gramova-
Schmidtova ortogonalizace. Existuji i jiné numericky stabilni ortogonaliza¢ni po-
stupy, napfiklad algoritmus vyuzivajici Householderovy transformace, nebo algo-
ritmus vyuzivajici Givensovy rotace.

Piiklad 8.71. V aritmetice se zaokrouhlovinim na t¥i platnd mista vyjde Gramovo-
Schmidtovou ortogonalizaci (vzhledem ke standardnimu skaldrnimu sou¢inu v R3)

1 1 1
100732 |, 1073 |, 0
1073 0 1073
posloupnost
1 0 0
103 |, 0 , | —0,709
1073 -1 —0,709
Druhy a tteti vektor prilis kolmé nevysly. Je to zpusobené tim, ze puvodni vektory
jsou skoro rovnobézné. A

8.4.3. QR-rozklad. QR-rozklad je maticova formulace Gramovy-Schmidtovy orto-
gonalizace v aritmetickych vektorovych prostorech se skaldrnim souc¢inem. Ze vzorce
pro Gramovu-Schmidtovu ortogonalizaci vidime, Ze puvodni vektory v; lze vy-
jadrit jako linedrni kombinaci vektora ui,us,...,u;, které jsou navzijem orto-
gonalni a jednotkové. Pouzijeme-li tento fakt na linedrné nezavislou posloupnost
(v1,Va,...,vg) redlnych (nebo komplexnich) n-slozkovych aritmetickych vektort,
ziskdme vyjadfeni matice A = (v1|va|...|vk) jako soudinu matice (up|uz|...|ug) s
ortonormélni posloupnosti sloupcti a horni trojihelnikové matice fadu k. Tomuto
vyjadreni fikdme QR-rozklad. Pozdéji v tvrzeni 8.86 ukazeme, ze QR-rozklad regu-
alni matice je jednoznacny.

Tvrzeni 8.72 (o QR-rozkladu). Je-li A redlnd nebo komplexni matice typu n x
k s linearné nezdvislou posloupnosti sloupcovych vektori, pak existuje matice Q
typu n X k nad stejngm télesem s ortonormdlni posloupnosti sloupci (vzhledem
ke standardnimu skaldrnimu soucinu) a horni trojihelnikovd matice R Fadu k s
kladnymi redlngmi proky na hlavni diagondle takova, Ze plati A = QR.

Dikaz. Oznaéime (vi, ..., V) posloupnost sloupcovych vektori matice A. Na tuto
posloupnost provedeme Gramovu-Schmidtovu ortogonalizaci, tj. oznac¢ime pro ka-
7déi=1,2,...k
w; = (ug, vi)ug + (ug, vi)ug + -+ (i1, vi) w1,
V; — W;
w=—-.
[[vi — wi
7 toho ziskdme vyjadfeni
V; = ||Vz — WzH u; + W,
= [|vi = wilu; + (ug, vi) ug + (ug, vi) ug + -+ (w_g, Vi) uy g

=(u,vi)w + (ug, vi)us + -+ (w1, vi) Wim1 + ||vi — w|us



286 LIBOR BARTO A JIRI TUMA

coZ muzeme maticové zapsat ve tvaru

||V1—W1|| <U1,V2> <111,Vk>
0 HVQ—WQH <112,Vk>
(vilval...|vi) = (wi]...|up)
0 0 ||Vk—Wk||

Provadime-li Gramovu-Schmidtovu vzhledem ke standardnimu sou¢inu, dostavame
pozadovany rozklad

[lvi — wq]| ujva . ujvy
lve — waol ... usvy
(vi|va|...|vk) = (uq]...|ug)
0 0 ||Vk _Wk”

Priklad 8.73. Vypoditame QR-rozklad realné matice

1 1 0
2 -1 1
A= (Vl‘V2|V3) = 0 1 1
1 0 3

Gramovu-Schmidtovu ortogonalizaci posloupnosti sloupcovych vektorti (v, v, v3)
v aritmetickém prostoru se standardnim skalarnim soucinem jsme spocitali uz v
prikladu 8.67. Nasli jsme tam ortonormalni posloupnost

1 7 -5

) — | L[ 2 1 [ -4 1| -2
1,42, U3) — \/6 0 ) /7102 6 ) /7119 3
1 1 9

7 vypoctu také mizZeme vycCist vSechny prvky matice R z dikazu predchozi véty.
Dostaneme

1 1 0 1/vV6  7/V/102 —5/v/119

2 —1 1 2/vV6 —4/v/102 —2/v/119 \(/)6 &%\ﬁ 5%\{%
0 1 1 0 6/v/102  3/4/119 0 0 4yII0/17
1 0 3 1/vV6  1//102  9/4/119

A

QR-rozklad lze pouzit p¥i feseni realnych (komplexnich) soustav linedrnich rovnic
Ax = b s danou regularni matici A a riznymi vektory pravych stran b podobnym
zpusobem, jakym lze pouzit LU-rozklad. Spo¢teme QR-rozklad matice A = QR.
ProtoZe @ mé ortonormdlni posloupnost sloupci, plati Q*Q = I,, (viz pfiklad 8.43),
takze Q* = Q~! , protoze Q je &tvercova. Rovnici Ax = b prepifeme do tvaru
QRx = b a vynisobime Q* = Q. Soustava

Rx=Q"b
ma horni trojihelnikovou matici, mizeme ji proto vyfesit zpétnou substituci. Algo-
ritmus pro QR-rozklad je numericky stabilnéjsi nez Gaussova eliminace, kterd vede

na LU-rozklad. Vyzaduje ale zhruba n® aritmetickych operaci, coz je tiikrat vice
nez vypocet LU-rozkladu.
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8.4.4. Vliastnosti ortogondlniho doplnku. Dalsimi disledky existence ortonormélni
baze konecné generovanych prostort se skaldrnim souc¢inem jsou vlastnosti ortogo-
nalniho dopliiku shrnuté v nasledujici vété.

Véta 8.74. Necht V je vektorovy prostor se skaldrnim soucinem {,) a W je ko-
necné generovany podprostor V. Pak plati
1) V=WaoWw,
(2) (W)t =w.
(3) Kazdy vektor v € V md jednoznacné uréenou ortogonalni projekci na W a
také jednoznacéné uréenou ortogondlni projekci na W,
(4) Je-li V konecné generovany prostor dimenze n, pak dim(W1) = n —
dim(W),

Dikaz. Podle véty 8.69 existuje ortonormalni baze prostoru W (se skaldrnim soudi-
nem zdédénym z prostoru V). Zvolme tedy néjakou ortonorméalni bazi (wq, ..., wg)
prostoru W, tj. dim W = k.

(1). Pro kazdy vektor v € V existuje podle tvrzeni 8.61 ortogonédlni projekce w
na podprostor W. V sou¢tu v = w + (v — w) je prvni vektor z W a druhy vektor z
W, To ukazuje, ze V = W + W+. Navic W je kolmy na W+, takze jejich jedinym
spoleénym vektorem je o (viz pozndmka za definici 8.51 ortogonédlniho dopliiku).
Plati tedy W N W+ = {o} a W + W+ =V, coz zapisujeme jako V =W @ W+.

(2). Podprostor W je kolmy na W+, takze W je podmnozinou (W+)+. K ditkazu
druhé inkluze uvazujme libovolny vektor v € (W), a snazme se ukazat v € W.
Jako v prechozim bodu, vektor v ma ortogonalni projekci w na W. Podle definice
ortogonalni projekce je v.— w € W+, specialné w L (v — w), protoze w € W.
Vektor v € (W) je kolmy na kazdy vektor z W+, plati tedy v L (v — w). Nyni

[v-w|?=(v-w,v—w)=(v,v—w)— (w,v—w)=0-0 ,

z ¢ehoZ plyne v — w = o, protoze skalarni soudin je pozitivné definitni. Ukazali
jsme v =w € W, jak jsme chtéli.

(3). Jednoznaénost ortogonalni projekce vektoru v € V byla dokézana ve vété 8.60,
existence ortogonalni projekce w vektoru v na W v tvrzeni 8.61. Vektor v — w lezi
v prostoru W+. Protoze v — (v —w) = w € W = (W)L podle pfedchoziho bodu,
je v — w ortogonalni projekeci vektoru v na podprostor W=,

(4). Z véty o dimenzi souctu a priiniku 5.103 a bodu (1) spocitame

dim W+ = dim(W + W) + dim(WN W) —dimW = dim(V)+0—k=n—k .
0

Ve vété se predpoklada, ze podprostor W je konecné generovany, ale V byt
konecné generovany nemusi. To odpovidad naptiklad situaci z prikladu 8.65, kde V
je prostor spojitych funkci a W je podprostor generovany kone¢né mnoha spojitymi
funkcemi. Predpoklad, ze W je konecné generovany nelze vynechat, viz cviceni.

Jedno pozorovani u¢inéné v dikazu véty si zaslouzi zdaraznit. Ortogonalni pro-
jekce w vektoru v na prostor W déava rozklad

v=w+(v-w), kdewecW a (v—w)ecW
a kolmice — vektor v —w — je zaroven ortogondlni projekci vektoru v na podprostor
Wi
Dokéazana véta nam také umoznuje zduvodnit tvrzeni v prikladu 8.7 o interpre-
taci feSeni soustavy linearnich rovnic Ax = b nad redlnymi ¢isly. V piikladu jsme
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Wt Yy

si v8imli, Ze vektor x je smérovym vektorem mnoziny feSeni (tj. x € Ker A) pravé
tehdy, kdyz je kolmy ke vSem fadkovym vektorim matice A. To nastane praveé
tehdy, kdy? je kolmy k fadkovému prostoru. Maticové zapsano, Ker A = (Im A7)+,
Z bodu (2) nyni také mame

Im A" = ((Im AT)1)+ = (Ker A)* |

slovy, vektor je kolmy ke vSem prvkum Ker A pravé tehdy, kdyz lezi v linedrnim
obalu fadkt matice A. Jesté trochu jinak, normélové vektory mnoziny vSech feseni
soustavy Ax = o jsou pravé linearni kombinace fadku matice A.

Bod (1) ndm také déva rozklad

Ker A @ Im AT =R,

kde n je pocet sloupctt matice A.
Pro zbylé dva prostory urc¢ené matici plati obdobné

(ImA)* =Ker AT, (KerAT): =ImA, KerAT @ImA=R™ ,

kde m je pocet fadkt matice A. Dostaneme je z predchozich rovnosti (Im A7)+ =
Ker A a (Ker A)* = Im AT nahrazenim matice A transponovanou matici A7.

Nad komplexnimi ¢isly vychazi stejné vztahy, jen je potfeba transponovani na-
hradit hermitovskym sdruzovanim a realné prostory R™, R™ komplexnimi prostory
cr,cm.

Priklad 8.75. Pro matici

1 2 =3
A=11 -1 2
2 1 -1

mame
KerA=LO{(-1,5,3)"}, ImA" =LO{(1,2,-3)",(1,-1,2)"}

Piimku Ker A tvoii pravé vektory kolmé na rovinu Im A7, rovinu Im A” tvoii pravé
vektory kolmé na piimku Ker A a plati Ker A @ Im AT = R3. A

8.4.5. Gramova matice. Tvrzeni 8.61 dava vzorec na vypocet ortogonalni projekce
vektoru v € V na kone¢né generovany podprostor W, zname-li v W néjakou or-
tonormalni bazi. Odvozeni vzorce z dikazu tohoto tvrzeni lze obecnéji pouzit v
pfipadé, ze v W mame danu obecnou mnozinu generatord, tj. ne nutné ortogo-
nalni.
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Tvrzeni 8.76. Je-li W konecéné generovany podprostor vektorového prostoru V se
skaldrnim soucinem (,), v € V a {uj,ug,...,ux} mnoZina generdtori prostoru
W, pak vektor

W =aiu; + -+ apux
je ortogondlni projekci vektoru v na W prdavé tehdy, kdyzZ je aritmeticky vektor

(ai,...,ax)T resenim soustavy linedrnich rovnic
(wi,up)  (up,ug) oo (ug,ug) | (ug,v)
<u27u1> <u2;u2> <u27uk> <u27v>
(wp,wy)  (up,uz) - (ug,ug) | (g, v)

Diikaz. Definice ortogonalni projekce w prvku v na podprostor W fiké, ze musi
platit (v —w) L W, coz plati pravé kdyz (v — w) L u; pro kazdé i = 1,2,...,k,
neboli pravé kdyz (u;, w) = (u;,v).

Pro kazdé i = 1,...,k je soudin (u;, w) z linearity roven

(W, w) = (i, a1uy + -+ + apug) = a1 (Wi, wr) + az (Wi, u2) + - + ap (w5, ug)
Rovnost (u;, w) = (u;,v) je tedy ekvivalentni rovnosti
a1 (w;,u1) +az (i, uz) + -+ ax (ug, ugp) = (u;, v)
(]

V piipadé, ze je v pfechozim tvrzeni posloupnost B = (uj,...,u;) linearné
nezavisla (tedy tvofi béazi prostoru W), pak lze zavér formulovat piehlednéji tak,
Ze soufadnice [w]p ortogondlni projekce w vektoru v na podprostor W jsou fesenim
uvedené soustavy rovnic.

Priklad 8.77. V prostoru redlnych polynomi se skaldrnim sou¢inem ( f,g) =
fol fg najdeme ortogonalni projekci w polynomu v = z2 na podprostor W =
LO{u;,uz} = LO{1,2} polynomi stupné nejvyse 1. Vyfesime tim znovu c¢ast
prikladu 8.68.

Projekce je w = a+bz s nezndmymi koeficienty a, b € R, které podle predchoziho
tvrzeni najdeme jako feSeni soustavy
1 2
Jowt ) _
Jy @
0T

1 1

( (ar,ur)  (ug,ug) | (ug,v) >: foll f? x
(w2, m) (uz,uz) | (uz,v) oz J5a?

Resenim soustavy dostaneme vektor (a,b)? = (—%, 1), Ortogonalni projekce po-

lynomu v = 22 je tedy

N[t
SV I
NN

1
W:aul—l—bug:—g—i—x.

A
Matice soustavy z tvrzeni 8.76 si také vyslouzila vlastni jméno.
Definice 8.78. Jsou-li uj, us, ..., u; prvky vektorového prostoru se skaldrnim sou-
¢inem (, ), pak ¢tvercovou matici
<u17u1> <u17u2> <u17uk>
(ug,u1) (uz,uz) -+ (uz,uy)

<uk;u1> (uk;U-z) <U-k;uk>
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fadu k nazyvame Gramova matice posloupnosti vektort (uy, ug, ..., ug).

Preformulujeme si tvrzeni 8.76 pro pfipad aritmetickych vektorovych prostori se
standardnim skaldrnim souc¢inem. Vyhodné je v tomto pfipadé pouzivat maticovy
jazyk. Uvazujme tedy prostor V.= R" nebo V = C", vektor v € V' a podprostor
W prostoru V generovany vektory ui,...,u;. Oznaéme A = (uq]...|ug) — je to
realnd nebo komplexni matice typu n x k. Podprostor W je linearni obal sloupcti
této matice, takze W = Im A. Vyraz aju; + -- - + apu, miZeme maticové zapsat
jako Ax, kde x = (ay,...,a;)’. Gramova matice je rovnd A*A (viz vypocet v
prikladu 8.43) a pravé strana soustavy v tvrzeni je rovnd A*v. Tvrzeni tedy v této
situaci dava nasledujici disledek.

Dusledek 8.79. Necht A je redlnd nebo komplexni matice typu n X k a v € R”
(resp. v € C"). Pak vektor Ax (kde x € R¥ nebo x € CF) je ortogondini projekci
vektoru v na podprostor Im A pravé tehdy, kdyz

A*Ax = A*v .

Diikaz. Dtkaz jsme jiz provedli vysSe uzitim tvrzeni 8.76. Maticové jde dikaz pfimo
provést velmi rychle: Vektor Ax je ortogonalni projekci vektoru v na Im A praveé
kdyz (v — Ax) L Im A, coz je pravé kdyz kazdy sloupec matice A je kolmy na (v —
Ax), to nastane pravé kdyz A*(v — Ax) = o, a to je po drobné tpravé ekvivalentni
A*Ax = A*v. a

Gramovu matici lze vyjadrit ve tvaru A* A i v obecném ptipadé: Je-li W konecné
generovany vektorovy prostor se skaldrnim souc¢inem (,) a B je jeho ortonormalni
béze, pak Gramova matice posloupnosti (uy,...,u;) je rovnd A* A pro matici

A = ([ui]s|[uz]B| - |[uk]B) ,

protoze podle tvrzeni 8.49 o vypoctu skalarniho sou¢inu ze soufadnic vzhledem k
ortonormalni bazi plati

[111]’;3[111]3 [111]}:3[112]3 [u1]:B[uk}B
e [wopwmls  [ua]plus]s -+ [wo]plukls
wlplwle [lplels - [ulple
(ul,u1> <1117112> <111,11k>
_ (uz,u1) (ug,uz) -+ (uz,uy)
(wom) {wom) o ()

Zakladni vlastnosti Gramovy matice shrnuje néasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 8.80. Pro Gramovu matici B = ({W;, ;))kxi posloupnosti proki (ui,us, . ..

vektorového prostoru 'V se skaldrnim soucinem () plati

(1) matice B je reguldrni prdvé kdyZ je posloupnost (uj,us,...,u;) linedrné
nezavisld,

(2) matice B je hermitovskd (symetrickd v realném pripadé),

(3) je-li posloupnost (u,us,...,u) linedrné nezavisld, pak je B pozitivné de-

finitni.
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Dikaz. K dtikazu (1) pouzijeme tvrzeni 8.76 na vektor v = o, jehoZz ortogonélni
projekce je w = o. Matice soustavy z tvrzeni je rovnd B a prava strana je nulova.

Vime tedy, Ze aju; + - - - +aguy, = o plati pravé tehdy, kdyz (ag,...,ar)? je feSenim
homogenni soustavy rovnic s matici B. Z toho vyplyva, ze ajuy + --- + apug =
o pro né&jaky nenulovy vektor (ai,...,ax)? (ekvivalentné (ui,...,ux) je linedrné

zavisld) pravé tehdy, kdyz homogenni soustava rovnic s matici B mé netrividlni
feSeni (ekvivalentné B je singuldrni).

Vlastnost (2) plyne ze skorosymetrie (SSS) skaldrniho soucinu.

K dtikazu (3) ozna¢ime W podprostor prostoru V generovany vektory uy, ..., ux
a zvolime néjakou ortonormalni bazi C' prostoru W, coz lze podle véty 8.69. Vypocet
nad tvrzenim ukazuje, ze B = A*A pro matici A = ([ui]c| - |[ug]c). Matice A je
regularni, protoze je ¢tvercova a jeji sloupce tvori linearné nezavislou posloupnost.
Pozitivni definitnost matic tvaru A* A pro reguldrni matici A jsme ale jiz ovérili za
definici 8.21 pozitivné definitnich matic. O

Jako cvi¢eni dokazte bod (1) maticové, pomoci rozkladu B = A*A z dikazu
bodu (3).

Tvrzeni mimo jiné ukazuje, ze Gramova matice jakékoliv baze vektorového pro-
storu se skaldrnim soucinem je vzdy pozitivné definitni. V kapitole o bilinearnich
formach ukazeme, Ze kazda pozitivné definitni matice je naopak Gramovou matici
néjaké baze.

8.5. Unitarni a ortogonalni zobrazeni a matice.

Lineédrni zobrazeni mezi prostory se skaldrnimi sou¢iny se nazyva unitarni (v real-
ném pfipadé ortogonélni), pokud zachovava skalarni souéin a tim padem i odvozené
pojmy jako normu, kolmost, v redlném piipadé thel. Pfedstava je takova, Ze za-
timco obecné linedrni zobrazeni miZe objekty linedrné deformovat (napf. zkoseni),
nebo dokonce degenerovat (napf. projekce na pfimku v néjakém sméru), ortogo-
nalni zobrazeni objekty mutize pouze rotovat nebo jesté preklapét podle nadroviny.
Této intuici lze dat presny smysl, v kapitole o vlastnich ¢islech to provedeme pro
ortogonalni zobrazeni R? — R? a R? — R3,
stejnymi prostory, tzv. unitdrni (ortogonalni) operdtory. Unitarni operatory jsou
zékladni objekty v kvantové mechanice.

8.5.1. Unitdrni a ortogondini matice. Zacneme maticovou verzi unitarnich (orto-
gonélnich) operatorii na aritmetickych prostorech. Ctvercova matice @ je unitarni
(ortogonalni), pokud pifislusné zobrazeni fg je unitdrni (ortogonélni) operdtor na
aritmetickém vektorovém prostoru se standardnim skaldrnim souéinem, viz bod (6)
tvrzeni 8.82. Takové matice jsme v této kapitole uz nékolikrat potkali v nasledujici
formé.

Definice 8.81. Ctvercova komplexni (resp. redlna) matice fadu n se nazyva uni-
tarni (resp. ortogondini), pokud jeji sloupce tvoii ortonormalni posloupnost vzhle-
dem ke standardnimu skaldrnimu sou¢inu v C" (resp. R™).

Standardni pojmenovani ortogonalni matice je ponékud matouci, smysluplnéjsi
by bylo nazyvat ji ortonormalni.
Nasledujici tvrzeni shrnuje fadu riznych ekvivalentnich definic.

Tvrzeni 8.82. Je-li Q komplexni (resp. redlnd) ctvercovd matice fddu n, pak jsou
ndsledugjict tvrzeni ekvivalentni.
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(1) Q je umtarm (resp. ortogondlni),
(2) Q*Q =1,

(3) Q* je unitdrni (resp. ortogondlni),
(4) QQ" = In,

(5)

tonormalni posloupnost,
(6) zobrazeni fq zachovdvd standardnt skaldrnt soucin, tj. pro libovolné u,v €

C™ (resp. R") plati Qu- Qv =u-v.

Specidlné, kazdd unitdrni (ortogondini) matice je requldrni a plati Q' = Q*.

Diikaz. Ekvivalenci (1) a (2) jsme nahlédli v piikladu 8.43: @Q*Q = I, je maticovym
zapisem skutecnosti, ze () ma ortonormalni posloupnost sloupcti. Podobné (3) a
(4) jsou také ekvivalentni. Pokud plati @*Q = I,, nebo QQ* = I,,, pak z véty 4.65
charakterizujici reguldrni matice vyplyva Q' = Q* a plati tudiZ i druhé z rovnosti.
To dokazuje dodatek a ekvivalenci (2) a (4). Body (1), (2), (3), (4) jsou tedy
ekvivalentni.

Ekvivalence (3) < (5) je zajimavéa jenom v komplexnim piipadé. K dikazu si
stac¢i uvédomit, ze pro libovolné u,v € C" je u - Vv ¢islo komplexné sdruzené k
u - v, kde U znaci aritmeticky vektor, ktery je po slozkdch komplexné sdruzeny k
u. Z toho plyne, ze sloupce matice Q* tvofi ortonormalni posloupnost pravé kdyz
sloupce matice Q7 tvoii ortonormalni posloupnost.

Nakonec ukdzeme, Ze z (2) plyne (6) a z (6) plyne (1). Je-li @*Q = I,,, pak pro
libovolné u, v € C™ (resp. R™) plati

(Qu) - (@Vv)=(Qu'Qv=uQQv=uv=u-v.

Pokud fg zachovava standardni skaldrni soucin, pak specidlné (Qe;) - (Qe;) =
e, - e; = d;; pro libovolnd ¢,j € {1,...,n}. Na levé strané je ale skalarni soucin
i-tého a j-tého sloupce matice @, tato matice je proto unitarni (ortogonélni). O

Piiklad 8.83. Intuitivné vidime, Ze rotace a zrcadleni podle podprostorti v R?
nebo R? zachovavaji normy a thly, zachovavaji tedy skalarni soucin. Podle bodu
(6) jsou jejich matice vzhledem ke kanonickym bézim ortogonalni. A

Dodatek predchoziho tvrzeni ukazuje, Ze unitarni a ortogonalni matice je velmi
snadné invertovat — staci je hermitovsky sdruzit, v redlném piipadé transponovat.
Na prikladé ukazeme trochu sofistikovanéjsi pouziti.

Priklad 8.84. Realna matice

1 0 -13
A=1 2 3 2
3 -2 3

sice neni ortogonélni, ale mizeme vypozorovat, ze ma ortogonalni posloupnost
sloupcii. To umoziuje rozlozit matici A na souéin ortogonalni a diagondlni:

A=QR=

kst
N N S

E
BIE
=[co—] ro— !
o[~ oo ool
[ no [

)

ﬁ

w
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Viimnéte si, ze jde vlastné o QR-rozklad matice A. Nyni mame A~! = (QR)™! =
R1Q™'=R'Q7, dili

1 0 0 1 2 3 1 2 3

vid via  vi4 Vi 4 11 14

At=| 0o L o0 0o = =2 |_[ g & 2
o o0 1 P LR s BB

182 V182 182 /182 182 182 182

A

Jsou-li A, B dvé unitérni (nebo ortogonalni) matice téhoz fadu, pak podle bodu
(2) tvrzeni 8.82 plati (AB)*(AB) = B*A*AB = B*B = I,, tedy AB je rovnéz
unitarni (ortogonalni). Dokézali jsme nésledujici disledek.

Dausledek 8.85. Soucin dvou unitdrnich (resp. ortogondlnich) matic téhoZ vddu je
opét unitdrni (resp. ortogondlni) matice.

Vlastnosti unitarnich a ortogonélnich matic pomohou dokézat jednoznacnost
QR-rozkladu regularnich matic.

Tvrzeni 8.86. Je-li A reguldrni (redind nebo komplexni) matice fadu n a A =
Q1R = Q2R jsou dva QR-rozklady matice A, pak plati Q1 = Q2 a Ry = Rs.

Diikaz. Dukaz budeme formulovat pro realny pfipad, abychom se vyhnuli nadmér-
nému zavorkovani.
Jsou-li A = Q1R; = Q2Ry dva QR-rozklady regularni matice A, plyne odtud

Q5'Q1 = RoRy T .

Oznacime si tento souéin C' = (cy|ca|- - - |e,) = (ci;). Soucin Q5 Q) je ortogonalni
jakoZto soucin dvou ortogonalnich matic a soucin RyR| ! je horni trojthelnikova
matice s kladnymi prvky na hlavni diagonale. Plati proto ¢;; = 0 pro i > 1 a tedy

1 = |le1|| = |e11| a tedy ¢11 = 1, nebot ¢1; je kladné redlné ¢islo. To znamend, ze
Ci = ej.

Déle postupujeme indukci podle indexu sloupcti ¢; a dokdZzeme c; = e; pro kazdé
7=1,2,...,n. Pro j =1 jsme to pravé ovérili. Pfedpokladejme nyni, Zze pro néjaké

j>1laj<nplati c; = e; pro kazdé i = 1,2,...,5 — 1. Z rovnosti c; - ¢; = 0 pro
i < j (Q je ortogonalni) a indukéniho pfedpokladu ¢; = e; plyne 0 = e; - ¢; = ¢
pro kazdé i < j. Matice (c;;) = RoR{* je horni trojtihelnikové, proto také cij =0
pro kazdé ¢ > j. Z rovnosti ||c;|| = 1 (opét ortogonalita matice C') pak plyne c?j =1
a tedy c;; = 1, neboli ¢c; = e;.

Indukei jsme tak dokézali, ze Q5 Q1 = RoRy* = I, atedy Q1 = Q2 a Ry =
Rs. O

8.5.2. Unitdarni a ortogondlni zobrazeni. Nyni budeme uvazovat lineadrni zobrazeni
mezi dvéma potencidlné riznymi prostory V a W opatiené skalarnimi souciny.
Tyto souciny i indukované normy rozlisime dolnim indexem. V pfipadé€ unitarnich
operatori, tj. v pfipadé V = W, se vétsinou implicitné rozumi, ze se shoduji i
skalarni souciny (,),, = (, )y -

Definice 8.87. Nechf V a W jsou vektorové prostory nad C (resp. R) se skaldrnimi
souciny (,)y ,(,)y - Linearni zobrazeni f : V. — W nazyvame unitarni (resp.
ortogondlni), pokud zachovava skaldrni souéin, tj. pro libovolné u, v € V plati

(f(u), f(V))w = (u,v)y,



294 LIBOR BARTO A JIRI TUMA

Je snadné si rozmyslet, ze ze zachovavani skalarniho soucinu plyne zachovéavani
odvozené normy, kolmosti, apod. Zajimavéjsi v nasledujicim tvrzeni jsou opacné
implikace.

Tvrzeni 8.88. Necht f : V — W je linedrni zobrazeni mezi komplexnimi (resp.
redlnymi) vektorovymi prostory V, W se skalarnimi souciny (), ,(, )y . Pak nd-
sledugict tvrzent jsou ekvivalentnyi.

(1) f je unitdrni (resp. f je ortogondlni),

(2) f zachovdvd normu, tj. pro libovolny vektor v € V' plati || f(v)|ly = [[VIly»

(3) f zachovdvd ortonormalitu, tj. je-li (v1,...,v,) ortonormdlni posloupnost

ve V, pak (f(v1),..., f(vy)) je ortonormdlni posloupnost v W.
(4) f zobrazuje jednotkové vektory ve V na jednotkové vektory v W.

Specidlné, kazdé unitdrni (ortogondlni) zobrazeni je prosté.

Diikaz. Implikace (1) = (3) = (4) a (1) = (2) = (4) jsou pFimocaré, napiiklad (1)
= (2) se dokéze vypoctem

10w = /0 F ) = (Vv = vy

Implikace (4) = (2) plyne z linearity f a vlastnosti normy: libovolny nenulovy
vektor v napiSeme ve tvaru v = tu, kde ¢t = ||v||,, je kladné redlné ¢islo a u =
v/ |||l je jednotkovy, a spocitame

IF ()l = [F W)l = Itf (@)l =t (Wl = tlally = tally, = [vi,
Zachovavani normy nulového vektoru je zfejmé.

Nyni staci dokézat, ze z (2) plyne (1). Tato implikace je diisledkem polariza¢nich
identit, které vyjadiuji skalarni souc¢in pomoci normy. Na ukazku srovname reilné
¢asti, podobné by se postupovalo pro imaginarni.

Re ({£(w), 7)) = 5 (1F00) + FOIE — IF @2~ 1F ) )
= S+ VIR = 17~ 1))

2 2 2
5 e+ vy =l = [vly)
~Re((u,v)) .
Z bodu (2) vyplyva, ze obrazem nenulového vektoru je opét nenulovy vektor.
Unitarni nebo ortogonalni zobrazeni ma proto triviadlni jadro, takze je prosté. [

Zachovavani kolmosti k unitarité linedrniho zobrazeni nestaci — stejnolehlost s
koeficientem rtiznym od +1 normu nezachovava, ale kolmost ano.

Dokazané tvrzeni mizeme pouzit na aritmetické prostory se standardnim souci-
nem a zobrazeni fg urcené ¢tvercovou komplexni nebo redlnou matici Q). Tim zis-
kame dalsi podminky ekvivalentni unitarité (ortogonalité). Napfiklad ekvivalence
unitarity se zachovavanim normy v této situaci fiké, ze ¢tvercova komplexni matice
@ je unitarni pravé tehdy, kdyz pro libovolny vektor v € C™ plati |Qv]| = ||v]|.

Nakonec si jesté presné ujasnime vztah unitarnich (ortogonélnich) zobrazeni a
unitarnich (ortogonalnich) matic.

Tvrzeni 8.89. Necht V a W jsou konecné generované vektorové prostory nad C
(resp. R) se skaldrnimi souciny (, )y ,(,)w, B = (Vi,...,Vn) a C jsou po fadé
ortonormdlng baze prostori V.a W, a f: V — W je linedrni zobrazeni. Pak f je
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unitdrni (resp. ortogondlni) pravé tehdy, kdyz [f]12 md ortonormdlni posloupnost
sloupct vzhledem ke standardnimu skaldrnimu soucinu.

Specidlné, je-li V.= W, pak f je unitdrni (resp. ortogondini) pravé kdyz [f]E je
unitdrni (resp. ortogondlni).

Dikaz. Je-li f unitarni, pak je posloupnost (f(v1),..., f(v,)) ortonormalni v.-W
podle pfedchoziho tvrzeni. Z tvrzeni 8.49 potom vyplyva, Ze pro i # j plati [f(v;)]c-
[f(vi)le = (f(vi), f(vj))y = 0. Posloupnost sloupcti matice [f]Z, tj. posloupnost
([f(v)le, -5 [f(vn)le), je tedy ortonormélni vzhledem ke standardnimu skaldr-
nimu soucinu.

M4-li naopak [f]Z ortonormalni posloupnost sloupcti, pak obrécenim ptedchozi
uvahy dostavame, ze (f(v1),..., f(vs)) je ortonormélni posloupnost v W. Ovéfime
tfeba, ze f zachovava normu, coZ podle pfechoziho tvrzeni staci. Libovolny vektor
u € V lze psat jako u = a;vy + - - - + a,v,,. Podle Pythagorovy véty mame ||uH2 =
a?+---+a2, protoze posloupnost (v, ...,v,) je ortonorméalni. Ze stejného diivodu
je [l (@* = llarf(vi) + -+ + anf(va)l|* = af + - - + a2. Méme proto || f(u)]* =
[lu]|”, jak jsme chtéli.

Dodatek plyne z definice unitarni matice a dokazané ekvivalence. O

8.6. Aplikace a zajimavosti.

8.6.1. Metoda nejmensich ctvercu. Pti feseni praktickych problémi se casto stava,
Ze vedou na soustavu rovnic Ax = b s redlnymi nebo komplexnimi koeficienty, ktera
nem4 feseni. Reknéme, ze A = (aj|az|---|a,) je matice typu m x n nad R nebo C,
typicky m >> n. Takova soustava muze napfiklad vzniknout sestavenim rovnic z
velkého mnozstvi méfeni, ktera jsou zatizena chybami. Chceme nalézt ,,co nejlepsi“
priblizné feSeni X v tom smyslu, aby vektor AX byl co nejbliZe pravé strané soustavy
b, tj. aby norma ||b — AX|| byla co nejmensi mozna.

Metoda nejmensich ¢tverct je zalozena na méfeni normy vektord pomoci euklei-
dovské normy (odtud jeji nazev), kterd je uréend standardnim skaldrnim souéinem
v R™ (nebo v C™).

Definice 8.90. Necht Ax = b je soustava linedrnich rovnic s redlnymi (nebo
komplexnimi) koeficienty. Kazdy vektor X € R™ (nebo % € C"), ktery minimali-
zuje eukleidovskou normu ||b — Ax||, se nazyvéa priblizné feseni (nebo aprozimace
feseni) soustavy Ax = b metodou nejmensich ctverci.

Vektor je tvaru Ax pro néjaké x € R" (x € C") pravé kdyz lezi ve sloupcovém
prostoru Im A matice A. Podle véty 8.60 o aproximaci je mezi vSemi vektory Im A
nejblize k b ortogonalni projekce vektoru b na podprostor Im A. Pfibliznymi feSe-
nimi soustavy Ax = b metodou nejmensich ¢tverci jsou tedy pravé ty vektory X,
pro které AXx je rovno ortogonalni projekci vektoru b na podprostor Im A.

Jak takové vektory X spocitat nam fika dtsledek 8.79 o projekci aritmetickych
vektorti na podprostor.

Tvrzeni 8.91. Je-li A matice typu m xn nad R nebo C ab € R™ (resp. C™), pak
mnozina vSech pribliznych Teseni soustavy Ax = b metodou nejmensich ctverci je
rovna mnoziné viech (presnych) fesent soustavy

A*AX = A"b .
Definice 8.92. Soustavu A*AXx = A*b nazyvame soustava normdinich rovnic
prislusna k soustavé Ax = b.
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% ImA

|
o

A%
OBRAZEK 79. Krok (3a)

Matice A*A je Gramova matice posloupnosti sloupcovych vektori matice A.
Podle bodu (1) v tvrzeni 8.80 je tedy A* A reguldrni pravé kdyz ma matice A linedrné
nezavislou posloupnost sloupcovych vektori. V takovém piipadé existuje inverzni
matice (A*Af1 a jednozna¢né urcenou aproximaci X FeSeni soustavy Ax = b
metodou nejmensich ¢tvercli mizeme vyjadiit ve tvaru

= (A"A)""Ab .
Vsimnéme si také, ze v tomto pripad€, kdy je posloupnost sloupcovych vektori
matice A linedrné nezavisla, plati

(A*A) P A*A =1, |

coZ znamena, ze matice (A"‘A)f1 A* je inverzni zleva k matici A. Nazyva se Mooreova-
Penroseova pseudoinverze matice A. Mooreovu-Penroseovu pseudoinverzi obecné
realné nebo komplexni matice potkame v ¢asti o singularnim rozkladu v kapitole o
unitarni diagonalizaci.

Ptiklad 8.93. Reseni realné soustavy (A|b), kde
2 0 3
(Alb) = 1 1 5 ,
-2 —-11]-=2
metodou nejmensich ¢tvercti je feSeni soustavy

AT A% = A™b
(212> c 0 5{_(212)
01 -1 P 01 -1 e

9 3 %= 15
3 2 R4
Eliminaci dostaneme % = (21, 22)7 = (1,2)7.
Soucin A(1,2)T = (2,3, —4) je ortogonalni projekci w vektoru b na podprostor

Im A. Rozdil mezi vektorem pravych stran b a vektorem w = AX je potom

b-w=(3,5-27—-(2,3,-49T =(1,2,2)7

ot

a vzdélenost b od Im A je tedy

b-—w|=v12+22+22=3 .
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8.6.2. (Linedrni) regrese. Jednim z Casto vyuzivanych ptikladii pouziti metody
nejmensich ¢tverct je linedrni regrese. V této tloze chceme ,co nejlépe® prolozit
pfimku y = az + b danymi naméfenymi hodnotami (z1,y1), (z2,y2), -+, (Tn,Yn)-
Presnéji feceno, hleddme aproximaci ,feSeni“ soustavy

1 1]y
o 1]y
Tyn 1| yn

Vidime, ze posloupnost sloupcovych vektorti matice soustavy je linearné nezavisla,
pokud se lisi asponi dvé hodnoty x; pro:=1,2,...,n.

Priklad 8.94. Metodou nejmensich ¢tverc prolozime body (0,1), (1,1), (2,2),
(3,4), (4,5) v R? pfimku y = ax+b. Dvojice koeficientti (a, b) je piibliznym Fesenim
soustavy linearnich rovnic

w N~ O
_ ===
I N

4 115
metodou nejmensich ¢tverct. Prislusna soustava normalnich rovnic je
0 1 1
SR ER R SRR IR
31 4
4 1 5

30 10 a\ (37
10 5 b )\ 13
Resgenim vyjde (a,b)” = (11/10,2/5) takze hledana piimka je
11 2

(1,91) @

.
P
P
.

(w2,92) &

OBRAZEK 80. Linedrni regrese — minimalizujeme > d?.

Daty mtzeme prokladat slozitéjsi utvary, jako paraboly, polynomy vyssiho stupné,
elipsy (napf. pfi hledani drahy planety), apod. Také takové tlohy vedou na hled4ni
feSeni soustavy metodou nejmensich ¢tverca.
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Piiklad 8.95. Stejnymi body prolozime ,,co nejlépe“ parabolu y = az? + bx + c.
Koeficienty jsou FeSenim soustavy

0 0 1|1
1 1 1)1
4 2 1|2
9 3 1|4
16 4 1|5
metodou nejmensich ¢tvercii. Vyjde (a,b,¢)T = 1/70(15,17,58)7,
3 , 17 29
y=—a"+—x+

14 707 " 35

—+2 2
/

,,1// _ //

/A - T - -

-1 v 1 2 3 4 5 -1 v 1 2 3 4 5

Metodu feseni poslednich dvou pfikladt mizeme zobecnit nasledujicim zpuso-
bem. Chceme danymi daty (z1,y1), (x2,¥2), .-, (Tn,¥yn) ,c0 nejlépe“ prolozit
funkci, ktera je linedrni kombinaci pfedem zvolenych redlnych funkei f1 (z), fa(z), ..
kterym se v nékterych oborech fika regresory. V prvnim z ptikladu témito funkcemi
byla konstantni funkce f1(z) = 1 a linedrni funkce fo(x) = x. Ve druhém z piikladii
jsme si k témto dvéma funkeim ptidali jests kvadratickou funkci f3(x) = 2.

Hleddme redln ¢isla ci, ¢, . .., ¢4 takova, Ze linedrni kombinace

f(@) = cifi(@) + cafa(a) + -+ cofo(z)

minimalizuje eukleidovskou vzdalenost mezi vektorem y = (y1,¥2,...,9n)? a vek-
torem w = (f(z1), f(x2), ..., f(z,))T, tj. eukleidovskou normu vektoru y — w.

Oznadime a;; = f;j(z;) proi = 1,2,....,na j = 1,2,...,¢. Potom pro kazdé
i=1,2,...,n plati

f(xi) = eifi(xi) + cafa(wi) + -+ cqfy(xi) = ainer + apca + - + aigeq

coZ milzeme zapsat maticové ve tvaru w = A&, kde & = (1, ¢ca, ..., cq4)T. Ve sloupco-
vém prostoru Im A matice A tak hleddme vektor A¢, ktery minimalizuje vzdéalenost
od vektoru y. Pro hledany vektor &€ musi platit, Ze A€ je ortogondalni projekci vek-
toru y na podprostor Im A. Vektor & tedy najdeme jako priblizné feSeni soustavy
y = Ac metodou nejmensich &tverct, tj. jako (pravé) FeSeni soustavy

AT Ae = ATy |

- fo(2),
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8.6.3. Reseni s nejmensi normou. Jiné praktické situace vedou na feseni soustavy
Ax = b s redlnymi nebo komplexnimi koeficienty, ktera je sice feSitelna, ale podurcéend
— ma nekonecné mnoho feseni. Typicky jde o soustavu, kterd ma daleko vice nezna-
mych nez rovnic, tj. A je typu m X n, m << n. Zajima nas ¢asto feseni, které ma
co nejmensi normu. Pro eukleidovskou normu indukovanou standardnim skalarnim
soucinem lze i tuto tlohu vyresit nasimi prostredky.

Mnozina FeSeni feSitelné soustavy Ax = b je tvaru u+ Ker A, kde u je libovolné
feSeni dané soustavy. Obréazek 7?7 vede k domnénce, Ze feSeni s nejmensi normou
existuje pravé jedno a je rovno ortogonalni projekei vektoru u na (Ker A)* = Im A*.

OBRAZEK

Nasledujici tvrzeni ukazuje, ze tato intuice je spravna.

Tvrzeni 8.96. Necht Ax = b je soustava linedrnich rovnic nad R nebo nad C,
kterd md alespori jedno teseni u. Pak existuje prdvé jedno tesent Xy, soustavy Ax =
b, které minimalizuje eukleidovskou normu ||x||. Vektor x;, je roven ortogondlni
projekci vektoru u na podprostor Im A* a plati x;, = A*z, kde z je libovolné reseni
soustavy AA*z = b.

Dikaz. Predpokladejme, Ze u je feSeni soustavy Ax = b a oznaCme x;, jeho orto-
gondlni projekci na Im A*. Z dusledku 8.79 o projekci v aritmetickych prostorech
pouZitého na matici A* plyne, Ze x;, = A*z, kde z je libovolné feSeni soustavy
AA*z = Au = b (z toho také vidime, Ze x;,, nezavisi na volbé partikuldrniho feseni
u).

Zbyva ukazat, ze x;, je feSenim soustavy a Ze toto feSeni jako jediné minimalizuje
eukleidovskou normu ||x||. Prvni fakt je jednoduchy — plati Ax;,, = AA*z =b.

Druhou skutecnost ukdzeme podobné jako v ditkazu véty 8.60 o aproximaci.
Uvazujme libovolné jiné feseni v # x;, soustavy Ax = b. Vektor v — x;,, lezi v
Ker A (protoZe je rozdilem dvou FeSeni soustavy) a je proto kolmy na x;, € Im A* =
(Ker A)* (nélezeni do Im A* plyne z vyjadieni x;, = A*z). Z Pythagorovy véty
plyne

2 2 2
vl = el v =1l > /Il = e
Mezi vSemi FeSenimi soustavy Ax = b je tedy x;,, ten jediny vektor, ktery minima-

lizuje normu ||x||. O

V ptipadé, ze A ma linedrné nezavislou posloupnost fadki, je matice AA* regu-
larni, protoze je to Gramova matice komplexné sdruzenych Fadkovych vektort ma-
tice A. V takovém pifpadé mé rovnice AA*z = b pravé jedno feseni z = (AA*) b
a feSeni soustavy Ax = b s nejmensi normou je tedy

Xin = A*(AA") b .

V tomto piipadé je matice A*(AA*)~! inverzni zprava k matici A. Jde o dalsi
specialni pfipad Mooreovy-Penrosovy pseudoinverze.

Priklad 8.97. Najdeme feSeni s nejmensi normou pro redlnou soustavu rovnic
1 2 3|18
am= (73T
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Nejprve najdeme feseni soustavy AA”z = b. Protoze
e (14 4]18
aat) = (45T

vidime, ze z = (1,1)7. Hledané feseni s nejmensi normou je

0
Xln—AT<1>— 3
4

A
Piiklad 8.98. TODO: prakticky problem A

Aproximaci nefesitelné soustavy a hledani feSeni s nejmensi normou miZeme
zkombinovat a vyfesit problém nalezeni aproximace FeSeni soustavy Ax = b meto-
dou nejmensich ¢tverct, které ma navic co nejmensi normu (viz cviceni).

Cviéeni

1. Jsou-li A, B matice nad télesem C typu m x n, C je matice typu n X pnad C a a € C,
pak

(1) (A+ B)* = A" + B,

(2) (ad)” =aA",

(3) (A7)" = A.

(4) (BC)* =C*B”.
Dokazte.

2. Necht A je ¢tvercova matice nad C. Dokazte, ze det (A*) = (det (A4))".

3. Necht A je regularni matice nad C. Dokazte, 7e (A*)™! = (A™1)".

4. Necht A je ¢tvercova matice fadu n nad C. Dokazte, Ze zobrazeni C x C — C definované
vztahem (u,v) = u*Av splituje podminky (SL1) a (SL2).

5. Necht A je ¢tvercova matice fadu n nad C. Dokazte, Ze zobrazeni C x C — C definované
vztahem (u,v) = u* Av spliiuje podminku (SSS) pravé tehdy, kdyz A je hermitovské (tj.
AT =A).

6. Necht B je regularni matice fddu n nad C a A = B* B. Dokazte, ze zobrazeni CxC — C
definované vztahem (u,v) = u*Av je skaldrni souéin.

7. Dokazte, ze v libovolném vektorovém prostoru se skaldrnim soucinem (,) plati

o Re((u,v)) = 3(ul* + [|vI]* = lu— v|*)

e Re((u,v)) = (Jlu+v|* —[lu—v|)

o Im((u,v)) = $(lu=iv]® = [[u® = [v*|*)

o Im((u,v)) = g(|lul* + |[v]* — u+iv]?)

o Im((u,v)) = g([lu—iv|* — lu+iv]?)
Im (z) znad¢i imaginarni ¢ast ¢isla z € C.

8. Nad redlnymi c¢isly lze Cauchyho-Schwarzovu nerovnost dokazat také néasledujicim zpa-
sobem: Vyraz |ju+ tv||2 definuje kvadratickou funkci. Protoze musi byt nezapornd, jeji
diskriminant je nekladny a to dava C-S nerovnost. Dopliite detaily.

9. Kdy nastava v trojuhelnikové nerovnosti rovnost?

10. Dokazte, ze norma pochézi ze skalarniho soucinu pravé tehdy, kdyz spliuje rovnobéz-
nikové pravidlo.

11. Dokazte, ze plati-li M L N, pak M NN C {o}.
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12. Dokazte, ze v prostorech nad R se skaldrnim soucinem plati opa¢na implikace v Py-
thagorové vété, tj. pokud |[u + v||* = [lu||® + [|v||%, pak u L v. Plati opacna implikace v
prostorech nad C?
13. Necht f : V — W je linedrni zobrazeni a U <V je doplnék Ker f, tj. Ker f@U = V.
Dokazte, ze zuzeni f na U je izomorfismus z U na obraz f.
14. Dokazte, Ze determinant Gramovy matice vektori wi, wa, ..., w, € R" je rovny druhé
mocniné determinantu matice

(wi|wa]|...|wn) .
Interpretujte geometricky.
15. Vyuzijte QR-rozklad na dikaz nésledujici nerovnosti pro komplexni matici A =
(a1]...]an) typu m x n a standardni skaldrni souéin:

det (A" A) < [|au]|® [laz]* - .. [Jan]|?

Pfipomenime si geometricky vyznam determinantu det (A*A) a interpretujte nerovnost
geoemetricky.
16. OG PROJEKCE NA NEKONECNE GENEROVANY NEMUSI EXISTOVAT
17. Dokazte, ze kazdé zobrazeni f : C" — C™ zachovavajici standardni skalarni soucin je
linearni. (TODO: DODELAT)
18. Dokaite, ze kazdé zobrazeni f : C" — C" zachovavajici kolmost je skalarni nasobek
unitarniho. (TODO: DODELAT)

19. Dokazte, Ze matice unitarniho operatoru na kone¢né generovaném prostoru vzhledem
k ortonormalnim béazim je ortonormalni.

20. TODO: nejlepsi aproximace s nejlepsi normou.



302 LIBOR BARTO A JIRI TUMA
Shrnuti osmé kapitoly

(1) Pro dva n-slozkové aritmetické vektory u = (z1,22,...,7,)%, v = (y1,%2,- .-, Yn) €

R™ definujeme jejich standardni skaldrni soucin jako realné ¢islo

u-v==x1y1 +22y2 + -+ TpYn .

(2) Eukleidovskd norma nebo také eukleidovskd délka vektoru u € R™ je ¢islo
lu] = vVa-u=vuTu .

Eukleidovskou normu vektoru u = (71,2, ..., 2,)T tak spo¢itdme jako

lull = /a3 + a3 + -+ a2 -
(3) Geometricky vyznam standardniho skaldrniho souéinu je vyjadien vztahem
v = [ull v cosa ,

kde « je thel, ktery vektory u a v sviraji.

(4) Jiny geometricky vyznam spoc¢ivd v tom, Ze absolutni hodnota soucinu
|v|| cosa je délkou ortogondalni projekce vektoru v do pfimky uréené vek-
torem u # o. Projekce ma stejny smér jako vektor u v piipad€, ze oba
vektory u, v sviraji tthel mensi nez 7/2, a mé opacny smér, pokud oba
vektory sviraji uhel vétsi nez /2.

(5) Rovnici pfimky v roviné a;x; + asxo = b miizeme piepsat pomoci stanard-
niho skalarni souc¢inu do tvaru

(m) ()=

a protoze v ptipadé rovnice pifmky je vektor (a1,a2)? # o, jde o mnozinu
viech bodii (z1,22) v roving, jejichZ polohové vektory x = (z1,22)7 maji
stejnou ortogondalni projekci do pfimky LO {a}. Vektor a nazyvame nor-
mdalovym vektorem primky a1z + asxs = b.

(6) Jsou-li u,v,w € R" libovolné realné aritmetické vektory a a € R skalér,
pak plati
(a) u-v=v-u,
(b)) u-(v+w)=u-v+u-w,
(c) u-(av) = a(u-v),
(d) u-u>0 a u-u=0 pravé kdyz u=o.

(7) Pro dva komplexni aritmetické vektory u = (z1, xa, ..., 7,)7 a v =
(Y1,Y2,---,Yn)? definujeme standardni skaldrni sou¢in u - v predpisem

u-v==Iiy1 +Tay2 + -+ TpYn ,

kde 7 znaci ¢islo komplexné sdruzené k zx, tj. a + bi = a — bi.
(8) Eukleidovskou délku nebo také eukleidovskou normu aritmetického vektoru
u=(r, 29, ..., ;)" € C" definujeme jako

Jul| = vVa-u=VTiz; + 322 + -+ Tptn = V|21 2+ 222+ -+ [za]? .

(9) Hermitovsky sdruzend matice k matici A = (aij)mxn je matice A* =
(bji)nxm, kde bj; = @;; pro libovolné indexy i € {1,2,...,m} a j €
{1,2,...,n}.

(10) Pro libovolné t¥i vektory u, v, w € C" a komplexni ¢islo a plati
(a) u-v=v-u,
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(b)) u-(v+w)=u-v+u-w,

(¢) u-(av) =a(u-v),

(d) u-u je nezédporné realné ¢islo, a u-u = 0 pravé kdyz u = o.

(11) Pro libovolné tii vektory u,v,w € C™ a komplexni &islo a plati

(a) (u+v)- w=u-w+v-w,
(b) (au)-v=a (u-v).

(12) Je-li V vektorovy prostor nad R (resp. nad C), pak se zobrazeni (,)z V xV
do R (resp do C), které dvojici u, v piitadi skalar (u,v), nazyva skaldrni
souéin na V, pokud pro libovolné u,v,w € V a a € R (resp. a € C) plati

(SSS) (u,v) ={v,u),
(SL1) (u,av) =a{u,v),

(SL2) (u,v+w)=(u,v)+ (u,w),

(SP) (u,u) je nezdporné redlné &islo, které je nulové pravé tehdy, kdyz
u=o.

(13) Je-li V vektorovy prostor nad R (resp. nad C) se skalarnim soucinem (),
pak pro prvky libovolné u,v,w € V a skalar a plati

(a) (u,0) = 0= (o,u)
(b) (au,v) =a(u,v)
(©) {u+v,w) = (u,w)+ (v, w) .

(14) Komplexnim maticim A, které spliuji rovnost A* = A fikdme hermitovske.

(15) Hermitovskd matice A faddu n se nazyva pozitivné definitni, pokud u* Au je
nezaporné realné ¢islo pro libovolné u € C" a rovna se 0 pravé kdyz u = o.

(16) Je-li A pozitivné definitni, pak zobrazeni definované (u,v) = u*Av je
skaldrni sou¢in na C" (nebo na R™).

(17) Kazda matice tvaru A = B*B, kde B je reguldrni, je pozitivné definitni.

(18) Necht V je vektorovy prostor se skaldrnim soucinem (,). Normou vektoru
v € V rozumime realné ¢islo

[ul = V{(u,u) .

Vektor u se nazyva jednotkovy, pokud ||ul| = 1.

(19) Necht V je vektorovy prostor nad R (resp. C) se skaldrnim souéinem (),
u,veVateR (resp. t € C). Pak plati
(a) ||lu|l > 0, pfi¢emz |lu|| = 0 prévé tehdy, kdyz u = o,

(b) [[tu]| = It\ [ufl, , ,
() u+v|*+lu=v|>=2[u®+2|v|? (rovnobé&inikové pravidlo),
(d) Re({u,v)) = L(Ju+v|®> = [[u]]* = |[v]*), (polarizaéni identita),

kde Re (x) znadi redlnou ¢ast x.
(20) Cauchyho-Schwarzova nerovnost. Necht V je vektorovy prostor se skalar-
nim souéinem (,) a u,v € V. Pak plati

[ (a,v) | < [lul{]v]
pri¢em?Z rovnost nastdva pravé tehdy, kdyz (u,v) je linedrné zavisld po-
sloupnost.

(21) Trojthelnikova nerovnost. Necht V je vektorovy prostor se skaldrnim sou-
¢inem (,) a u,v € V. Pak plati

a4 v < flulf + [Iv]|
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(23)

(28)

(29)
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Necht V je vektorovy prostor nad R se skaldrnim souéinem (,) ao # u,v €
V. Uhlem mezi proky u a v rozumime realné &slo o € (0, 7) spliujici
cosqr = V)
[all v

Kosinova véta. Necht V je vektorovy prostor nad R se skaldrnim souéinem
(,)ao#u,veV.Pak plati

2 2 2
lu =" = [lu” + [|v]" = 2[jul[|[v] cos o ,

kde « je thel mezi vektory u a v.
Je-li 'V vektorovy prostor nad C (nebo nad R), pak zobrazeni |||, které
pfifazuje kazdému prvku u redlné ¢islo ||u|| nazgvdme norma na prostoru
V, pokud plati pro kazé dva prvky u,v € V a kazdy skalar ¢
(a) |lul| > 0, pficemz ||u|| = 0 pravé tehdy, kdyz u = o,
(b) [lew] = It [u]]
() Ju+v] < Jul +Iv].
Necht V je vektorovy prostor se skaldrnim souéinem (,). Prvky u,v € V
nazyvame kolmé (nebo ortogondlnt) a pieme u L v, pokud {u,v) = 0.
Mnozina, nebo posloupnost, M prvka V se nazyva ortogondlni, pokud
u L v pro libovolné dva rtizné prvky mnoziny (nebo posloupnosti) M.
Mnozina (posloupnost) M se nazyva ortonormdlni, pokud je ortogonéalni
a kazdy vektor v M je jednotkovy.
Je-1i V vektorovy prostor se skaldrnim sou¢inem (, ), pak kazda ortogonalni
posloupnost nenulovych prvkia V je linedrné nezavisla.

Pythagorova véta. Je-li V vektorovy prostor se skaldrnim soucinem (,) a
jsou-li vektory u,v € V' kolmé, pak plati
2 2 2

a+v[" = [uf” +[v]" .
Indukci Ize Pythagorovu vétu zobecnit na libovolny koneény pocet prvkii:
je-li {v1,va,...,vi} ortogonalni mnozina, pak

Vi +va 4 v = [val* + [va |+ flval®

Je-li 'V vektorovy prostor se skaldrnim soufinem (,), B = (vi,...,Vy)

néjaka ortonormdalni baze ve V a u € V, pak plati
u={(vy,u)vy+{(vo,u)va+ -+ (vp,u) v, .
Jinymi slovy,
[ulp = ((vi,u),(vo,u),..., (v, u)T

Souradnicim vzhledem k ortonormélni bazi se nékdy fikd Fourierovy koefi-
cienty vzhledem k této bazi.

Je-li V vektorovy prostor se skaldrnim souéinem (,), B = (v, Va,...,Vy)
jeho ortonormélni baze, a u,w € V, pak

(u,w) = [u]p[w]s .
Je-1i V vektorovy prostor se skaldrnim souc¢inem (,) av eV, M,N CV,
pak fikdme, Ze prvek v je kolmy na M, pokud v je kolmy na kazdy prvek
z mnoziny M, coz zapisujeme v 1 M.
Rikédme, Ze M je kolmd na N a zapisujeme M L N, pokud kazdy prvek
mnoziny M je kolmy na kazdy prvek mnoziny N.
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Je-li V vektorovy prostor se skaldrnim souéinem (,) a M, N C V, pak
M L N pravé kdyz M L LO{N} coz je pravé kdyz LO{M} L LO{N}.
Je-li V prostor se skaldrnim sou¢inem (,) a M C V|, pak ortogondlni do-
plnék M~ mnoziny M je mnozina vSech prvki V kolmych na kazdj prvek
M, tj.
Mt ={veV:v.lLM}.

Je-1i V prostor se skaldrnim soucinem (,) a M, N C V, pak plati

(a) M+ =10 {M}",

(b) M+ je podprostor V,

(c) je-li M C N, pak N+ C M+.
Necht V je koneéné generovany prostor se skalarnim souinem (, ), B jeho
ortonormalni baze, M = {vy,va,...,vi}. Oznac¢ime A matici s fadky [v1]7,
Vol - -+ [V Pak

[Ml]B =KerA .

Je-1i 'V vektorovy prostor se skaldrnim sou¢inem (,), v € V a W podpro-
stor prostoru V, pak prvek w € W nazyvame ortogondlni projekce v na
podprostor W, pokud plati (v —w) L W neboli v —w € W+,

Je-li W podprostor vektorového prostoru V se skaldarnim soucinem (),
v € V a w ortogonélni projekce prvku v na podprostor W, pak pro kazdy
prvek w # u € W plati

v —=w[<l[v—ul .

Ortogonélni projekce v na podprostor W je uréena jednoznac¢né, pokud

existuje.

Je-1i V vektorovy prostor se skaldrnim souinem (,), v € V, a W kone¢né

generovany podprostor V s ortonormalni bazi (uy,us, ..., u;)?, pak prvek
w=(up,viu; + (uy, v)ug + -+ (u, v)ug

je ortogonalni projekci vektoru v na podprostor W.

Je-li V vektorovy prostor se skaldrnim souinem (,), v € V, a W kone¢né
generovany podprostor V s ortogonalni bazi B = (uy,us,...,u;)?, pak
prvek
_ <u1,V> <u2,V> <ukvv>
= -y U+ .
[ | [[uz|]