M1130 — Priklady ze cviceni a doméaci tlohy na procvic¢eni

Aktudlni verze sbirky ze dne 22. listopadu 2023.

11 Oprava 2. pisemky, goniometrické funkce

Cviceni konand 27. a 28. 11. 2023.

Priklad 11.1:

Odvod'te zakladni vztahy:

1. sin®x 4 cos?z =1,

2. sin(—z) =

—sinz, cos(—z)=cosz, tg(—x)=—tgmz,

3. sin(z + 27) =sinz, cos(z + 27) =cosz, tg(z+m) = tgz,

4. sinx = sin(m — z) = —sin(7 + x) = —sin(27 — x),

5. cosx = —cos(m — x) = —cos(m + x) = cos(2m — z), tgx = —tg(mr —x).

6. cosx = sin(z + §) = sin(

Priklad 11.2*:

T _

5 —x), sinz=cos(} —x).

Predpokladejme, Ze plati ' = cosx + isinx, kde x je libovolné redlné ¢islo.

Daéle predpokladejme, Ze pro umocnovani redlného ¢isla e na komplexni ¢isla plati obvyklé
vlastnosti pro umocnovani. Odvod’te souctové vzorce

sin(z +y) =sinzcosy + cosxsiny, cos(x +y) = cosxcosy —sinxsiny.

Souc¢tovych vzorcu vyuzijte k odvozeni vzorcu (e) a (f) z predchoziho piikladu.

Priklad 11.3:

Odvod'te dale vztahy:

1. sin2z = 2sinx cosz, cos2z = cos? z — sin® ,

2. sinx—l—siny:QsinxT”cosxz;y, Cosx+cosy:2cos$—;wcosx—;1/,
oty _ — _9gin &Y gip E=Y
5, COST — Cosy = —2sin —~ sin —5*.

3. sinx —siny = 2sin *5¥ cos

Napovéda: V cdstech 2. a 3. napiste v = a+ [ ay = a — [ a pouZijte souctové vzorce.



Priiklad 11.4: Za predpokladu, ze vyrazy davaji smysl, dokazte nésledujici rovnosti. Popiste,
pro které hodnoty tyto rovnosti plati.

L tg(r +y) = {200,

tgx—t
2. tg(r —y) = THgriay

3. tgw-tg (5 +x) =—L

Ndpovéda: 1) Ve vztahu tg(x+y) = % pouzijte souctové vzorce pro sin(z+vy) a cos(z+y).

2) Ve vztahu tg(x —y) = % pouZijte souctové vzorce pro sin(xz — y) a cos(z —y). 3) Ve
sin( 5 +z)

cos( 5 +x)

vyrazu tg (3 + x) = pouZijte vzorce pro sin(5 + ) a cos(§ + ).

Priklad 11.5: Odvod'te nasledujici vztahy (a promyslete, pro které hodnoty = € R plati):

. 2tg Z
1. sine = —%+
1+tg2 2
17tg2%
2. cosx = g2
2tg £
3. tgoxr = —2%.

Ndpovéda: Ve vsech pripadech na pravé strané pouZijte tg 3 = ::ﬁ a nasledne upravte sloZeny
2
zlomek.

Piiklad 11.6: a) Za predpokladu, ze vyrazy na obou stranach rovnosti davaji smysl, dokazte:

b) Urcete, pro kterd redlna cisla x maji vyrazy smysl.

Priklad 11.7: Za predpokladu, ze vyrazy na obou strandch rovnosti davaji smysl, dokazte:

1, SoteosT — o 4o g+ te? x4+ tgda,

cos3

cos 2z

3 tg 3x — 3—tg?2
T otgaw 1-3tg2x’

4 1—cos 2z+sin 2z

* 14cos2zx+sin 2z = tgﬂf,

6

5. cos®z — sin® z = 1(3 + cos? 2z) cos 2z,



6. sinz cos(y — x) + cosxsin(y — z) = siny.

Ndpovéda: 1) Na pravé strané pouZijte tgx = zgiﬁ, upravte na spolecny jmenovatel a pouzijte

vztah sin® x + cos? x = 1. 2) PouZijte souctovj vzorec pro tg(x + 7)., upravte slozeny zlomek a
pak porovnejte s levou stranou. 3) PouZijte souctovy vzorec pro tg(3z) = tg(x + 2z), pak znova
pro tg(2x) = tg(z+x) a upravte sloZeny zlomek. 4) PouZijte vzorce pro sin(2x) a cos(2z) a také
sin? x + cos? x = 1; vyjslednyj zlomek pak zjednoduste. 5) PouZijte vztah a® — b° = (a* — b?)(a® +
ab + b?)(a? — ab+ b%). Pritom zde a®* + b* =1 a 1 — a®b? = 1 — {sin® 2z. 6) PouZijte souctové
vzorce.

Piiklad 11.8: Vypoctéte bez kalkulacky:
1. cos15°,
2. tg75°,
3. tg20° + tg40° + /3 tg 20° tg 40°,
4. sin 160° cos 110° + sin 250° cos 340° + tg 110° tg 340°,
3 3 T in 3T

. . T . . 27-(- . .
5. sin 1o Sl {5 — sin <~ sin < + sin {5 sin 5.

Ndpovéda: 1) 15 = 45 — 30. 2) 75 = 45 + 30. 3) pouZijte vztah 11.4-1 pro argumenty 20° a
40°. 4) pouzijte vztahy z prikladu 11.1 na posunuti argumenti do zdkladniho intervalu. Potom
souctovy vzorec na soucet prvnich dvou élent a vzorec z 11.4-3 na treti scitanec. 5) pouZijte
posledni vzorec z 11.3-3 v opacném sméru.

Priklad 11.9*: Dokazte, ze pro vnitini thly «, 3, v trojuhelnika plati:

cosa + cos f + cosy = 1+4sin%sin§sin%.

Piiklad 11.10: Reste v R nésledujici rovnice. Vzdy uréete pocet feseni v intervalu [0, 27).
1. sin2zx = \/§cosa:,
2. 2sin®x 4 Tcosx — 5 =0,
3. 2cosxcos2r = cos,
4. \/3cosz +sinz = 2,
5. sin 3z + sinx = sin 2z,

6. sin 5z cos 3x = sin 6x cos 2,



7. sin2x + cos 2z = sinx + cos .

Ndpovéda: 1) Pouzijte 11.3-1). 2) Nahrad'te sin®>x (pomoci goniometrické jednicky) vijrazem
1 —cos?x a reste kvadratickou rovnici v proménné y = cosz. 3) Po prevedeni na levou stranu,
lze cosx vytknout. 4) Podélte 2 a pouZijte 11.2 zprava doleva. 5) PouZijte 11.3-2) na levou
stranu. 6) PouZijte 11.3-2) zprava doleva. 7) PouZijte 11.1-6) a 11.53-2).

Piiklad 11.11: Reste graficky v R nésledujici nerovnice.
1. sinz > %,
2. sinx < cosz,

3. tgx < —\/§.

Piiklad 11.12: Reste v R nésledujici nerovnice.

1. sin3x < sinz,

[\)

. 2cos’x 4+ 5cosx +2>0,

1

coszx’

3. sinx + cosx <

4. sin2x 4+ sinz <0,

5. 1 —cosx <tgx —sinz,
6. sinz + sin 2z + sin3x < 0,
7. sin3x > 4sinx cos 2.

Ndpovéda: 1) Pouzijte 11.5-3). 2) Pouzigte substituci y = cosx a reste kvadratickou nerov-
nici. 8) Prondsobte cosx a pouZijte 11.1-1). Potom lze délit sin x, ovSem pozor na znaménka pri
nasobent a délent. 4) Pouzijte 11.3-2). 5) Pravd strana je soucin levé strany a tgx. 6) Sectéte
(dle 11.3-2)) sinx +sin3z. 7) Vyjddrit obé strany pomoci sinx (za pouZiti 11.2, resp. 11.3-1),
s prihlédnutim k 11.1-1).



