M1130 — Priklady ze cviceni a doméaci tlohy na procvic¢eni

Aktudlni verze sbirky ze dne 5. f{jna 2023.

4 Monotonie a kvadratické funkce

Cviceni konand 9. a 10. 10. 2023.

Priklad 4.1:
1. Definujte (formélné) pojem ,funkce f je rostouci na intervalu I¢.
2. Definujte formdalné ,maximalni interval, kde je funkce f rostouci®.

3. U funkci z prikladu 3.1, 3.2 a 3.4 zjistéte, na kterych maximélnich intervalech jsou rostouci,
resp. klesajici.

4. Zformulujte precizné tvrzeni, ze slozeni rostoucich funkei (na intervalu) je rostouci funkce
(na intervalu) a vétu dokazte. Zejména si uvédomte, jaké vsechny predpoklady je tieba
uvést. Presnéji: pokud g je rostouci funkce na intervalu I, kde I C D(g), a déle f je
rostouci funkce na intervalu J C D(f), potom jesté musime néco predpoklddat o mnoziné
{g9(z); x € I}, abychom mohli dokézat, ze f o g je rostouci na intevalu I.

Piiklad 4.2: Nakreslete graf funkce
f(z) =2cos(3x + g) -1

Urcete vSechny maximalni intervaly, na nichz je funkce klesajici (resp. rostouci). Urcete vSechna
x € R splaujici f(x) = 0. Urcete zejména, kolik je takovych redlnych ¢isel v intervalu (0, 27).

Priklad 4.3: Me¢jme funkci
1
T)= 7"
Urcete jeji defini¢ni obor, obor hodnot, nacrtnéte jeji graf a urcete, na kterych maximalnich
intervalech je tato funkce rostouci nebo klesajici.

Priklad 4.4: Necht f a g jsou rostouci funkce na intervalu I, tj. zejména I C D(f) N D(g).
Rozhodnéte, zda je rostouci nebo klesajici funkce h danéd nésledujicim predpisem:

L h(z) = fz) + g(x),
2. h(zx) = f(x) — g(x),



3. h(z) = f(z) - g(x),
4. h(x) = —g(z),

5. h(z) = g(z) - g(z),
6. h(z) = |g(x)],

7. hiz) = .

V piipadech, kdy odpovidate ,ano“, se pokuste o formélni dukaz. V piipadech, kdy odpovidate
,he‘, dejte protipiiklad a navic se pokuste (pfidanim vhodnych pfedpokladu pro funkce f a g)
zformulovat platné tvrzeni.

Priklad 4.5: Necht g je rostouci funkce na intervalu I, tj. zejména I C D(g) a necht ¢ € R je
pevneé zvolené realné ¢islo. Rozhodnéte, zda je rostouci nebo klesajici funkce h dana nasledujicim
predpisem:

L h(z) = g(x) + ¢,

2. hz) = c—glx),

3. h(z)=c-g(x).

Pozor, odpovéd se muze lisit v zavislosti na paramatru c.

Piiklad 4.6: Udejte priklad rostoucich funkci f a g s definicnim oborem R takovych, ze
funkce h, dand predpisem h(x) = f(x) - g(z), je klesajici funkce na celém definiénim oboru
D(h) =R.

Ndpovéda: Pokuste se nejdrive nacrtnout grafy vasich funkci f, g a h. Poté se pokuste
vymyslet néjaky vhodny predpis pro tyto funkce (jako sloZeni elementdrnich funkct).

Priklad 4.7: Necht f je rostouci funkce na celém definiénim oboru D(f) = R s oborem
hodnot H(f) = (0,00). Uvazujme déle funkci g danou predpisem g(x) = x - f(z). Dokazte, ze
funkce g je rostouci na intervalu I = (0, 00).

V dukazu identifikujte krok, kde se vyuzije predpoklad H(f) = (0,00), a déle krok, kde se
vyuzije predpoklad, ze I obsahuje pouze kladné realna cisla.

Ukazte, ze oba tyto pfedpoklady jsou nutné. Zejména dejte ptiklad rostouci funkce f s
definiénim oborem D(f) = R, takové, ze H(f) obsahuje 0 nebo zédporné ¢islo, pro niz funkce
g(x) = z - f(x) neni rostouci na intervalu I = (0,00). Poté zformulujte podobné tvrzeni o
existenci funkce f v druhém ptipadé a dejte vhodny piiklad takové funkce.



Piiklad 4.8: Pomoci tipravy na ¢tverec odvodte “vzorecek” pro feSeni obecné kvadratické
rovnice
ar® +bxr +c =0,

kde a,b,c € R, a # 0. Nac¢rtnéte graf kvadratické funkce f(z) = ax? + bx + ¢ pro a > 0 a pro
a < 0. Urcete, jaké maximum nebo minimum tato funkce nabyva a v kterém bodé.

Piiklad 4.9: Urcete vSechny hodnoty parametru r» € R tak, aby dana nerovnost platila pro
viechna = € A. (Kreslete si, jak musi vypadat grafy piislusnych kvadratickych funkei.)

a) (r+4)z> —2rz+2r—6<0, A=R.
b) ra? — 4z +3r+1>0, A= (0,00).

¢) (r—=2)z+rx+1—r>0, A= (0,00).
)

d) (z—=3r)(x—r—3)<0, A=1]1,3].

Priklad 4.10: Urcete vsechny hodnoty parametru r € R tak, aby nerovnost (r — 2)z? +rz +
3r + 2 > 0, platila pro vSechna = € [3,5].

Priklad 4.11: Urcete vSechny hodnoty parametru r» € R tak, aby nerovnost
(re —1)(x+7r) <0

platila pro vSechna x € A.

a) A=(0,1).

b) A=(-1,1).
¢) A=(-2,2).
d) A= (0,00).

Priklad 4.12: Urcete, kdy pro feseni x; < x9 rovnice
202 —2(2a+ Dz +ala—1)=0

plati 1 < a < x5. Ndpovéda: Vyznacte na grafu prislusné kvadratické funkce jeji hodnotu v a.

Priklad 4.13: Urcete, kdy pro feSeni x; a x5 rovnice
(a—2)2* —2(a+3)r +4a =0

plati 1 > 3 a o < 2.



Piiklad 4.14: Urcete, pro kterd a € R mé nasledujici polynom dvojnasobny koten

(2a — 5)z* — 2(a — 1)z + 3.
Priklad 4.15: Najdéte nejmensi celé ¢islo k, pro néz ma rovnice
2 =2k +2)z+12+ k=0
dvé ruzna redlnd teseni.
Pf‘fklad 4.16*: Naleznéte kvadratickou rovnici s celociselnymi koeficienty, jejimz jednim resenim

je
= VI V3
VB +VE

Piiklad 4.17*: OgznacCme

a=1\/3V21+8, b=1/3v21-8.

Dokazte, ze soucin i rozdil téchto dvou realnych cisel je celociselny a urcete jej. Zjednoduste
algebraické vyrazy pro ¢isla a a b tak, aby obsahovala kromé celych ¢isel a obvyklych operaci
jiz pouze druhé odmocniny.

Ndpovéda: Napiste si kvadratickou rovnici s dvojici reSent a, —Db.



