8. cviceni z M3110 - linearni programovani - tenzorovy soucin, podzim 2024

Priklad 1. Necht’ U a V jsou vektorové prostory nad K dimenze n a p. Popiste bazi vek-
torového prostoru bilinedrnich forem na U x V, znaime ho Liny (U, V'; K), a uréete jeho
dimenzi.

Reseni. Kazda bilinedrni forma na U x V je uréena svymi hodnotami na dvojicich (u;, vj),
kde wu; tvoif bazi U a v; tvoif bazi V. Baze Liny (U, V;K) je ddna bilinedrnimi formami
" ® ¢’, kde f*je dudlni baze k u; a ¢’ je dudlni baze k v;. O
Priklad 2. Definice vektorového soucinu dvou vektorovych prostorti kone¢né dimenze je
U®V = Ling(U, V; K)*.
Spolec¢né s touto definici uvazujme bilinedrnim zobrazenim
t:UxV —=>U®V =Ling(U, V;K)* : t(u,v) =u®@v: D — ¢(u,v).

To ma tzv. univerzalni vlastnost. Zformulujte, co to znamen4, a proved’te dikaz.

Priklad 3. JestliZe bilinedrni zobrazenit : U x V — X as: U x V — Y maji obé vyse
uvedenou univerzalni vlastnost, pak existuje izomorfismus ¢ : X — Y takovy, Ze pot = s.

Priklad4. Necht' U a V jsou kone¢né dimenziondlni vektorové prostory nad K a necht’
F' je volny vektorovy prostor nad mnozinou U x V. UvaZujme vektorovy podprostor 1?2
prostoru [’ generovany vektory tvaru
CL(U, U) - (CLU, U), CL(U, U) - (u7 CLU), (u +, Z) - (uv Z) - (Uv Z)? (U, v+ Z) - (u7 U) - (u7 Z)‘
Potom faktorovy vektorovy prostor F'/ R spole¢né s bilinedrnim zobrazenim

t:UxV = F/R,t(u,v) = [(u,v)]

md univerzalni vlastnost z prikladu 2 a tudiZ je podle piikladu 3 izomorfni tenzorovému
soucinu. Zde [(u, v)] je tfida z '/ R ur€end dvojici (u, v).

Priklad 5. Z univerzalni vlastnosti dokazte, Ze vektorovy soucin je komutativni a asocia-
tivni.

Priklad 6. Z univerzalni vlastnosti dokazte, Ze pro kazda dvé linearni zobrazeni p : U — X
a1y : V — Y existuje prave jedno linedrni zobrazeni p @ ¢ : U @ V — X ® Y takové, Ze

P RYP(uv) = p(u) @p(v).



