10. cviceni z M3110 - symetrické a antisymetrické tenzory, orientovany objem,
podzim 2024

Priklad 1. Necht ¢; je baze U a f7 dudlni baze. Spoltéte kontrakci tenzoru
(D3 - floe ey —2- f2® ey ® ey podle 1. a 2. slozky.
Q) P2 flRes®e + 2 f2® e ® ey podle druhé a Etvrté slozky.

Priklad 2. Vypoctéte tenzorovy soucin riznych matic.

Priklad 3. Necht’ stopa ¢tverové matice je oznaCena tr A. Vypoctéte tr(A® B) pomoci tr A
atrB.

Priklad 4. Symetricka mocnina. Pro vektorovy prostor U dimenze n nad K napiste de-
finici symetrické mocniny S?U jako kvocientu prostoru K7 U. Jak pomoci bdze prostoru
U popiSeme bazi S?U a jakd je dimenze S?U? Tvrzeni o dimenzi dokaZte. Zformulujte
univerzdlni vlastnost symetrické mocniny S?U.

Priklad 5. Symetrické tenzory Pomoci grupy permutaci ¢ prvki definujte symetrické ten-
zory v ®? U. Co plati pro souradnice symetrickych tenzorti?
Definujte zobrazeni symetrizace tenzoru

Sym:éU%éU.

V textu k prednasce (kapitola 8) je dokdzano, Ze obrazem tohoto zobrazeni je podprostor
symetrickych tenzort a Ze tento podprostor je izomorfni symetrické mocniné.
Spocitejte symetrizaci tenzoru ¢t = uy ® us — 3uy @ uy € ®2 U.

Priklad 6. Symetrick4a mocnina a polynomy. V (K")* uvazujme dudlni bazi ke standardni
bazi v K™. Je tvofena formami 2, 2*(u) je i-td soufadnice vektoru u ve standardni bazi.
Uvédomte si, Ze symetrickd mocnina S7(K")* je prostor homogennich polynomd stupné ¢

v n proménnych z!, 2%, ..., 2",

Priklad 7. Antisymetricka mocnina. Pro vektorovy prostor U dimenze n nad K napiste
definici antisymetrické mocniny AU jako kvocientu prostoru R)? U. Jak pomoci béze pro-

storu U popiSeme bazi AU ajaka je dimenze AYU? Tvrzeni o dimenzi dokazte. Zformulujte
univerzalni vlastnost antisymetrické mocniny A‘U.

Priklad 8. Antisymetrické tenzory Pomoci grupy permutaci ¢ prvka definujte antisymet-
rické tenzory v ®? U. Co plati pro soufadnice antisymetrickych tenzorG?
Definujte zobrazeni antisymetrizace tenzoru

q q
Alt: QU — QU

V textu k prednasce (kapitola 8) je dokdzano, Ze obrazem tohoto zobrazeni je podprostor
antisymetrickych tenzord a Ze tento podprostor je izomorfni symetrické mocniné.
Spotitejte antisymetrizaci tenzoru t = uy ® uy @ (ug — Tuy) € @° U.
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Priklad 9. Zopakujte si definici antisymetrickd mocniny linearniho zobrazeni. Uvazujte
vektorovy prostor U dimenze n s bazi uy,us, ..., u, a linedrni zobrazeni ¢ : U — U
s matici (¢)a,o = (a}). Spocitejte A"p(uy Aug A -+ Auy).

Priklad 10. Na zakladé pfedchozi dlohy dokazte, Ze pro ¢tvercové matice plati det(AB) =
det A - det B.

Priklad 11. Na R? uvaZujme standardni skaldrni soucin. Necht' Vol : AR? — R je obje-
mova forma takova, Ze na standardni bazi je Vol(e; A es A e3) = 1. Dokazte, Ze potom
(1) Vol(uy A ug A uz) = 1 na kazdé ortonormalni bazi.
(2) Jestlize od baze vy, vy, v3 pfejdeme Grammovym-Schmidtovym algoritmem k orto-
gondlni bazi uy, us.ug, pak

VOI(Ul N Vg A ’U3) = V01<U1 N Ug N Ug).

(3) Rovnéz determinant Grammovy Schmidtovy matice (v;, v;) se prechodem k (u;, u;)
nezmeéni.
(4) | Vol(v1 A va Awg)| = +/det((vs, v;)).

Priklad 12. Pomoc{ standardni objemové formy a skaldrniho sou¢inu v R? definujte vekto-
rovy soucin dvou vektort. Spocitejte u X v prou = (2,1,3) av = (3,1, —2). Jaky je vztah
vektoru u x v a vektord v a v? Jaky je geometricky vyznam velikosti vektoru u x v? Jaka je
orientace trojice v X v, v, u vzhledem ke stantardni bazi, jsou-li v a v linedrné nezavislé?



