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Zakladni maticové rozklady

LU rozklad
A= LU, L je dolni trojahelikova, U je horni trojuhelikova.
LU rozklad existuje, pokud hlavni minory matice A jsou
nenulové.
Neni uréen jednoznacné, jednoznacost dosahneme fixovanim
diagonaly v L nebo U (nejcastéji jednicky na diagonale v L).
Metody vypoctu

@ pomoci Gaussovy eliminace

@ pomoci Croutovy metody (porovnani prvkd v maticich)
Pouziti

@ feseni systému linearnich rovnic (hlavné pro riizné pravé

strany) Ax =b= LUx=b= Ux =y, Ly = b,

@ vypocet inverzni matice

@ vypocet determinantu
Zbecnena verze: PA = LU, P je vhodna permutacni matice.
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Choleského rozklad (pro realnou symetrickou matici)

A=TT.T

T = (t;) je horni trojuhelikova matice, jeji prvky se urci
pfimym vypoctem:
t]_]_:\/a_llv tlj:%7 j:27"'7nv

i—1
S
—Ztk,-, i=2,...,n

t; = tl(a,J Z tith), j>i t; =0, j<i

Choleského rozklad existuje, pokud hlavni minory matice A
jsou nenulové, ale pro zaporné hodnoty dostadvame komplexni
Cisla, proto softwarové baliky zpravidla pocitaji Choleského
rozklad jen pro pozitivné definitni matice.
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Spektralni rozklad (diagonalizace) Etvercové matice

A= \VDV!

D — diagonalni s vlastnimi Cisly, V — regularni, rozklad nemusi

existovat.
Vzdy existuje rozklad na Jordantiv kanonicky tvar A = VJV 1.

Pro hermitovskou matici existuje vzdy a to dokonce tak, ze V
je unitarni, tedy

A= VDV~
Pokud je A navic pozitivné semidefinitni, pak prvky D (vlastni
Cisla A) jsou nezaporné.

Rozklad neni uréen jednoznacné.
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Singularni rozklad

Veta 1
Bud' A libovolna matice, r(A) = r, 02,...,0? jsou kladna
vlastni Cisla matice A*A. Pak existuji unitarni matice U, V a
matice X, ze plati

A=UxLV*,

priCemz matice ~ ma tvar

S0
=(00),

kde S je diagonalni matice s prvky o1, ..., 0, na diagonale.
Poznamka

Cisla 01, .., 0, se nazyvaji singularni isla matice A, software
zpravidla dava o1 > 00 > 03....

Dasledek

Nenulova vlastni ¢isla matic A*A a AA* jsou stejna.
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Dikaz
A*A = VDV*, D = diag(M, ..., A\, 0,...,0), At ..., \, > 0.
Necht v, ..., v, jsou sloupce V, o1 = VA1, ...,0, = VA, 1j.

5?20 . Ak ]
D = 0 0 = V*A*AV. Pro V = [V4, V5] plati

ViA*AV, = 52, VFA*AV, =0, VS A*AV, = 0, VS A*AV, = 0.
Polozme

1 1
up = _AV1> cey Uy = _AVH tJ [u17 LI ur] - Avlsil = Ul;
01 Or

a necht sloupce matice U, tvofi ortonormalni bazi N'(A*), tj.
AUy =0, U= [Uy, Us].

Primym vypoctem se ovéri, ze U je unitarni a plati U*AV = %.
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Pouziti
@ Vypocet pseudoinverzni matice:

A=UrV* = At = VItU",

St o
+_
=% o)
@ vypocet hodnosti matice (v Matlabu)

@ vypocet spktralniho rozkladu pro pozitivné semidefinitni
matice

@ analyza hlavnich komponent ve statistice

@ ztratova komprese obrazu (dfive)
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Redukovany singularni rozklad
A=UZV* r(A)=r, U=[Uy, U], V=[V, V]

S0 %4 «
Vyuziti - ztratova komprimace dat:

Pouzijeme k < r singularnich hodnot, ostatni zanedbame,
Uk, Vi« — prvnich k sloupca, U,, V, — zbylé sloupce.

U=[U,U,], V=I[V, V]

Sk 0 %% )
Az[Uk,UZ]( ok 0){V§]:Uk5kvk.
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Norma matice

Veta 2

Necht o1 > 0, > ... jsou singularni Cisla matice A. Pak

|A[|2 = o1.

Dukaz:

Ze singularniho rozkladu mame AV = UYL, takze po sloupcich
dostavame Av; = o;u; a plati to i pro nulova singularni Cisla.
Maticova spektralni norma ||Al|, je pfidruzena k eukleidovské
vektorové normé || - |l» = || - || a je definovana vztahem

A
1A = max XL
x#o ||x||

Protoze u; i v maji normu rovnu jedné, plati s vyuzitim
predeslé rovnosti
[Avi]| _ ol _ ol _
= = = o1,
v v vl
takze ||A||2 Z 1.
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Norma matice

Dale bud x libovolny nenulovy vektor Sloupce v; matice %4

tvori ortonormalni bazi, takze x = Z cvi, ||x]]? = Z lci|? a
i=1
n

Ax = A Z cGvi =Y GAv, = Z Ciojuj,
i=1 i=1

tedy [|Ax||* = Z oflcl? < Z tleil? = atlx|?,
tj. [|Ax|| < 01Hx|| Odtud

|AX]

< 01, celkem ||A]|2 = 01.
I
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QR rozklad

A —regularni, A= QR, Q — unitarni, R — horni trojuhelnikova
Pouziti QR rozkladu:
@ reseni systému lin. rovnic — vétsi stabilita
prevod na Hessenbergiv tvar
QR algoritmus — vypocet vlastnich cisel

metoda nejmensich Ctvercd
Nejedna se o podobnost! (A = QRQ*)
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Gramova-Schmidtova ortogonalizace

Necht A je regularni, ay, ..., a, jsou jeji sloupce.
Vektory ay, ..., a, lze transformovat na ortonormalni bazi
qi,.---,qn, pFléemi ﬁ(al, ceey ak) = E(ql, ceey qk)

1 k—1

1
g1 = a1, DProk: z=ay— (3k,9i)qi, Gk = 72
[EAl ; 2|

a = niq

aH = n2q1+ nR2g

a3 = n3q1+ R3¢+ 133q3
t.j. A= QR
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Householderova transformace

Zrcadlovy obraz vektoru x podle nadrovniny uréené
normovanym vektorem v

x-2(vTx)N
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Householderova matice (reflexe)

wi=[—-— —w"*

H=H,=1I-
Ivi> Vv

Householderova transformace: x — Hx

Vlastnosti Householderovy matice:
@ H je hermitovska
@ H je unitarni
@ Dasledek: H je sama sobé inverzi (involutory)
@ Hv = —v,Vx L v: Hx=x
@ vlastni Cisla jsou 1 (nasobnosti n — 1) a —1
o det(H) = -1
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QR rozklad pomoci Householderovy transformace

Veta 3

Pro kazdy nenulovy vektor x existuje vektor v, ze H,x = cey,
kde & = (1,0,...,0)".

Lemma Pro y = Hx plati (x,y) € R.

Dikaz vety:

ef = ]\

Podle predchoziho lemmatu (x, ce;) = €x; € R, tedy
c= il%IHXH pro x; # 0, jinak ¢ = £||x||.

vV =X+ ce;.

Maximalizace |v;| = ¢ = %HXH v realném pripadé
v = x + sign(xy) ]| x||er.
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Algoritmus QR rozkladu
Aplikace predchozi véty na jednotlivé sloupce matice A,
Householderovu matici vkladame do jednotkové matice.
1. krok: A; = H;A, H; transformuje prvni sloupec A na
nasobek ey.
krok: Ay = Hh A1, Hy = 10
2. roK: Ay = IMyAq, My = OH2
druhy sloupec A; od hlavni diagonaly na nasobek e;
(o 1 mensi rozmér nez v predchozim kroku).
i-ty krok: A,‘ = H,'A,'_]_, H,' = |: 1’61 /g; ) kde H,'
transformuje i-ty sloupec A;_; od hlavni diagonaly
na nasobek e;.

}, kde I:IQ transformuje

Postupné vynulujeme prvky pod hlavni diagonalou, pocet
krokl zavisi na rozmérech matice. Celkem

R:Hka,1HlA:Q*AjQ:HikH:IHlHk
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Prevod na Hessenbergiiv tvar

Definice

Rekneme, ze matice T = (t;;) je v (hornim) Hessenbergové
tvaru (forme), jestlize t;; =0 pro i > j+ 1. (T je ,skoro”
horni trojahelnikova.)

Veta 4
Pro kazdou Ctvercovou matici A existuje unitarni matice @ a
matice T v Hessenbergové tvaru, ze

A= QTQ".

Diikaz — pomoci Householderovy transformace. Postupujeme
podobné jako v algoritmu QR rozkladu, ale za¢iname jeho
druhym krokem a Householderovu matici nasobime z obou
stran.

Disledek:
Pro hermitovskou matici A je T tridiagonalni.
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Definice

Matice A se nazyva reducibilni (rozlozitelna), pokud existuje
permutacni matice P, ze

7 ( Tu T
PAP —( 0 Tw

V opacném pripadé se nazyva ireducibilni (nerozlozitelna).
Veta 5

Bud T ireducibilni matice v hornim Hessenbergové tvaru. Pak
vsechna jeji vlastni Cisla maji geometrickou nasobnost 1.

Dikaz

Pokud je matice T rfadu n v Hessenbergové tvaru a je
ireducibilni, pak V/ plati t;1q; # 0. Pak pro vlastni ¢islo A ma
matice T — Al prvnich n — 1 sloupcti LNZ, takze ma hodnost
n—1, tudizdmN(T = X)) =1

Dausledek: Tridiagonalni hermitovska ireducibilni matice ma

véechna vlastni &isla nasobnosti 1.
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QR rozklad pomoci Givensova rotace

Rotace vektoru
Otoceni vektoru v roviné o dany thel ¢ (v kladném sméru).

G — cos¢ —sing
¢~ | sing cos¢ |’
Gy je unitarni.

Priklad:
Rotace vektoru o 90° v zaporném sméru.

coss sing a;
—sinZ cosZ ar

2 2
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sV sn90 | | @1,

_sin 0° cos 90° Q, -
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Givensova rotace

r = Va%+4 b2
a
c = -
;
b
s = ——

Matici vkladame do jednotkové matice, dostaneme G(i, j, ¢):
Nasobeni G(i,j, »)A vynuluje prvek v A na pozici (/,;), ale
dochéazi k transformaci celych radka!
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1 0 0 0
J|0 C 5 0
Gli, g, &) :
1|0 & ( ]
K 0 0l 1]
] 1

QR rozklad: postupné nulovani prvka pod hlavni diagonalou
G-A=R=A=G"-R=Q=G"

Nulujeme od 1. sloupce, zpravidla od 2. fadku, ale neni to

nutné.
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Givensova rotace pro komplexni cisla:

@l3]=[= 2] La]-1o)

r = VP15

=~ |
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QR rozklad pro singularni a obdélnikové matice

Pro singularni matici se v R objevi nuly na hlavni diagonale.
Pro m > n je potreba nulovat i posledni sloupec, matice R je

ve tvaru { 'Lgl } v tomto pfipadé je A = Q. Ry, kde Q; je

tvofena prvnimi n sloupci matice Q.
Pro m < n je matice R ve tvaru [R;, X] pro horni
trojahelnikovou matici R;.

Dalsi vlastnosti QR rozkladu

Veéta 6 (ortonormalni baze R(A))

Necht A je matice typu m X n s nezavislymi sloupci, A = QR,
A=lar,...,a)], Q=[q1,--,qm] Pak

L(ay,...,ak) = L(q1,...,qk) pro k=1,...,n.

Specialné pokud @ je tvorena prvnimi n sloupci a @ zbylymi
sloupci, pak plati R(A) = R(Q1), R (A) = R(Q»).

Matice Ry (viz prvni Cast predchoziho odstavce).je regularni.
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Veéta 7 (jednoznacnost QR rozkladu)

Necht A je matice typu m x n s nezavislymi sloupci. Pak
matice R a prvnich n sloupcti matice Q rozkladu jsou urceny
jednoznacné az na nasobeni komplexnimi jednotkami radki R,
resp. jejich inverzemi odpovidajicich sloupci Q.

Dakaz: Necht
A= QR = [Qu, Qr] { Rsl 1 = Q2R = [Qa1, Qa2 { R021 1 ,

tedy A= Qi1 Ri1 = Qo1 Ro1, pfiemz Ry1 i Ry jsou regularni.
Odtud Q; Q21 = Ri3 R{ll a Q5 Q1 = Rleﬂl, ale tyto matice
jsou horni trojuhelnikové a vzajemné hermitovsky sdruzené,
jejich soucin je jednotkova matice, takze jsou to unitarni
diagonalni vzajemné inverzni matice.

Celkem Ry; = DR»; pro diagonalni D s komplexnimi
jednotkami na diagonale a

A= Q1R = Q1D*DRy; = QuD*Ri1 = Qi1 = QuiD™.
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QR rozklad a MNC

Unitarni transformace neméni normu, takze minimalizace
|Ax — b||? je ekvivalentni minimalizaci ||UAx — Ub||? pro
libovolnou unitarni matici U.

Bud A matice s nezavislymi sloupci, A= QR = Q { Ry }

0
) Ry o -
Pro U = Q* mame Q*A = 0| pricemz Ry je regularni.
Polozme Q*b = [ cCI } Pak

|Ax — b|* = | Q"Ax — Q*b||* = ||Rix — c|* + ||d|>.

Odtud je zrejmé, ze vektor x, ktery minimalizuje tento vyraz,
je feSenim soustavy Rix = ¢ s regularni matici R;.
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QR rozklad s vybérem vedoucich sloupct

Pokud A nemé nezavislé sloupce, nemusi platit, ze prvnich n
sloupcti Q tvofi ortonormalni bazi R(A). Napf. pro

1 11
A=la,a,a3) = QR =1[g91,92,q3] | 0 0 1 | dostaneme
0 01

ay = a = g1, a3 = q1 + g» + g3, takze zadné dva sloupce Q
netvori bazi R(A).

Reseni: zména poradi sloupcii A — nasobeni permutaéni matici.
Pro r(A) = r najdeme permutacni matici P, aby prvnich r
sloupct AP bylo LNZ. Pak
_ _ Rii R
AP =QR=Q { 0 0 ]

pro Ry1 typu r X r, Ctvercovou a regularni. Snadno se ukaze,
ze prvnich r sloupcii Q tvori bazi R(A).
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Algoritmus
1. krok:

Najdeme v A sloupec s maximalni normou a vyménime jej s
prvnim sloupcem. Tim ziskame matici APy, u které provedeme
1. krok QR rozkladu pomoci Householderovy matice H;.
Dostaneme

R(l) R(l)
(1) 11 (1) .
RY = H AP, = ) , kde R;;’ je radu 1. Pokud
0 Ry

R2(2 =0(r(A) =1), algorltmus kon¢i, jinak nasleduje dalsi
krok.
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i-ty krok:

Ry Y R
Mame RU-Y = H; ;... HiAPy...P;_; = )
(i-1)
0 Ry
Vv Ré;_l) najdeme sloupec s maximalni normou a vyménime
tento sloupec s i-tym sloupcem v R(~Y . Na vyslednou matici
RU=1P; aplikujeme i-ty krok QR rozkladu pomoci
Householderovy matice, ¢imz dqstaneme
RY R
0 RY
(r(A) = i), algoritmus kon¢i, jinak pokracujeme dal.

H;RU-Dp; = R() = [ ] Pokud R{) =0

Celkem vyjde

H...HiAPy...Py = Q*AP =R = [ Rél Rgz } :
Navic prvky na hlavni diagonéle v R jsou sefazeny podle
velikosti (od nejvétsiho v absolutni hodnotg).
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