Diskrétni deterministické modely
1. cvi¢na pisemka
Teoreticka Cast

1. Diferen¢ni rovnici prvniho fadu Az — 4z(1 — 27) = 0 prepiSte do tvaru rekurentni
formule.

2. Necht posloupnost z(t) je FeSenim poc¢atecni ulohy
r(t+1)=—= x(0)=1

Urcete lim x(t).

t—»00
3. Najdéte stacionarni bod rovnice z(t + 1) = |z(t) — 1] + 1 a vySetrete jeho stabilitu.

4. Napiste model vyvoje dvou konkurujicich si populaci s oddélenymi generacemi za
predpokladii:

(i) Izolovana i-ta populace se vyviji podle Bevertonova-Holtova modelu s ristovym
koeficientem r; a s kapacitou prostiedi K;, i = 1, 2.

(ii) Za pritomnosti j-té populace je kapacita prostiedi pro i-tou populaci nepfimo
umérné velikosti j-té populace, i # j.

Vypocetni Cast
1. Najdéte obecné TesSeni systému rovnic
x(t+1)=—x(t) + y(t)
y(t+1)= 2y(t) +t.

2. Uvazujte autonomni rovnici druhého radu

w(t +1) = ra(t) (1 - %) ;

parametry r a K jsou kladné. Najdéte vSechny jeji rovnovazné body a vySetfete jejich
stabilitu.
Uvedenou rovnici interpretujte.

Cas na vypracovani: Teoretickd ¢ast 60 minut, vypocetni ¢ast 40 minut.

Bodovéani: Teoreticka ¢ast 4 x 1 bod, vypocetni ¢ast 2 x 2 body.

Hodnoceni: V kazdé ¢asti — [3.5,4]=A, [2,3.5)=C, [0.5,2)=E;
pokud je v teoretické ¢asti dosazeno méné nez 0.5 bodu, je celkové hodnoceni F, jinak je
celkové hodnoceni primérem hodnoceni obou ¢asti.




ResSeni:

Teoreticka ¢ast

1.
Ax = 4z —4xa’®
2’ —x = 4dx—4dxx’
?(1+4z) = z(4+1)
o 5x
T 1+ 4x

2. L>Oprox>0at€N tedy x(t) > 0 pro v8echna ¢.

’tJr 1 pro t>1, tedy z(t) < (%)2 pro vsechna t.

tlggo (5) = 0. Celkem tlggo x(t) = 0.

Nebo: z(t) = 4, tlglgoﬁ =0.
Odchylka od stacionarniho FeSeni y(t) = z(t) — %.

Pro ,malou* odchylku je y(t + 1) = z(t +1) — 2 = |z(t) — 1] — 3 = 3 —a(t) = —y(t), tedy
y(t) = (—=1)'y(0). Odchylka se nezvétsuje ani nezmensuj FeSeni je stabilni (nikoliv asymptoticky).

4. Napriklad:

N[V

B ari Kyy(t)

z(t+1) = K1+ a(rr — Dz(t)y(t)
B BroKox(t)

y(t+1) = Ky + B(ry — Da(t)y(t)

Vypocetni Cast
Loa(t)=2'A+ (-1)'B—1t -1
y(t)=3-2'A—t -1,
podrobngéji:
a(t) = 5 (3z0 —yo + 5to — 3) (=17 + 5 (yo +to +1)2°7"0 — 5t — 4,

= (yo+to+1)20700 —¢t—1

2. Rovnovazné body jsou 27 =0 a x5 = K= 1.

e 0 <r < 1= zj je stabilni, 23 je nestabilni

e 1 <r < 2= zj je nestabilni, 25 je stabilni

e 2 < r = ] oba rovnovazné body jsou nestabilni
Rovnice miize modelovat vyvoj velikosti populace, u niz vnitrodruhova konkurence ptisobi se zpoz-
dénim jedné generace. Parametr r je vnitini koeficient rastu (maximalni mozny piirtstek velikosti

populace, riustovy koeficient populace bez vnitrodruhové konkurence, bioticky potencial modelované
populace), parametr K vyjadiuje kapacitu (aZivnost) prostiedi; ta zavisi na ristovém koeficientu a

1
je (1 — —)-nésobkem parametru K.
r



Diskrétni deterministické modely
2. cvi¢éna pisemka

Teoreticka ¢ast

1. Diferenc¢ni rovnici druhého fadu 277 Ax = 4z prepiste do tvaru systému explicitnich
diferen¢nich rovnic prvntho typu a prvniho fadu.

2. Napiste n¢jakou diferenéni rovnici vyssiho fadu, kterd ma reSeni x(t) = 4¢>+2 cost3.

3. Najdéte vSechna equilibria autonomni rovnice z(t+1) = 1 — (z(t) — 1)k, kde k € Ny,
a vySetfete jejich stabilitu. Je nékteré z equilibrii dosazitelné?

4. Necht posloupnost g je geometricka s poc¢ateénim (nultym) ¢lenem ~ a kvocientem
q, posloupnost Hi3 je jednotkovy skok v ¢ase 13. Najdéte obraz soucinu téchto po-
sloupnosti v transformaci Z a urcete jeho polomér divergence.

Vypocetni Cast

1. Najdéte obecné reSeni rovnice
ty o (T
2(t+2) — x(t) = 2 sin <§t) .

2. Uvazujte autonomni systém

H(t+1) = rH(t)exp ( — aP(t)),
P(t+1) = cH(t)[1—exp(—aP(t))];

parametry 7, a a ¢ jsou kladné. Najdéte rovnovazny bod systému s obéma soufadni-
cemi kladnymi a vysSetiete jeho stabilitu.

Cas na vypracovani: Teoreticka ¢ast 60 minut, vypocetni ¢ast 40 minut.

Bodovéni: Teoreticka ¢ast 4 x 1 bod, vypocetni ¢ast 2 x 2 body.

Hodnoceni: V kazdé ¢asti — [3.5,4]=A, [2,3.5)=C, [0.5,2)=E;
pokud je v teoretické ¢asti dosazeno méné nez 0.5 bodu, je celkové hodnoceni F, jinak je
celkové hodnoceni primérem hodnoceni obou ¢asti.




ResSeni:
Teoreticka ¢ast

— J— (o}
1. x1 =x, x9 = 27,

x{ = T3, Az = —x1 + 29, Az = —x1 + 22, ,
44 4xq x1(4 + —
1 T2 €T
:Cg = s AIEQ = — T2, Al’g — ( ) 2-
To — 1 T2 — T1 T2 — T1

2. NapiSseme rovnici linearni homogenni.
Charakteristickd rovnice musi mit alespon trojnasobny kofen A\; = 1 a imaginarni kofen Ay = i.
Nejjednodussi takova rovnice je (A — 1)3(A\%2 4+ 1) = 0, po tpravé A\° — 3A* +4X% —4)\2 + 3\ -1 = 0.
Hledan& rovnice muze byt

x(t+5) —3zx(t +4) + 4zt +3) —4a(t +2) + 3z(t + 1) — z(t) = 0.
Také 1ze napsat linearni nehomogenni rovnici

o(t+2)+a(t) =82+ 16t +16 nebo x(t+3)—3x(t+2)+3z(t+1) —x(t) =4 (costg + sing) .

S f@ =9 k=0 0, k=0
Equilibria: 2 = 1 — (2 — 1)*, tj. * = 1 pro libovolné k € Np.
Pro k sudé, k > 0 existuje druhé equlibrium 0.
(1) =0< 1, tj. 1 je asymptoticky stabilni.
|£/(0)] = k > 1, tj. 0 je nestabilni, dokonce repelentni.

Pro k = 0 je equilibrium x* = 1 dosazitelné.

A — 1)k el — 1)k1
{1 (z — 1)k, /<:>o,f,(x){ k(z —1)F1, k>0,

a(t+1) a(t+1)

k liché k sudé
4 g(t) tHyg(t) 0, t<13, /E/( ) io: i (q)13 L 13 ,—12
. = ) = Z) = z 7= - -z — o
g 4 13 1, t>13. 91113 j:137q v > -z =4 Z—gq
konverguje pro |Z| < 1, tj. R = |q|.
Vypocetni Cast
1. z(t) = A+ (-1)!B + 5:2(8 — 5t) sin (5¢)
2. e 7 < 1 rovnovazny bod uvniti prvniho kvadrantu neexistuje
1rl 1
e 7 > 1 rovnovazny bod je (H*, P*) = <_r HT, ﬂ)
acr—1" a
re-of —arHe P ‘ . 1 %T% Inr
J(va)* <C(1eaP) acHe P ) J *J(H 7P )* CT;l Til lnr /°
1 1—
tr)* =14 —— det)* = —_Inr.
r—1 r

[trJ*|—1= ﬁ Inr > %lnr > (% — 1) Inr = I%T Inr = det J*, tedy rovnovazny bod (H*, P*)
je nestabilni.



