[é)]

6 Ciselné charakteristiky ndhodnych veli¢in, centralni limitni véta

6.1 Ciselné charakteristiky ndhodnych veli¢in alespon ordinalniho typu
6.1.1 Charakteristika polohy

Cislo Ko (X) se nazjva a-kvantil ndhodné veli¢iny X, jestlize spliiuje nerovnosti: Pr(X < K. (X)) > a A Pr(X >
Kq,(X)) > 1 — a. Pritom a € (0;1). Jde o teoreticky protéjsek kvantilu z, zavedeného v popisné statistice (viz
kapitola 3). Pro nékterd vybrand « jsou ndzvy kvantili v po¢tu pravdépodobnosti stejné jako v popisné statistice.
Vzhledem k tomu, ze kvantily diskrétnich nahodnych veli¢in nejsou urceny jednoznacéné, budeme se dédle zabyvat jen

kvantily spojitych ndhodnych veli¢in. Pro spojitou ndhodnou veli¢inu X plati: « = F(K,(X)) = f_KO‘Z(X) f(z)dz.

Oznaceni pro kvantily specidlnich rozdéleni
e X ~N(0,1) = Ko(X) = uq,
o X ~it(n) = Ko(X) =tu(n),
o X ~x*(n) = Ko(X) =x2(n),
o X ~ F(ni,ng) = Ko(X) = Fy(ni,ns).
Ptevodni vztahy:
® Uy = —Ul g,

o to(n) = —t1_a(n),

1

o Fo(ni,ne) = 5y

6.1.2 Charakteristika variability
Interkvartilové rozpéti IQR = Ko 75(X) — Ko 25(X).

Piiklad 6.1. ReSeny piiklad
Pomoci softwaru @ zjistéte hodnotu kvantilti (a) ug ss, 10,60, U0,13; (b) t0.09(15), to.28(143), to.75(44); (c) X(2),25(80)7
X6.64(37), X§.31(2); (d) Fo,76(9;12), Fo,11(15;40), Fo,05(100; 87). VSechny vypocitané hodnoty fadné interpretujte.

Reseni piikadu 6.1

Hodnoty a-kvantilt standardizovaného normélniho rozdéleni, tj. u,, vypocitdme pifkazem gnorm(). Vstupnim ar-
gumentem piikazu bude pouze hodnota «. Vstupni argumenty odpovidajici hodnotdm parametra g = 0 (argument
mean = 0) a 0 = 1 (argument sd = 1) v pifkazu specifikovat nemusime, protoze jde o vychozi hodnoty, které jsou
ve funkci qnorm() automaticky prednastavené.

qnorm (0.85) # 1,036433
qnorm (0.60) # 0,2533471
gqnorm (0.13) # -1,126391

Za predpokladu, ze ndhodn4 veli¢ina X pochézi ze standardizovaného normaélniho rozdéleni, je 85 % hodnot mensich
nebo rovnych 1, 0364, 60 % hodnot je mensich nebo rovnych 0, 2533 a 13 % hodnot je mensich nebo rovnych —1, 1264.

Hodnoty a-kvantilu Studentova rozdéleni o n stupnich volnosti, tj. t4(n), vypocitdme piikazem qt(). Vstupnimi
argumenty pifkazu budou hodnota « a pocet stupiiu volnosti (argument df).

qt (0.99, df = 15) # 2,60248

qt (0.28, df = 143) # -0,5842093
qt (0.75, df = 44) # 0,6801065
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Za predpokladu, ze ndhodnd velicina X pochézi ze Studentova rozdéleni o 15 stupnich volnosti, je 99 % hodnot
mensich nebo rovnych 2,6025. Za predpokladu, ze ndhodna velicina X pochézi ze Studentova rozdéleni o 143
stupnich volnosti, je 28 % hodnot mensich nebo rovnych —0, 5842. Za predpokladu, ze ndhodnd velicina X pochdzi
ze Studentova rozdéleni o 44 stupnich volnosti, je 75 % hodnot mensich nebo rovnych 0, 6801.

Hodnoty a-kvantilti x? rozdéleni o n stupnich volnosti, tj. x2(n), vypoéitame piikazem qchisq(). Vstupnimi argu-
menty piikazu budou hodnota « a pocet stupiii volnosti (argument df).

qchisq(0.25, df = 80) # 71,14451
qchisq (0.64, df = 37) # 39,47272
qchisq(0.31, df = 2) # 0,7421274

Za predpokladu, ze ndhodn4 veli¢ina X pochdzi z x? rozdéleni o 80 stupnich volnosti, je 25 % hodnot mensich nebo
rovnych 71,1445. Za predpokladu, ze ndhodnd veligina X pochdzi z x2 rozdéleni o 37 stupnich volnosti, je 64 %
hodnot mensich nebo rovnych 39, 4727. Za piedpokladu, ze ndhodnd veli¢ina X pochdzi z x? rozdéleni o 2 stupnich
volnosti, je 31 % hodnot mensich nebo rovnych 0, 7421.

Hodnoty a-kvantili Fisherova-Snedecorova rozdéleni o nq a ng stupnich volnosti, tj. F(n1, ne), vypocitdme piikazem
af(). Vstupnimi argumenty ptikazu budou hodnota «, pocet stupiiii volnosti n; (argument dfl) a pocet stupitu vol-
nosti ng (argument df2).

qf (0.76, dfi1 = 9, df2 = 12) # 1,535992
qf (0.11, dfl = 15, df2 = 40) # 0,5563822
qf (0.05, df1 = 100, df2 = 87) # 0,7114649

Za predpokladu, ze ndhodnd velicina X pochéazi z Fisherova-Snedecorova rozdéleni o 9 a 12 stupnich volnosti, je
76 % hodnot mensich nebo rovnych 1, 5360. Za predpokladu, ze ndhodnd velicina X pochdzi z Fisherova-Snedecorova
rozdéleni o 15 a 40 stupnich volnosti, je 11 % hodnot mensich nebo rovnych 0,5564. Za predpokladu, ze ndhodnd
velicina X pochézi z Fisherova-Snedecorova rozdéleni o 100 a 87 stupnich volnosti, je 5% hodnot mensich nebo
rovnych 0, 7115. *

Piiklad 6.2. Reseny piiklad

Pomoci softwaru @ (a) zjistéte hodnoty kvantili 0,10, Up,00 & Ovéite, ze plati vztah ug10 = —uo,90; (b) zjistéte
hodnoty kvantila o ¢5(18), to,35(18) a ovéfte, ze plati vztah g 65(18) = —t0.35(18); (c) zjistéte hodnoty kvantila
Fo,48(13;1), Fp 52(1;13) a ovéite, ze plati vztah Fp 45(13;1) = m

Reseni piikadu 6.2
Hodnoty a-kvantila standardizovaného normélniho rozdéleni, tj. u,, vypocitdme piikazem gnorm().

gnorm (0.10) # -1,281552
gqnorm (0.90) # 1,281552

Kvantil ug 10 = —1, 2816, kvantil ug g0 = 1,2816. Vidime tedy, Ze rovnost ug 10 = —u0,90 plati.

Hodnoty a-kvantila Studentova rozdéleni o n stupnich volnosti, tj. t,(n), vypocitdme piikazem qt().

qt (0.65, df = 18) # 0,3915326
qt (0.35, df = 18) # -0,3915326

Kvantil tg 65(18) = 0,3915, kvantil ¢¢ 35(18) = —0,3915. Vidime tedy, Ze rovnost to65(18) = —to,35(18) plati.

Hodnoty a-kvantili Fisherova-Snedecorova rozdélen{ o ny a ny stupnich volnosti, tj. Fy, (n1, na), vypocitdme ptikazem
qf().

qf (0.48, df1l = 13, df2 = 1) # 1,891045

qf (0.52, df1 = 1, df2 = 13) # 0,5288082

1 / qf(0.52, df1 = 1, df2 = 13) # 1,891045

Kvantil F4s(13;1) = 1,8910, kvantil Fy 52(1;13) = 0,5288, hodnota z— = L =1,8910. Vidime tedy, ze

2(1:13) — 0,5288
rovnost Fp 45(13;1) = m plati. *




Piiklad 6.3. Nereseny piriklad

Pomoci softwaru @ zjistéte hodnotu kvantili (a) ug 21, 10,92, %o,50; (b) t0,14(136), to.47(9), t0.26(62); (c) x3’38(12),
X6.07(70), x3.66(425); (d) Fo,s3(83;83), Fo,50(10;7), Fo,14(140; 79). VSechny vypocitané hodnoty Fadné interpretujte.
Vysledky: (a) Up,21 = —078064, Up,92 = 1,4051, up,50 = 0,00007 (b) t0714(136) = —1,0846, t0747(9) = —0,0774,
t026(62) = —0,6470; (c) XZa5(12) = 9,9540, x2,07(70) = 53,3803, X3 46(425) = 436,4614; (d) Fy 5(83;83) =
1,2340, Fy50(10;7) = 1, 2147, Fy14(140;79) = 0,8106. *

Piiklad 6.4. NereSeny piiklad

Pomoci softwaru @ (a) zjistéte hodnoty kvantilii 0,76, Up,24 & Oveéite, ze plat! vztah ug 76 = —ug24; (b) zjistéte
hodnoty kvantilt £9,04(315), to,06(315) a ovéfte, ze plati vztah tg 04(315) = —t0.96(315); (c) zjistéte hodnoty kvantila
F0’31(180; 248), F0’69(248; 180) a ovéi"te, ze platl' vztah F0’31(180; 248) = m.

Vysledky: (a) ugrz6 = 0,7063, ug 24 = —0,7063, rovnost plati; (b) t0,04(315) = —1,7564, t996(315) = 1,7564,

rovnost plati; (c) Fo 31(180;248) = 0,9325, Fp 69(248;180) = 1,0724, m = 0,9325, rovnost plati. *

6.2 Ciselné charakteristiky ndhodnych veli¢in intervalového a pomérového typu
6.2.1 Charakteristika polohy

Predpoklddejme, ze p(x) je pravdépodobnostni funkce ndhodné veli¢iny X (v piipadé, ze X je diskrétni ndhodna
veli¢ina) a f(x) je hustota ndhodné veliciny X (v piipadé, ze X je spojitd ndhodnd veli¢ina).

Stedn{ hodnota E(X) = {%j‘?( xféx)’
o xf(x)de,

pokud je suma, resp. integral na pravé strané rovnosti kone¢ny nebo absolutné konverguje. Jinak stfedni hodnota
neexistuje.

6.2.2 Charakteristika variability

2 e oo TPp(x) = 002 wp(x 2
Ryt DY) = B ( ~ BO0P) = B (%) - 00 = {2 [&E xmﬁx]y

pokud stfedni hodnoty E (X2) a E (X) existuji.

Smérodatnd odchylka: \/D(X). Centrovand ndhodnd veli¢ina: Z = X — E(X). Standardizovand ndhodn4 veli¢ina:
U = XEX) Ppro centrovanou a standardizovanou nahodnou veli¢inu plati: E(Z) =0, D(Z) = D(X), E(U) =0,

VvD(X)
D(U) = 1. Pro konstantu k plati: E(k) =k, D(k) = 0.

Stiedni hodnoty a rozptyly vybranych diskrétnich a spojitych rozdéleni
e X ~A(W) = E(X) =19, D(X)=9(1—-19),
e X ~ Bi(n,9) = E(X) =nd, D(X) =nd(1 —9),
o X ~Hg(N,M, k) > E(X) = ME, D(X) = Mk (1 — &) =k
e X ~Po(A\) = E(X)=\DX) =),
e X ~ N(u,0%) = E(X) =pu, D(X) =%



6.2.3 Charakteristika spole¢né variability dvou nahodnych velicin

Piedpokladejme, Ze p(x,y) je simultdnn{ pravdépodobnostni funkce ndhodného vektoru (X, Y)T, p,(z) je pravde-
podobnostni funkce ndhodné veli¢iny X a p,(y) je pravdépodobnostni funkce nahodné veli¢iny Y (v piipadé, ze
X a'Y jsou diskrétni ndhodné veliciny). Déle predpoklddejme, Ze f(x,y) je simultdnni hustota ndhodného vektoru
(X, V)T, fo(z) je hustota ndhodné veli¢iny X a f,(y) je hustota ndhodné veliciny Y (v pifpadé, ze X a Y jsou
spojité ndhodné veliciny). Kovariance

C(X,Y) =E([X - E(X)][Y — E(Y)])
= E(XY) — E(X)E(Y)
— ZEC:—OO Zz.;—oo xyp(l',y) - Zzo— ooxpfﬂ( )Z:Of—oo ypy(y)v
o o ey f (e, y)dady — [ xfo(z)da [y fy(y)dy,

pokud sttedn{ hodnoty E(XY), E(X) a E(Y) existuji. Je-li C(X,Y") > 0, resp. < 0, znamen4 to, Zze mezi ndhodnymi
veli¢inami X a Y existuje ur¢ity stupen piimé, resp. nepiimé linedrni zévislosti. Je-li C(X,Y’) = 0, pak fekneme,
ze ndhodné veliciny X a Y jsou nekorelované, a znamend to, Ze mezi nimi neni zadny linedrni vztah.

Upozornéni: Z nekorelovanosti obecné nevyplyva stochastickd nezavislost, avsak ze stochastické nezavislosti plyne
nekorelovanost.

6.2.4 Charakteristika tésnosti linearniho vztahu dvou nahodnych veli¢in

Koeficient korelace

X-E(X)Y o
R(X,Y) = E(ﬁ ﬁ) pro /D(X)/D(Y) > 0

0 jinak,
_ {\/J\% pro /D(X)/D(Y) >0
0 jinak.

Cauchyho-Schwarzova-Bunjakovského nerovnost: |[R(X,Y)| < 1, pficemz rovnost nastane tehdy a jen tehdy, kdyz
mezi velicinami X a Y existuje s pravdépodobnosti 1 tiplnd linedrni zavislost, tj. existuji konstanty a, b, pro které
Pr(Y =a+0X) =

Piiklad 6.5. ReSeny piiklad

Nactéte datovy soubor 30-fiances-single-marital-status.csv obsahujici hodnoty simultanni pravdépodobnostni funkce
véku v letech u svobodnych snoubencu (vék v letech u Zenicha, vék v letech u nevésty) vstupujicich do manzelstvi
v roce 2019 na tizemi Ceské republiky. Za pfedpokladu, Ze ndhodné velicina X popisuje vék v letech u svo-
bodného Zenicha a ndhodng veli¢ina Y popisuje vék v letech u svobodné nevésty, (a) vypocitejte stfedni hodnotu
a smérodatnou odchylku ndhodné veli¢iny X, resp. Y; (b) vypocitejte kovarianci a koeficient korelace. Vsechny
vypocitané hodnoty fadné interpretujte.

Poznamka: Datovy soubor 30-fiances-single-marital-status.csv obsahuje kompletni tidaje o vSech snatcich uskutec-
nénych na tzemi Ceské republiky v roce 2019 a o véku v letech u kazdého zenicha i u kazde nevesty, kterl byli V
roce 2019 sezdéni. V tomto piipadé tedy nepocitdme odhady, ale pfimo hodnoty E(X , vD , vD

C(X,Y) a R(X,Y). V praxi vSak vétsinou mdme pouze reprezentativn{ vzorek populace na Jehoz zaklade stredm
hodnoty, rozptyly, kovarianci a koeficient korelace pouze odhadujeme. V takovém piipadé bychom pocitali odhady

E(X), E(Y), y/D(X), \/D(Y), C(X,Y) a R(X,Y) nihodnych velicin X a Y.

Reseni piikladu 6.5
Datovy soubor nacteme piikazem read.delim() s argumentem row.names = 1, specifikujicim, ze hodnoty vlozené v
prvnim sloupci maji byt vnimany jako ndzvy radku nactené tabulky. Sloupce tabulky pojmenujeme stejné jako
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radky, protoze vék u zenicha i u nevésty je rozdélen do stejnych vékovych kategorii. Datovou tabulku si nésledné
zobrazime. Pifkazem format() s argumentem scientific = F nastavime, aby se ¢isla v tabulce zobrazila v klasickém
desetinném zapisu (formét 0.0003) namisto v prednastaveném védeckém zapisu éisel (format 3 x 10~%). Prevod na
desetinny zapis ¢isel provadime pouze pro lepsi prehlednost vypsané tabulky. Poznamenejme, ze v tadcich tabulky
je uveden vék u Zenicha, ve sloupcich vék u nevésty (viz kapitola 13, sekce 13.20).

data <- read.delim("30-fiances-single-marital-status.csv", sep = ",", dec = ".",
row.names = 1)

names (data) <- row.names (data)
format (data, scientific = F)

17-19 20-24 25-29 30-34 35-39 40-44 45-49 50-54 55-59 60-64
17-19 0.0010 0.0007 0.0001 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
20-24 0.0051 0.0435 0.0182 0.0033 0.0005 0.0002 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
25-29 0.0024 0.0777 0.2238 0.0410 0.0050 0.0007 0.0001 0.0000 0.0000 0.0000
30-34 0.0008 0.0248 0.1553 0.1283 0.0187 0.0027 0.0003 0.0000 0.0000 0.0000
35-39 0.0002 0.0061 0.0411 0.0677 0.0364 0.0071 0.0007 0.0000 0.0000 0.0000
40-44 0.0000 0.0017 0.0089 0.0197 0.0209 0.0125 0.0013 0.0002 0.0001 0.0000
45-49 0.0000 0.0003 0.0015 0.0034 0.0039 0.0054 0.0014 0.0001 0.0001 0.0000
50-54 0.0000 0.0001 0.0003 0.0005 0.0007 0.0009 0.0006 0.0003 0.0001 0.0000
55-59 0.0000 0.0000 0.0001 0.0001 0.0002 0.0003 0.0001 0.0002 0.0001 0.0000
60-64 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0001 0.0000 0.0001 0.0001 0.00O01

Stredn{ hodnotu ndhodné veli¢iny X vypoéitdme pomoci vzorce E(X) = > 7 ap,(z), kde = je vektor stredu
tfidicich intervalt vékovych kategorii u Zenicha, tj. posloupnost hodnot 18, 22, 27, 32, 37, 42, 47, 52, 57, 62, a
pe(x) je pravdépodobnostn{ funkce ndhodné veliciny X. Hodnoty funkce p,(x) ziskdme jako tfddkové soucty v

oo

tabulce data piikazem apply(). Rozptyl ndhodné veli¢iny X vypocitdme piepisem vzorce D(X) = Y07 a?p,(z)—
[ Tps (:v)]2 Smérodatnou odchylku ziskdme odmocnénim rozptylu D(X).

x <- c(18, 22, 27, 32, 37, 42, 47, 52, 57, 62)

px <- apply(data, MARGIN = 1, FUN = sum)

EX <- sum(x * px) # 31,3168

DX <- sum(x = 2 * px) - (sum(x * px)) ~ 2 # 32,40604
sqrt (DX) # 5,69263

Stredni hodnota véku u svobodného zenicha je 31,32 let se smérodatnou odchylkou 5, 69 let.

Stredni hodnotu ndhodné veliciny Y vypocitdme pomoci vzorce E(Y) = Zji_oo ypy(y), kde y je vektor stiedu
tiidicich intervala vékovych kategorii u nevésty, shodou okolnosti opét posloupnost hodnot 18, 22, 27, 32, 37,
42, 47, 52, 57, 62, a py(y) je pravdépodobnostni funkce ndhodné veliciny Y. Hodnoty funkce p,(y) ziskdme jako
sloupcové soucty v tabulce data. Rozptyl ndhodné veli¢iny Y vypoc¢itdme piepisem vzorce D(Y) = >0 v%p,(y)—

2
Z;C:_OO ypy(y)| . Odmocnénim rozptylu D(Y") ziskdme smérodatnou odchylku.

y <- c(18, 22, 27, 32, 37, 42, 47, 52, 57, 62)

py <- apply(data, MARGIN = 2, FUN = sum)

EY <- sum(y * py) # 28,9035

DY <- sum(y ~ 2 * py) - (sum(y * py)) =~ 2 # 25,92119
sqrt (DY) # 5,091285

Stredni hodnota véku u svobodné nevésty je 28,90 let se smérodatnou odchylkou 5,09 let.

Kovarianci mezi ndhodnymi velicinami X a Y vypocitdme pomoci vzorce C(X,Y) = >272 372 wyp(z,y) —
Do oo TPz () D007 ypy(y), kde x, resp. y je vektor stiedu tiidicich intervali vékovych kategorif u zenicha,
resp. u nevésty, py(z), resp. py(y) je pravdépodobnostni funkce ndhodné veli¢iny X, resp. Y a p(z,y) je si-
multanni{ pravdépodobnostn{ funkce ndhodného vektoru (X, Y)T. Hodnoty funkce p(z, y) mame vloZeny v proménné
data. Matici souc¢int zy vSech kombinaci stfedu t¥idicich intervali ndhodnych velicin X a Y vypocitdme pomoci

operédtoru maticového ndsobeni %*% (viz kapitola 3). Koeficient korelace dopocitdme piepisem vzorce R(X,Y) =
C(X,Y)

VD(X)y/D(Y)’
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pxy <- data

xy <- x %*% t(y)

CXY <- sum(xy * pxy) - sum(x * px) * sum(y * py) # 17,94097

RXY <- CXY / (sqrt(DX) * sqrt(DY)) # 0,6190212

Kovariance mezi ndhodnymi veli¢cinami X a Y nabyva hodnoty 17,94let?. Mezi vékem u svobodného Zenicha
a vékem u svobodné nevésty existuje vyznaény stupen piimé linedrni zavislosti (R(X,Y) = 0,62; stupen miry
zévislosti viz kapitola 3, tabulka 3.2). *

Piiklad 6.6. NeteSeny piiklad

Nactéte datovy soubor 29-live-births.csv obsahujici hodnoty simultdnni pravdépodobnostni funkce véku v letech u
matky v roce 2019 a poctu jejich zivé narozenych potomkit do téhoz roku na tzemi Ceské republiky. Za predpokladu,
ze ndhodna velicina X popisuje vék v letech u matky a ndhodna veli¢ina Y popisuje pocet zivé narozenych potomkii,
(a) vypocitejte stfedni hodnotu a smérodatnou odchylku ndhodné veliciny X, resp. Y; (b) vypocitejte kovarianci a
koeficient korelace. VSechny vypocitané hodnoty fadné interpretujte.

Poznamka: Datovy soubor 29-live-births.csv obsahuje kompletni idaje o véku v letech a o po¢tu zivé narozenych

“ees

odhady stfednich hodnot, smérodatnych odchylek, kovariance a koeficientu korelace ndhodnych veli¢in X a Y, ale

pifmo hodnoty E(X), E(Y), /D(X), /DY), C(X,Y) a R(X,Y).

Vysledky: (a) E(X) = 30,41, /D(X) = 5,41, E(Y) = 1,73, /D(Y) = 0,90; (b) C(X,Y) = 1,49, R(X,Y) = 0,31,

mirny stupen piimé linedrni zavislosti. *

6.3 Centralni limitni véta

X1,..., X, jsou stochasticky nezavislé ndhodné veli¢iny se stejnym rozdélenim se stfedni hodnotou y a rozptylem o2.
Pak pro velkd n (n > 30) lze rozdéleni souctu > ., X; aproximovat normdalnim rozdélenim N (nu,no?). Zkrdcens
piseme Y ' | X; ~ N(nu,no?). Standardizaci tohoto sou¢tu vytvorfme ndhodnou veli¢inu U,, = &;7? R~

N(0,1).

Dusledek: Moivreova-Laplaceova véta
X1,...,X, jsou stochasticky nezdvislé ndhodné veliciny, X; ~ A(9), i =1,2,...,n. Pak Z, = >."" | X; ~ Bi(n,?)
a za splnéni podminek dobré aproximace %ﬂ <9< A5 and(l—9)>9plati, ze U = —Zond_ ~ N(0,1).

+1 \/n9(1—9)

. . - —nd o . 1w, . ; .
Vzorec aproximace: Pr(Z, < z) = ® <m> = ®(u), kde ®(u) je distribuéni funkce rozdéleni N(0,1) v bodé

z—n?

\/no9(1—9)

Piiklad 6.7. ReSeny piiklad

Pravdépodobnost vyskytu dermatoglyfického vzoru vér u muzu z populace Valmikis je p,, = 0,4780 (Rajendra Rao,
1972), pravdépodobnost vyskytu dermatoglyfického vzoru vir u zen z populace Valmikis je py = 0,3500 (Mrunalini
Devi, 1972). Za predpokladu, ze ndhodnd veli¢ina X popisuje vyskyt dermatoglyfického vzoru vér u jednoho muze
z populace Valmikis, vypocitejte pravdépodobnost, Ze v ndhodném vybéru 1200 muzu z populace Valmikis se vzor
vir vyskytne (a) vicekrdt nez kterykoli jiny vzor; (b) nejvyse u 575 muzu; (c) alespon u 360 a nejvyse u 560 muzu.
Zadané pravdépodobnosti vypocitejte (i) pomoci vhodného rozdéleni; (ii) pifiblizné na zdkladé aproximace tohoto
rozdéleni pomoci Moivreovy-Laplaceovy véty. Vysledky vzdjemné porovnejte.

u =

Reseni piikladu 6.7

Pocet muzu s dermatoglyfickym vzorem vir v ndhodném vybéru 1200 muzu z populace Valmikis je diskrétni znak, k
jeho popisu tedy pouzijeme diskrétni ndhodnou veli¢inu. Vyskyt vzoru vir byl zkoumén v 1200 Bernoulliho pokusech
X1, ..., X1200, pFicemz v kazdém pokusu mohlo dojit k nastén{ sledované udalosti (X; = 1; vyskyt vzoru vir), nebo
k nenasténi sledované udalosti (X; = 0; vyskyt libovolného jiného vzoru). Pocet muzu se vzorem vir v ndhodném
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vybéru 1200 muzi potom popisuje ndhodnd veli¢ina Zi599 = Zgi() X;, kterd asymptoticky pochazi z binomického
rozdélen{ s parametry n = 1200 a ¢ = 0,4780. Zadané pravdépodobnosti (a), (b) a (c) tedy vypocitdme pomoci
binomického rozdéleni.

Pravdépodobnost, ze v ndhodném vybéru 1200 muzu z populace Valmikis se vzor vir vyskytne vicekrdt nez kterykoli
jiny vzor, odpovidd pravdépodobnosti, Zze se vzor vir vyskytne alesponn u 601 muzu, tj. Pr(Zig0 > 601). Tuto
pravdépodobnost vypocitame tak, ze od jedné odecteme pravdépodobnost, ze se vzor vir vyskytne nejvyse u 600
muzu, coz odpovidd hodnoté distribuéni funkee F'(z) rozdéleni Bi(1200;0,4780) v bodé z = 600. Vypocet provedeme
pomoci funkce pbinom().

theta <- 0.4780; n <- 1200
1 - pbinom(q = 600, size = n, prob = theta) # 0,06007658

Pravdépodobnost, ze v ndhodném vybéru 1200 muzu z populace Valmikis se vzor vir vyskytne nejvyse u 575 muzu,
tj. Pr(Z1200 < 575), odpovidd hodnoté distribuéni funkee F(z) v bodé z = 575. Tuto hodnotu vypocitame pitkazem
pbinom().

pbinom(q = 575, size = n, prob = theta) # 0,5438802

Pravdépodobnost, ze v ndhodném vybéru 1200 muzu z populace Valmikis se vzor vir vyskytne alesponn u 360 a
nejvyse u 560 muzu, tj. Pr(360 < Zio00 < 560), vypocitdme tak, ze od pravdépodobnosti, ze se vzor vir vyskytne
nejvyse u 560 muzu, odecteme pravdépodobnost, ze se vzor vir vyskytne nejvyse u 359 muzu. Obé pravdépodobnosti
jsou hodnotami distribuén{ funkce F(z) v bodé z = 560, resp. v bodé z = 359 a vypocitame je piikazem pbinom().

pbinom(q = 560, size = n, prob = theta) - pbinom(q = 359, size = n, prob = theta) #
0,2245673

Pravdépodobnost, ze v ndhodném vybéru 1200 muzu z populace Valmikis se vzor vir vyskytne vicekrat nez kterykoli
jiny vzor, je 0,0601 (6,01 %). Pravdépodobnost, ze v ndhodném vybéru se vzor vir vyskytne nejvyse u 575 muzt,
je 0,5439 (54,39 %). Pravdépodobnost, ze v ndhodném vybéru se vzor vir vyskytne alespon u 360 a nejvyse u 560
muzu, je 0,2246 (22,46 %).

Nyni si zadané pravdépodobnosti (a), (b) a (c¢) vypocitdme pfiblizné s vyuzitim Moivreovy-Laplaceovy véty po-
moci standardizovaného normalniho rozdéleni. Nejprve je tfeba ovérit splnéni podminek dobré aproximace. Prvni
podminka dobré aproximace je splnéna, nebot

1 << n
+1 n+1

1 1200
04780 < ——
12001 =Y o001

0,0008326 < 0,4780 < 0,9992.

1/ (n + 1) # 0,0008326395

n/ (n+ 1) # 0,999167/

Rovnéz druhd podminka dobré aproximace je splnéna, nebot nd(1—19) = 1200 x 0,4780 x (1—0,4780) = 299,4192 >
9.

n * theta * (1 - theta) # 299,4192

Podle Moivreovy-Laplaceovy véty, pokud ndhodnd velicina Z, = > .| X; ~ Bi(n,d), potom ndhodnd veli¢ina

U= % ~ N(0,1). V nasem pifpadé ndhodnd veli¢ina Z1200 = Zgﬂo X, ~ Bi(1200;0,4780), a tedy ndhodnd

velicina U =

Z1200=1200x0.4780 _ _ Z1300=573.6 ~, py
1/1200x0,4780 % (1—0,4780) 17,3037
zadanych pravdépodobnosti (a), (b) a (c).

(0,1). Tohoto poznatku vyuZijeme pfi piiblizném vypoctu

Ptiblizna pravdépodobnost, ze v ndhodném vybéru 1200 muzu z populace Valmikis se vzor vir vyskytne vicekrat
nez kterykoli jiny vzor, tj. alespoii u 601 muzu, vypoc¢itdme tak, Zze od jedné odeéteme ptibliznou pravdépodobnost,
ze se vzor vir vyskytne nejvyse u 601 muzu, kterd odpovidd hodnoté distribuéni funkce ®(u) rozdéleni N(0,1) v

bodé u = 6217’_3# = 1,5835. Vypocet provedeme pomoci funkce pnorm().
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u <- (601 - n * theta) / sqrt(n * theta * (1 - theta)) # 1,583473

1 - pnorm(q = u, mean = 0, sd = 1) # 0,05665682

Ptiblizna pravdépodobnost, ze v ndhodném vybéru 1200 muzu z populace Valmikis se vzor vir vyskytne nejvyse
u 575 muzu, odpovidd hodnoté distribuéni funkce ®(u) rozdéleni N(0,1) v bodé u = % = 0,0809. Tuto
hodnotu vypoc¢itdme piikazem pnorm().

u <- (575 - n * theta) / sqrt(n * theta * (1 - theta)) # 0,08090739

pnorm(q = u, mean = 0, sd = 1) # 0,5322/22

Pfiblizna pravdépodobnost, ze v ndhodném vybéru 1200 muzu z populace Valmikis se vzor vir vyskytne alespon u
360 a nejvyse u 560 muzu, vypocitame tak, ze od priblizné pravdépodobnosti, ze se vzor vir vyskytne nejvyse u 560
muzu, ode¢teme piibliznou pravdépodobnost, Ze se vzor vir vyskytne nejvyse u 360 muzi. Obé pravdépodobnosti
jsou hodnotami distribuéni funkce ®(u) rozdéleni N(0,1) v bodé v = % = —0,7860, resp. v bodé u =
3?07;# = —12, 3442 a vypocitdme je prikazem pnorm().

ul <- (560 - n * theta) / sqrt(n * theta * (1 - theta)) # -0,7859575

u2 <- (360 - n * theta) / sqrt(n * theta * (1 - theta)) # -12,3/416

pnorm(q = ul, mean = 0, sd = 1) - pnorm(q = u2, mean = 0, sd = 1) # 0,2159/62

Pfiblizna pravdépodobnost, ze v ndhodném vybéru 1200 muzu z populace Valmikis se vzor vir vyskytne vicekrat
nez kterykoli jiny vzor, je 0,0567 (5,67 %). Pfibliznd pravdépodobnost, ze v ndhodném vybéru se vzor vir vyskytne
nejvyse u 575 muzi, je 0,5322 (53,22 %). Pfibliznd pravdépodobnost, Ze v ndhodném vybéru se vzor vir vyskytne
alesporti u 360 a nejvyse u 560 muzu, je 0,2159 (21,59 %).

Piiblizné vysledky si vzdjemné porovndme s vysledky vypoéitanymi pomoci asymptotického rozdéleni (viz tabulka
6.1).

Tabulka 6.1: Vysledné pravdépodobnosti vyskytu dermatoglyfického vzoru vir v ndhodném vybéru 1200 muzu z
populace Valmikis vypocitané (i) pomoci asymptotického rozdélenf; (ii) na zdkladé aproximace tohoto rozdélenf
pomoci Moivreovy-Laplaceovy véty

vypocet pomoci asymptotického rozdéleni priblizny vypocet
(a) 0.0601 0.0567
(b) 0.5439 0.5322
(c) 0.2246 0.2159

Z tabulky 6.1 vidime, ze pravdépodobnosti vypocitané pomoci asymptotického rozdéleni se od ptibliznych pravdépo-
dobnosti vypocitanych za predpokladu standardizovaného normalniho rozdéleni s vyuzitim Moivreovy-Laplaceovy
véty lisi v hodnotach na druhém desetinném misté. Vysledky pfiblizného vypoctu jsou dostateéné blizké vysledkum
ziskanym pomoci asymptotického rozdéleni. *

Piiklad 6.8. NereSeny piiklad

Pravdépodobnost vyskytu epigenetického znaku sutura metopica v moderni japonské populaci je p; = 0,0910
(Mouri, 1976). Za piedpokladu, ze ndhodnd veli¢ina X popisuje vyskyt epigenetického znaku sutura metopica u
jednoho jedince z moderni japonské populace, vypocitejte pravdépodobnost, ze v ndhodném vybéru 9000 jedincu
z modern{ japonské populace se epigeneticky znak sutura metopica vyskytne (a) nejvyse u desetiny jedinct; (b)
alespori u 850 a nejvyse u 1012 jedincu; (c) alesponn u 825 jedincu. Zadané pravdépodobnosti vypocitejte (i) po-
moc{ vhodného rozdélent; (ii) priblizné na zdkladé aproximace tohoto rozdélen{ pomoci Moivreovy-Laplaceovy véty.
Vysledky vzajemné porovnejte.

Vysledky: Zgooo ~ Bi(9000;0,0910); (i-a) Pr(Zgooo < 900) = 0,9984; (i-b) Pr(850 < Zgpoo < 1012) = 0, 1321; (i-c)
Pr(Zgooo > 825) = 0,4183; prvni podminka dobré aproximace je splnéna (0,0001111 < 0,0910 < 0,9999), druha
podminka dobré aproximace je splnéna (744,471 > 9), U = % ~ N(0,1); (ii-a) Pr(Zggoo < 900) =~ 0,9985;
(ll-b) Pr(850 S Zg()()() < 1012) ~ 0, 1279, (ll-C) Pl"(Zg()()() 2 825) ~ 0,4].307 vysledky pf“lbhiného vypoétu jSOU

dostatecné blizké vysledkum ziskanym pomoci asymptotického rozdéleni (1isf se v hodnotdch na druhém az ¢tvrtém
desetinném misté). *



