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7 Zakladni pojmy matematické statistiky

7.1 Vybrané statistiky pro jeden jednorozmérny nahodny vybér a jejich vlastnosti

X1,..., X, je ndhodny vybér z rozdéleni se stiedni hodnotou j a rozptylem o2, n > 2.

Definice statistik

o M =1%" X, ... vybérovy primér,

~n
o §% =" (X; — M)?* ... vybérovy rozptyl,
e S =1/52 .. vybérové smérodatné odchylka.
Vlastnosti statistik
e M je nestrannym bodovym odhadem u,
e 5? je nestrannym bodovym odhadem o2,

e S je asymptoticky nestrannym bodovym odhadem o.

Piiklad 7.1. ReSeny piiklad

Nactéte datovy soubor 17-anova-newborns.txt obsahujici idaje o porodni hmotnosti v g (weight.C) u novorozencu.
Za predpokladu, ze ndhodny vybér porodnich hmotnosti u novorozencu zenského pohlavi pochdzi z rozdéleni se
stiedn{ hodnotou y a rozptylem o2, vypocitejte (a) bodovy odhad u; (b) bodovy odhad o?; (c) bodovy odhad o.
Vysledné hodnoty Fadné interpretujte.

Reseni piikladu 7.1
Datovy soubor na¢teme a z nac¢tenych dat vybereme pouze fadky tykajici se novorozencu zenského pohlavi a sloupec
weight.C. Z vybéru odstranime fadky s chybéjicimi hodnotami.

data <- read.delim("17-anova-newborns.txt", sep = "\t")
head (data, n = 4)

edu.M prch.N sex.C weight.C
il 2 0 m 3470
2 2 0 m 3240
3 2 0 f 2980
4 1 0 m 3280
weight .CF <- na.omit(datal[data$sex == "f", "weight.C"])

Nestrannym bodovym odhadem g je vybérovy pramér M. Jeho hodnotu vypocitdme piitkazem mean(). Nestrannym
bodovym odhadem o2 je vybérovy rozptyl S?. Jeho hodnotu vypocitdme pifkazem var(). Asymptoticky nestrannym
bodovym odhadem o je vybérova smérodatnéd odchylka S. Jeji hodnotu vypocitdme pifkazem sd().

m <- mean(weight.CF) # 3012,832
s2 <- var(weight.CF) # 455722,
s <- sd(weight.CF) # 675,0722

Nédhodny vybér porodnich hmotnosti u novorozencu zenského pohlavi pochazi z rozdéleni se stiedni hodnotou u
a rozptylem o2, kde odhad stfedni hodnoty m = 3012,83mm a odhad rozptylu s> = 455722,40%2 mm? (odhad
smeérodatné odchylky s = 675,07 mm). *

Piiklad 7.2. Nereseny piiklad
Nactéte datovy soubor 18-more-samples-variances-clavicle.txt obsahujici idaje o délce kliéni kosti z pravé strany v
mm (cla.L) u muzu anglické populace, fecké populace, indické populace z Amritsaru a indické populace z Varanasi.

PN

Za predpokladu, ze ndhodny vybér délek kli¢nich kosti z pravé strany u muzu fecké populace pochédzi z rozdéleni
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se stiedni hodnotou p a rozptylem o2, vypoéitejte (a) bodovy odhad j; (b) bodovy odhad o2; (c) bodovy odhad o.
Vysledné hodnoty fadné interpretujte.
Vysledky: (a) m = 153,52mm; (b) s? = 83,16 mm?; (c) s = 9, 12mm. *

7.2 Vybrané statistiky pro jeden dvourozmérny nahodny vybér a jejich vlastnosti

(X1, YD)T, ..., (X,,Y,)T je ndhodny vybér z dvourozmérného rozdéleni se stiednimi hodnotami 1, po, rozptyly
J%, O’%, kovarianci 015 a koeficientem korelace p, n > 2.

Definice statistik

o My=21%" X;, My=1%" Y, ... vybérové priuméry,
)

o SE=_L 3" (X;— M), 85 = L5 (Y — My)? ... vybérové rozptyly,
o 51 =+/5%, S2=1/57 ...vybérové smérodatné odchylky,
Si12 =25 30 (X; — My)(Y; — M) ... vybérova kovariance,

... vybérovy koeficient korelace.

Ry = 5311322 pro 5152 # 0,
0 jinak,

Vlastnosti statistik
e Si5 je nestrannym bodovym odhadem oo,

e Ris je vychylenym bodovym odhadem p (vychylen{ je zanedbatelné pro n > 30).

Piiklad 7.3. ReSeny piiklad

Nactéte datovy soubor 05-one-sample-correlation-skull-mf.txt obsahujici idaje o vySce mozkovny v mm (skull.pH) a
morfologické vysce tvdre v mm (face.H) u muzu a zen starovéké egyptské populace. Za predpokladu, ze ndhodny
vybér vysek mozkovny a morfologickych vysek tvare u zen pochazi z dvourozmérného rozdéleni s kovarianci o2 a ko-
eficientem korelace p, vypocitejte (a) bodovy odhad o12; (b) bodovy odhad p. Vysledné hodnoty fddné interpretujte.

Reseni piikladu 7.3

Datovy soubor nac¢teme a z nactenych dat vybereme pouze fadky tykajici se Zen a sloupce skull.pH a face.H. Z
vybéru odstranime fadky s chybéjicimi hodnotami. V dalsim kroku separujeme z vybéru hodnoty vysky mozkovny
a hodnoty morfologické vysky tvare.

data <- read.delim("O5-one-sample-correlation-skull-mf.txt", sep = "\t")

head (data, n = 4)

id pop sex skull.pH face.H
1 416 egant m 149 123
2 417 egant m 140 112
3 420 egant m 134 NA
4 421 egant m 137 NA
data.F <- na.omit(datal[data$sex == "f", c("skull.pH", "face.H")])

skull.pHF <- data.F$skull.pH
face.HF <- data.F$face.H

Nestrannym bodovym odhadem o415 je vybérova kovariance Sia. Jeji hodnotu vypoécitdme pifkazem cov(). Vychy-
lenym bodovym odhadem koeficientu korelace p je vybérovy koeficient korelace Ris. Jeho hodnotu vypocitdme
pifkazem cor() s argumentem method = " pearson”.

s12 <- cov(skull.pHF, face.HF) # 1,808192
r12 <- cor(skull.pHF, face.HF, method = "pearson") # 0,06417166
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Nédhodny vybér vysek mozkovny a morfologickych vysek tvaie u zen starovéké egyptské populace pochézi z dvou-
rozmérného normélniho rozdéleni s kovarianci o2 a koeficientem korelace p, kde odhad kovariance s1o = 1,8082
a odhad koeficientu korelace r12 = 0,0642. Mezi vyskou mozkovny a morfologickou vyskou tvaie u zen starovéké
egyptské populace existuje velmi nizky stupen pifmé linedrn{ zdvislosti (viz kapitola 3, sekce 3.4.5 a tabulka 3.2).

*

Piiklad 7.4. NeieSeny piiklad

Nactéte datovy soubor 19-more-samples-correlations-skull.txt obsahujici idaje o vysce nosu v mm (nose.H) a sifce
nosu v mm (nose.B) u muzi bantuské, ¢inské, malajské, némecké a perudnské populace. Za predpokladu, ze ndhodny
vybér vysek nosu a $ifek nosu u muzu perudnské populace pochéazi z dvourozmérného rozdéleni s kovarianci o1 a
koeficientem korelace p, vypocitejte (a) bodovy odhad o12; (b) bodovy odhad p. Vysledné hodnoty fddné interpre-
tujte.

Vysledky: (a) s12 = 0,6990; (b) r12 = 0, 1371; nizky stupen pfimé linedrni zdvislosti. *

7.3 Vybrané statistiky pro dva nezavislé nahodné vybéry a jejich vlastnosti

Xi1, ..., Xin, & Xo1,...,Xopn, jsou dva nezavislé nahodné vybéry, prvni z rozdéleni se stfedni hodnotou 1 a roz-
ptylem o2, druhy z rozdéleni se stfedni hodnotou s a rozptylem o2, ny > 2, ny > 2.

Definice statistik

1 ni 1 na s TS / o v_.°
o My— M= - Yoty X — s > iy Xo; ... rozdil vybérovych primeéru,

L M (X — My)?
o 2L = , ... podil vybérovych rozptylu,
53 n21_1 S (Xa — My)?

2 (n1—1)S24(ny—1)S2 ‘e o . ,1. % . o
o SI= S, 5~ ... Vazeny prumer vybérovych rozptylu.

Vlastnosti statistik

e My — Ms je nestrannym bodovym odhadem g1 — o,

e 52 je nestrannym bodovym odhadem 2.

Pi#iklad 7.5. Reseny piiklad

Nactéte datovy soubor 15-anova-means-skull.txt obsahujici idaje o vy3ce horni ¢dsti tvafe v mm (upface.H) u muzu
bantuské, ¢inské, malajské, némecké a peruanské populace. Za predpokladu, ze ndhodny vybér vysek horni ¢asti
tvéafe u muzii malajské populace pochdzi z rozdéleni se stiedni hodnotou 1 a rozptylem o2 a ndhodny vybér vysek
horni ¢ésti tvafe u muzl éfnské populace pochdzi z rozdéleni se stiedni hodnotou ps a rozptylem o2, vypoéitejte
(a) bodovy odhad gy — u2; (b) bodovy odhad o2. Vysledné hodnoty fadné interpretujte.

Reseni piikladu 7.5
Datovy soubor nac¢teme. Z nacCtenych dat vybereme pouze fadky tykajici se muzu malajské populace a sloupec
upface.H. Z vybéru odstranime radky s chybéjicimi hodnotami. Stejny postup zopakujeme pro muze ¢inské populace.

data <- read.delim("15-anova-means-skull.txt", sep = "\t")
head (data, n = 4)

id pop sex upface.H
1 1 nem m 73
2 2 nem m 73
3 3 nem m 67
4 4 nem m 75
upface.HM <- na.omit(data[data$pop == "mal", "upface.H"])
upface.HC <- na.omit(data[data$pop == "cin", "upface.H"])
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Nestrannym bodovym odhadem p; — ps je rozdil vybérovych pruméra M; — Ms. Hodnoty vybérovych praméru
vypocitdme pifkazem mean().

ml <- mean(upface.HM) # 70,13043
m2 <- mean (upface.HC) # 72
ml - m2 # -1,869565

Nestrannym bodovym odhadem o2 je vazeny primér vybérovych rozptyli S2. Vypoéet provedeme pomoci vzorce

2 2
S? = <"1*1}fg§’f;1>52, kde hodnoty vybérovych smérodatnych odchylek Sy a S vypoéitame pifkazem sd() a

rozsahy ndhodnych vybéra n; a ng zjistime piikazem length().

s1 <- sd(upface.HM) # 4,952459

s2 <- sd(upface.HC) # 4,6563281

nl <- length(upface.HM) # 69

n2 <- length(upface.HC) # 18

sh2 <- ((n1 - 1) * s1 -~ 2 + (n2 - 1) * s2 ~ 2) / (nl + n2 - 2) # 23,78619

Néhodny vybér vysek horni ¢asti tvafe u muzu malajské populace pochazi z rozdéleni se stfedni hodnotou 1, jejiz
odhad je o 1,87mm mensi nez odhad stfedni hodnoty po rozdéleni ndhodného vybéru vysek horni ¢ésti tvare u
muzii éinské populace. Odhad rozptylu o2 obou vybért s? = 23, 79 mm?. *

Piiklad 7.6. NereSeny piiklad

Nactéte datovy soubor 01-one-sample-mean-skull-mf.txt obsahujici idaje o délce mozkovny v mm (skull.L) u muzu a
zen starovéké egyptské populace. Za piedpokladu, ze ndhodny vybér délek mozkovny u muzu pochézi z rozdéleni
se stfedni hodnotou p; a rozptylem o2 a ndhodny vybér délek mozkovny u Zen pochdzi z rozdéleni se stiedni
hodnotou s a rozptylem o2, vypocitejte (a) bodovy odhad ju1 — pz; (b) bodovy odhad 2. Vysledné hodnoty fadné
interpretujte.

Vysledky: (a) m; —ms = 7,50 mm; (b) s2 = 39,95 mm?2. *

7.4 Vybrané statistiky pro alespon tii nezavislé nahodné vybéry a jejich vlastnosti

X1y, Xan, a2 X1, ..., Xpp, je 7 > 3 nezavislych ndhodnych vybéria, prvni z rozdéleni se stfedni hodnotou uq a
rozptylem o2 az r-ty z rozdéleni se stfedni hodnotou p, a rozptylem o2, ny > 2, ..., n, > 2. Oznaéme n = Z;:1 n;.
Necht c1,...,c, jsou realné konstanty, z nichz alespoii jedna je nenulov.

Definice statistik
T . z z . 1. > ’ o ~_ ©
o > j=1¢jM; ...linearni kombinace r vybérovych prumeru,

Z;‘Nzl(nj*l)sf‘

n—r

Vlastnosti statistik

o 52 = ... Vazeny prumér r vybérovych rozptylu.

° 22:1 ¢;M; je nestrannym bodovym odhadem Z;Zl cilti,

e 52 je nestrannym bodovym odhadem 2.

Pi#iklad 7.7. Reseny piiklad

Nactéte datovy soubor 18-more-samples-variances-clavicle.txt obsahujici idaje o délce kliéni kosti z pravé strany v
mm (cla.Ll) u muzu anglické populace, fecké populace, indické populace z Amritsaru a indické populace z Vara-
nasi. Za predpokladu, ze ndhodny vybér délek kli¢nich kosti z pravé strany u muzu fecké populace, resp. indické
populace z Amritsaru, resp. indické populace z Varanasi pochézi z rozdéleni se stfedni hodnotou p1, resp. ps, resp.
U3 a rozptylem o2, vypocitejte (a) bodovy odhad Z;:1 cjij, kde ¢; = =2, 2 = 2, ¢c5 = 3; (b) bodovy odhad o2
Vysledné hodnoty Fadné interpretujte.
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Reseni piikladu 7.7

Datovy soubor nacteme. Z nactenych dat vybereme pouze fadky tykajici se muzu fecké populace a sloupec cla.L.
Z vybéru odstranime fadky s chybéjicimi hodnotami. Stejny postup zopakujeme pro muze indické populace z
Amritsaru a pro muze indické populace z Varanasi.

data <- read.delim("18-more-samples-variances-clavicle.txt", sep = "\t")
head (data, n = 4)

pop sex cla.L
1 gre m 147
2 gre m 148
3 gre m 160
4 gre m 140
cla.LG <- na.omit(data[data$pop == "gre", "cla.L"])
cla.LA <- na.omit(datal[data$pop == "ind1", "cla.L"])
cla.LV <- na.omit(datal[data$pop == "ind2", "cla.L"])

V tomto ptikladu pracujeme s 7 = 3 nezavislymi ndhodnymi vybéry. Nestrannym bodovym odhadem Z;Zl cipy je
linearni kombinace t¥{ vybérovych praméru Z;:l ¢j M. Poznamenejme, Ze pii definovani vektoru mj je tieba striktné
dodrzet potradi vybérovych pruméru podle populaci (nejprve feckd populace, pak indickd populace z Amritsaru a
nakonec indické populace z Varanasi). Jediné tak bude porad{ vybérovych pruméru odpovidat pofad{ pifslusnych
koeficientu ¢q, ¢o a c3.

cj <- c(-2, 2, 3)

mj <- c(mean(cla.LG), mean(cla.LA), mean(cla.LV)) # 153,5213; 145,5667; 141,4938

sum(cj * mj) # 408,5723

Nestrannym bodovym odhadem o2 je vaZzeny priumér ti{ vybérovych rozptyli S2, ktery vypoéitdme piepisem vzorce
2 Z','.'=1(nj—1)S?

Si= ==

r <- 3

sj <- c(sd(cla.LG), sd(cla.LA), sd(cla.LV)) # 9,118961; 8,733432; 8,220209

nj <- c(length(cla.LG), length(cla.LA), length(cla.LV)) # 94, 120; 81

n <- sum(nj) # 295

sh2 <- sum((nj - 1) * sj ~ 2) / (n - r) # 76,08107

Linedrni kombinace vybérovych pruméru délek kliénich kosti z pravé strany u muzu fecké populace, indické populace
z Amritsaru a indické populace z Varanasi —2my + 2ms + 3mgz = 408, 57 mm, vazeny prumér vybérovych rozptylu
téchto tif populaci 52 = 76,08 mm?.

*

Piiklad 7.8. NeieSeny piiklad

Nactéte datovy soubor 19-more-samples-correlations-skull.txt obsahujici tidaje o interorbitdln{ $ifce nosu v mm (in-
terorb.B) u muzu bantuské, ¢inské, malajské, némecké a perudnské populace. Za predpokladu, ze ndhodny vybér
interorbitalnich Sifek nosu u muzu némecké, resp. bantuské, resp. malajské, resp. ¢inské, resp. perudnské populace
pochédzi z rozdélen{ se stiedni hodnotou ju1, resp. pa, resp. s, resp. ji4, resp. s a rozptylem o2, vypocitejte (a)
bodovy odhad Y77_; cjpj, kde e1 = 1, ¢2 = 2, c3 = =1, ¢4 = 0, ¢5 = —1; (b) bodovy odhad o?. Vysledné hodnoty
radné interpretujte.

Vysledky: (a) m; + 2ms — mg — ms = 30, 77mm; (b) s2 = 5,61 mm?. *



