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10 Neparametrické testy o medianech

Neparametrické testy o medidnech se pouzivaji v situacich, kdy nejsou splnény pfedpoklady nutné pro aplikaci
parametrickych testia (aspon intervalovy charakter zkoumané veliCiny, normalita dat). U neparametrickych testa
o medidnech staci predpokladat, ze dany ndhodny vybér mé aspon ordinalni charakter a pochézi ze spojitého
rozlozeni, eventualné jesté pristupuje predpoklad o symetrii hustoty kolem medidnu. Tyto testy jsou vsak slabsi nez
parametrické testy, tj. nepravdivou nulovou hypotézu zamitaji s mensi pravdépodobnosti.

10.1 Jednovybérové a parové testy

X1, ..., Xpn, n > 2 je ndhodny vybér ze spojitého rozlozeni s medidnem xg 50, ¢ je redlnd konstanta, o € (0,1) je
hladina vyznamnosti. Testujeme Hy: x50 = ¢ proti Hi: o 50 7 ¢, resp. proti Hi: g 50 < c resp. proti Hy: xg50 > c.
Je-li (X1, Y1)7T, ..., (X, Ys)T ndhodny vybér ze spojitého dvourozmérného rozlozeni, n > 2, pak zavedeme rozdflovy
ndhodny vybér 7, = X1 - Y1, ..., Z, = X,, — Y, o némz piedpokldddme, Ze pochazi z rozlozeni s medidnem z 5.
Tim jsme od dvourozmérného rozlozeni presli k jednorozmérnému rozlozeni.

Jednovybérové a parové neparametrické testy jsou obdobou jednovybérového a parového t-testu.

10.1.1 Znaménkovy test

Utvorime rozdily X; — ¢ u jednovybérového testu resp. Z; — ¢ u parového testu, i = 1,...,n. (Jsou-li nékteré rozdily
nulové, pak za n bereme jen pocet nenulovych hodnot.) Testovou statistikou je pocet kladnych rozdilu S}“. Plati-li
Hy, pak S} ~ Bi(n,1/2). Stanovime kriticky obor W. Pokud S} € W, Hy zamitdme na hladiné vyznamnosti o a
ptijimame H.

Pro oboustrannou alternativu W = (0; k1) U (k2;n), k1 = Ko /2(S5) — 1, ko = K1_4/2(S5) + 1, pricemz K, (S})
je a-kvantil rozlozeni Bi(n, 1/2). Pro levostrannou alternativu: W = (0; k1), k1 = K, (S}) — 1. Pro pravostrannou
alternativw: W = (ko;n), ko = K1 (S%) + 1.

Cisla k1, ko pro oboustranny test i jednostranné testy najdeme ve statistickych tabulkéch (pron € {6,7,...,20})
nebo je vypocitdme pomoci software. Pro n > 20 lze pouzit asymptotickou variantu testu: za platnosti Hy se testova

+_n
statistika Uy = Sf/?" asymptoticky tidi rozlozenim N (0, 1). Kritické obory pak maji tvar: W = (—00; —u;_q/2) U
Uy_g/9;00) resp. W = (—00; —ui_q) resp. W = (uj1_o;00). U asymptotické varianty testu lze vyuzit korekci na
< 1—a/25 ) P ) P ) ymp y Yy

nespojitost.

Piiklad 10.1. Reseny piiklad

Nactéte datovy soubor 31-goldman-alaska.csv obsahujici idaje o délce vietenni kosti z pravé strany (radius.R) a z
levé strany (radius.L) muzu a zZen aljasské populace z kmene Ipituaq. Na hladiné vyznamnosti « testujte hypotézu,
7e délka vietenni kosti z pravé strany a z levé strany u muzii je shodné. Testovani provedte pomoci znaménkového
testu (1) kritickym oborem; (2) p-hodnotou. Hladinu vyznamnosti zvolte a = 0, 05.

Reseni piikladu 10.1

Zadani piikladu vede na péarovy test. Nejprve je tfeba ovérit normalni rozlozeni ndhodného vybéru rozdilu délek
vietennich kosti u muzu z pravé a z levé strany. Na hladiné vyznamnosti a = 0,05 testujeme Hy: Rozdily délky
vietenni kosti z pravé a z levé strany u muiu aljasské populace z kmene Ipituaq pochdzi z normdalniho rozloZend.
oproti Hy: Rozdily délky vretenni kosti z pravé a z levé strany u muzu aljasské populace z kmene Ipituaq nepochdzi z
normdlniho rozloZeni. K otestovéni normality pouzijeme vzhledem k rozsahu ndhodného vybéru (n = 12) Shapiruv-
Wilktv test.

data <- read.delim(’31-goldman-alaska.csv’, sep = ’;’, dec = ’.7)

data.M <- datal[data$sex == ’m’ & data$pop == ’Ipituaq’, c(’radius.R’, ’radius.L’)]
data.M <- na.omit (data.M)

radius .RIM <- data.M$radius.R

radius.LIM <- data.M$radius.L

diff <- radius.RIM - radius.LIM

shapiro.test(diff)$p.val # 0,040717
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Nédhodny vybér rozdilu délek vietennich kosti z pravé a z levé strany muzu aljasské populace z kmene Ipituaq
nepochdz{ z normdlniho rozlozeni (p-hodnota = 0, 0407).

Protoze rozdily hodnot naméfenych z pravé a z levé strany nepochdzi z normalniho rozlozeni, pouzijeme na ovéreni
zadané hypotézy v souladu se zadanim neparametricky znaménkovy parovy test. Na hladiné vyznamnosti a = 0,05
testujeme Hy: 29,50 = 0 oproti Hi: zg50 # 0 (oboustranny test), kde 2z 50 je medidn rozdilu. Vzhledem k rozsahu
ndhodného vybéru (n < 20) zvolime exaktni variantu znaménkového parového testu implementovanou ve funkci
signTest() z knihovny EnvStats. Vystupem funkce je realizace testové statistiky S}r a p-hodnota. Hranice kritického
oboru dopoéitdme pomoci funkce gbinom().

c <- 0
EnvStats::signTest(diff, mu = c, alternative = ’two.sided’, conf.level = 0.95)
n <- sum(diff != c) # 12

alpha <- 0.05
gbinom(alpha / 2, n, 1 / 2) # 3
gbinom (1 - alpha / 2, n, 1 / 2) # 9

Sign test

data: diff
# 0bs > median = 7, p-value = 0,7744
alternative hypothesis: true median is not equal to O
sample estimates:
median
2,25

Realizace testové statistiky s} = 7, kriticky obor W = (—00;3) U (9;0). Protoze s, ¢ W, Hy nezamitdme na
hladiné vyznamnosti « = 0,05. Protoze p-hodnota = 0,7744 je vétsi nez o = 0,05, Hy nezamitdme na hladiné
vyznamnosti a = 0,05. Mezi délkou vietenni kosti z pravé strany a z levé strany muzu aljasské populace z kmene
Ipituaq neexistuje statisticky vyznamny rozdil.

*

Piiklad 10.2. NefeSeny piiklad

Nactéte datovy soubor 10-two-samples-means-birth.txt obsahujici idaje o porodni hmotnosti novorozencu (birth.W)
narozenych v jedné krajské nemocnici v prubéhu jednoho roku. Déle méjme k dispozici iidaje o prumérné porodni
hmotnosti novorozencii (www.czso.cz) v Ceské republice (Z = 3283 g). Na hladiné vyznamnosti « testujte hypotézu,
ze porodni hmotnost novorozenct narozenych ve sledované krajské nemocnici se nelisi od prumérné porodni hmot-
nosti novorozencit v Ceské republice. Testovani proved'te pomoci znaménkového testu (1) kritickym oborem; (2)
p-hodnotou. Hladinu vyznamnosti zvolte o = 0,01.

Vysledky: Lillieforsuv test: p-hodnota < 0,001, o« = 0,01; data nepochézi z normélniho rozlozeni; asymptotickd
varianta znaménkového jednovybérového testu (n > 20): ug = —0,4595, W = (—o0; —2,5758) U (2,5758; c0);
p-hodnota = 0,6459, a = 0,01; Hy nezamitame na hladiné vyznamnosti o = 0,01. *

10.1.2 Wilcoxonuv test

K predpokladim uvedenym u znaménkového testu piistupuje jesté predpoklad symetrie hustoty podle medidnu.
Prvni krok postupu je stejny jako u znaménkového testu. Déale stanovime poradi R; vzestupné usporadanych abso-
lutnich hodnot rozdili X; — ¢ resp. Z; — ¢ a vypocteme statistiky S‘J,FV, coz je soucet poradi R; pres kladné hodnoty
rozdili a Sy, coz je soucet pofadi R; pies zdporné hodnoty rozdili. Testova statistika je rovna mim(S‘jV7 Sw) pro
oboustrannou alternativu, SIJ,FV pro levostrannou alternativu a S}, pro pravostrannou alternativu. Hy zamitdme
na hladiné vyznamnosti «, kdyz testova statistika je mensi nebo rovna tabelované kritické hodnoté. Tu najdeme

ve statistickych tabulkdch (pro n € {6,7,...,30}) nebo ji vypoéitdme pomoci software. Pro n > 30 lze pouzit
S5 — n(n+1)

asymptotickou variantu testu: za platnosti Hy se testova statistika Uy = \/ﬁ asymptoticky fidi rozlozenim
2t @nt1)

N(0,1). Kritické obory jsou stejné jako u asymptotické varianty znaménkového testu. U asymptotické varianty testu
lze vyuzit korekci na nespojitost.



23
24
25

26
27
28
29
30

Poznamka: V softwaru @ funguje Wilcoxontiv test jinak. Testova statistika je pro vsechny t¥i alternativy S;FV, kri-
tické obory maji tvar W = (—00; 54 /2(n)) U(s1_qa/2(n); 00) pro oboustranny test; W = (—00; s4(n)) pro levostranny
test a W = (s1_4(n); 00) pro pravostranny test. Hodnota s, (n) je a-kvantil rozlozeni, jimz se za platnosti nulové
hypotézy Fidi testovd statistika Wilcoxonova poradového testu pro ndhodny vybér o rozsahu n (po odstranéni shod).
Vypocitame jej pomoci funkce gsignrank().

Pi#iklad 10.3. Reseny piiklad

Nactéte datovy soubor 15-anova-means-skull.txt obsahujici tidaje o vysce horni ¢dsti tvafe (upface.H) muzu ban-
tuské, ¢inské, malajské, némecké a peruanské populace. Dale méjme k dispozici tidaje o vysce horni ¢asti tvare
muzu ze stfedovéké a novovéké populace ze zdpadopolské Cedyné (Z,, = 67,30 mm, s, = 4,44 mm, n,, = 189). Na
hladiné vyznamnosti « testujte hypotézu, ze vyska horni ¢asti tvare muzu némecké populace je mensi nebo rovna
vysce hornf ¢asti tvafe muzi ze zdpadopolské Cedyné. Testovani provedte pomoci Wilcoxonova testu (1) kritickym
oborem; (2) p-hodnotou. Hladinu vyznamnosti zvolte a = 0, 10.

Reseni piikladu 10.3

Zadani piikladu vede na jednovybérovy test. Nejprve je tfeba ovérit normalni rozlozeni nadhodného vybéru vysek
horni ¢ésti tvare muzu némecké populace. Na hladiné vyznamnosti o« = 0,10 testujeme Hq: Data pochdzi z
normdlniho rozloZend. oproti Hi: Data nepochdzi z normdalniho rozloZeni. K otestovani normality pouzijeme vzhle-
dem k rozsahu ndhodného vybéru (n = 19) Shapiruv-Wilkav test.

data <- read.delim(’15-anova-means-skull.txt’, sep = ’\t’, dec = ’.’)
upface.HN <- na.omit(datal[data$pop == ’nem’, ’upface.H’])
shapiro.test (upface.HN)$p.val # 0,04190113

Néhodny vybér vysek horni ¢dsti tvdre muzu némecké populace nepochdzi z normdlniho rozlozeni (p-hodnota
= 0,0419).

Protoze namérené hodnoty nepochazi z normélniho rozlozeni, pouzijeme na ovéfeni zadané hypotézy v souladu
se zadanim neparametricky Wilcoxonuv jednovybérovy test. Na hladiné vyznamnosti « = 0,10 testujeme Hy:
20,50 < 67,30 oproti Hy: xo50 > 67,30 (pravostranny test). Vzhledem k rozsahu ndhodného vybéru (n < 30)
zvolime exaktni{ variantu Wilcoxonova testu implementovanou ve funkei wilcox.test(). Vystupem funkce je realizace
testové statistiky S;{, a p-hodnota. Hranici kritického oboru dopo¢itdme pomoci funkce gsignrank().

c <- 67.30
n <- sum(upface.HN != c) # 19
wilcox.test (upface.HN, mu = c, alternative = ’greater’, conf.level = 0.90)

alpha <- 0.10
gsignrank (alpha, n) # 63

Wilcoxon signed rank test with continuity correction

data: wupface.HN
V = 179, p-value = 0,0003789

alternative hypothesis: true location is greater than 67,3
Realizace testové statistiky s;j, = 179, kriticky obor W = (63;00). Protoze sj;, € W, Hy zamitdme na hla-
diné vyznamnosti @ = 0,10. Protoze p-hodnota < 0,001 je mensi nez o« = 0,10, Hy zamitdame na hladiné

vyznamnosti a« = 0,10. Vyska horni ¢asti tvafe u muzi némecké populace je statisticky vyznamné vétsi nez u
muzu ze zapadopolské Cedyné.

Pozndmka: Vyskytuji-li se v datovém souboru méfeni se stejnymi hodnotami (tzv. shody, anglicky ties), vraci funkce
wilcox.test() p-hodnotu modifikovanou podle algoritmu vhodného pro data se shodami. *



Piiklad 10.4. NefeSeny piiklad

Nactéte datovy soubor 02-paired-means-clavicle.txt obsahujici ddaje o vertikdlnim praméru ve stiedu délky téla
klien{ kosti z pravé a z levé strany mefené dvakrit jednim vyzkumnikem (proménné simd.l a simd.2). Na hladiné
vyznamnosti « testujte hypotézu o shodé prvniho a druhého méfeni vyzkumnika. Testovéni provedte pomoci
Wilcoxonova testu (1) kritickym oborem; (2) p-hodnotou. Hladinu vyznamnosti zvolte o = 0, 05.

Vysledky: Andersonuv-Darlingtuv test: p-hodnota < 0,001, @ = 0,05; rozdily nepochdzi z normalniho rozlozent;
asymptotickd varianta Wilcoxonova parového testu: ug = 0,9038, W = (—o0; —1,96) U (1,96; 00); p-hodnota =
0,3661, a = 0,05; Hy nezamitame na hladiné vyznamnosti o = 0, 05. *

10.2 Dvouvybérové testy

Xi1, -oo, Xin, & Xo1, ..., Xop, jsou dva nezavislé nahodné vybéry ze dvou spojitych rozlozeni s distribu¢nimi
funkcemi F'(x1) a G(x2). Na hladiné vyznamnosti « testujeme hypotézu, ze distribuéni funkce téchto rozlozeni
jsou shodné, proti alternativé, ze jsou rozdilné. Dvouvybérové neparametrické testy jsou obdobou dvouvybérového
t-testu.

10.2.1 Dvouvybérovy Wilcoxonuv test (Manniv-Whitneytv test)

U tohoto testu predpokladdme, ze distribuéni funkce danych dvou vybéru se mohou ligit pouze posunutim. Oznacéme
21;0,50 medidn prvniho rozloZeni a x2.9 50 medidn druhého rozlozeni. Vzhledem k tomu, Ze distribuéni funkce se mo-
hou ligit jen posunutim, lze hypotézu o jejich shodé vyjadrit jako hypotézu o shodé medidnu, tedy testujeme Hy:
21,0,50 — £2;0,50 = 0 proti Hi: x1,0,50 — T2;0,50 7 0.

Vgechny hodnoty Xi1, ..., Xin, & Xo1, ..., Xon, uspofadame vzestupné podle velikosti. Zjistime soucet poradi
hodnot Xi1, ..., Xin, a oznacime ho T7. Soucet pofadi hodnot Xoai, ..., Xop, oznacime T5. Vypoclteme statis-
tiky Uy = ning +n1(ny + 1)/2 = T1, Us = nins + na(ne + 1)/2 — Ts. Pro tyto statistiky plat{ vzdjemny vztah:
Us = ning —U;. Testova statistika je rovna U’ = min(Uy, Us). Hy zamitdme na hladiné vyznamnosti «, kdyz testové
statistika je mensi nebo rovna tabelované kritické hodnoté (pro dané rozsahy vybéru ni, ne a dané «).

Oznacen{ v tabulkdch: n = min{n;,na} a m = max{ny,na}. Piitom m € {4,5,...,30}, n € {2,5,...,20}.

/_ming
v Pl

Pro n1, ny > 10 lze pouzit asymptotickou variantu testu: za platnosti Hy se testova statistika Uy = \/:

ning(ni+ng+1)

mana(nytnatl)
asymptoticky #{d{ rozlozenim N(0,1), kde U’ = min(U;, Us). Kriticky obor pro oboustranny test m4 tvar: W =
(=005 =1 _q/2) U (U1—q/2;00), didle W = (—00; —u1_q) pro levostranny test a W = (u1_q4;00) pro pravostranny
test. U asymptotické varianty testu lze vyuzit korekci na nespojitost.

Poznémka: V softwaru @ funguje Wilcoxonuv test jinak. Testové statistika je pro viechny tfi alternativy Us, kri-
tické obory maji tvar W = (—00;wq/2(n1,n2)) U (w1 _q/2(n1,n2); 00) pro oboustranny test; W = (—o00; wq(n1, n2))
pro levostranny test a W = (w1_q(n1,n2);00) pro pravostranny test. Hodnota wg(n1,n2) je a-kvantil rozlozent,
jimz se za platnosti nulové hypotézy 1idi testova statistika Wilcoxonova poradového testu pro dva ndhodné vybéry
o rozsazich ny a ny (bez odstranéni shod). Vypocitdme jej pomoci funkce qwilcox().

Piiklad 10.5. Reseny piiklad

Nactéte datovy soubor 31-goldman-alaska.csv obsahujici idaje o nejvétsi délce hlavice pazni kosti z levé strany (hu-
mer.HDL) u Zen aljaské populace z kmene Tigara a z kmene Ipituaq. Na hladiné vyznamnosti « testujte hypotézu
o shodé rozlozeni nejvétsi délky hlavice pazni kosti z levé strany u zen z kmene Ipituaq a u zen z kmene Tigara.
Testovani proved'te pomoci Wilcoxonova testu (1) kritickym oborem; (2) p-hodnotou. Hladinu vyznamnosti zvolte
a =0,05.

Reseni piikladu 10.5

Reseni piikladu vede na dvouvybérovy test. Nejprve je tFeba ovérit normélni rozlozeni ndhodného vybéru nejvétsich
délek hlavice pazni kosti z levé strany zen z kmene Ipituaq (resp. z kmene Tigara). Na hladiné vyznamnosti a = 0,05
testujeme Hy: Data pochdzi z normdlniho rozloZeni. oproti Hy: Data nepochdzi z normdiniho rozloZeni. K otestovani
predpokladu normality pouzijeme vzhledem k rozsahtim ndhodnych vybéru (n; = 10, resp. no = 24) v obou
piipadech Shapiruv-Wilkuv test.



37
38
39
40
41
42
43

44
45
46
47

data <- read.delim(’31-goldman-alaska.csv’, sep = ’;’, dec = ’.7)

humer .HDLI <- na.omit (datal[data$pop == ’Ipituaq’ & data$sex == ’f’, ’humer.HDL’])
humer . HDLT <- na.omit (data[data$pop == ’Tigara’ & data$sex == ’f’, ’humer.HDL’])
nl <- length(humer .HDLI) # 10

n2 <- length(humer.HDLT) # 24

shapiro.test (humer .HDLI)$p.val # 0,2027266

shapiro.test (humer .HDLT)$p.val # 0,04261243

Néhodny vybér nejvétsich délek hlavice pazni kosti z levé strany zen z kmene Ipituaq pochazi z normalniho rozlozeni
(p-hodnota = 0,2027). Ndhodny vybér nejvétsich délek hlavice pazni kosti z levé strany Zen z kmene Tigara ne-
pochézi z normélniho rozlozeni (p-hodnota = 0,0426).

Protoze naméfené hodnoty pro zeny z kmene Tigara nepochézi z normalniho rozlozeni, pouzijeme na ovéfeni zadané
hypotézy v souladu se zaddnim neparametricky Wilcoxonuv dvouvybérovy test. Na hladiné vyznamnosti a = 0,05
testujeme Hot 21;0,50 = 2;0,50 OpI‘Oti Hll 21;0,50 75 22:0,50 (oboustranny test), kde 21;0,50, I'€SP. X2;0,50 je medidn
naméfenych hodnot pro zeny z kmene Ipituaq, resp. z kmene Tigara. Vzhledem k nizkému rozsahu ndhodného vybéru
pro zeny z kmene Ipituaq (n; < 20) zvolime exaktn{ variantu Wilcoxonova dvouvybérového testu implementovanou
ve funkei wilcox.test(). Vystupem funkce je realizace testové statistiky Us a p-hodnota. Hranice kritického oboru
dopocitdme pomoci funkce gwilcox().

wilcox.test (humer .HDLI, humer .HDLT, alternative = ’two.sided’, conf.level = 0.95)
alpha <- 0.05

gqwilcox (alpha / 2, nl, n2) # 68

gqwilcox (1 - alpha / 2, nl, n2) # 172

Wilcoxon rank sum test with continuity correction

data: humer . HDLI and humer.HDLT
W = 113,5, p-value = 0,8206

alternative hypothesis: true location shift is not equal to 0

Realizace testové statistiky ue = 113, 5, kriticky obor W = (—o00;68) U (172; 00). Protoze ug ¢ W, Hy nezamitame
na hladiné vyznamnosti a = 0,05. Protoze p-hodnota = 0,8206 je vétsi nez a = 0,05, Hy nezamitame na hladiné
vyznamnosti a = 0, 05. Mezi nejvétsi délkou hlavice pazni kosti z levé strany u zen k kmene Ipituaq a u zen z kmene
Tigara neexistuje statisticky vyznamny rozdil.

Poznamka: Vyskytuji-li se v datovém souboru méfeni se stejnymi hodnotami (tzv. shody, anglicky ties), vraci funkce
wilcox.test() p-hodnotu modifikovanou podle algoritmu vhodného pro data se shodami. *

Piiklad 10.6. NefeSeny piiklad

Naététe datovy soubor 32-two-samples-whr-mf.csv obsahujici tidaje o poméru obvodu pasu a boka (WHR) u chlapcu
a divek ve véku od Sesti do Sestnécti let (age). Na hladiné vyznamnosti « testujte hypotézu, ze pomér obvodu
pasu a boku u chlapcu starsich deseti let (véetné) je vétsi nebo stejny jako u chlapci mladsich deseti let (vyjma).
Testovani provedte pomoci Wilcoxonova testu (1) kritickym oborem; (2) p-hodnotou. Hladinu vyznamnosti zvolte
a=0,01.

Vysledky: Lillieforsuv test (stars{): p-hodnota < 0,001, a = 0, 01; data nepochdz{ z normdlnfho rozlozenf; Ander-
sonuv-Darlinguv test (mladsi): p-hodnota = 0,0039, a = 0, 01; data nepochézi z normélniho rozlozeni; asymptotickd
varianta Wilcoxonova dvouvybérového testu: ug = —4,6198, W = (—o0; —2,3263); p-hodnota < 0,001, o = 0,01;
Hy zamitame na hladiné vyznamnosti o = 0, 01. *

10.2.2 Dvouvybérovy Kolmogorovav-Smirnovav test

U tohoto testu pfedpoklddame, Ze distribuéni funkce danych dvou vybéru se mohou liit nejen posunutim, ale
i tvarem. Oznacme F,, (x1) vybérovou distribuéni funkei prvniho vybéru a G,,(z2) vybérovou distribuéni funkci
druhého vybéru. Testovou statistiku Dy, n, = MaX_co<z; <o | Fny (1) —Ghn, (22)] porovndme s tabelovanou kritickou
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hodnotou Dy, n,(a). Hypotézu o shodé distribuénich funkei F(x;) a G(x2) zamitdme na hladiné vyznamnosti «,
pokud Dp, ny 2 Dy ny (@)

Pi#iklad 10.7. Reseny piiklad

Nactéte datovy soubor 31-goldman-alaska.csv obsahujici tidaje o nejvétsi délce hlavice pazni kosti z levé strany (hu-
mer.HDL) u Zen aljaské populace z kmene Tigara a z kmene Ipituaq. Na hladiné vyznamnosti « testujte hypotézu
o shodé nejvétsi délky hlavice pazni kosti z levé strany u zen z kmene Ipituaq a u zen z kmene Tigara. Testovani
proved'te pomoci Kolmogorova-Smirnovova testu (1) p-hodnotou. Hladinu vyznamnosti zvolte o = 0, 05.

Reseni piikladu 10.7

Zadani ptikladu vede na dvouvybérovy test. Nejprve je tieba ovérit normalni rozlozeni nahodného vybéru nejvétsich
délek hlavice pazni kosti z levé strany zen z kmene Ipituaq (resp. z kmene Tigara). Tento predpoklad jsme jiz ovérili
v rdmci piikladu 10.5, kde jsme dosli k zavéru, ze ndhodny vybér nejvétsich délek hlavice pazni kosti z levé strany
zen z kmene Ipituaq pochdzi z normélniho rozlozeni (p-hodnota = 0,2027, @ = 0,05), zatimco ndhodny vybér
nejvétsich délek hlavice pazni kosti z levé strany Zen z kmene Tigara nepochdzi z normélniho rozlozeni (p-hodnota
= 10,0426, « = 0,05).

Protoze naméfené hodnoty pro zeny z kmene Tigara nepochdzi z normélniho rozlozeni, pouzijeme na ovéreni zadané
hypotézy v souladu se zadanim neparametricky Kolmogoruv-Smirnovuv test. Na hladiné vyznamnosti o = 0,05
testujeme Hy: F(z) = G(x) oproti Hy: F(x) # G(x) (oboustranny test). Kolmogoruv-Smirnoviuv test provedeme
pomoci funkce ks.test(). Vystupem funkce je realizace testové statistiky D, », a p-hodnota.

data <- read.delim(’31-goldman-alaska.csv’, sep = ’;’, dec = ’.7)

humer .HDLI <- na.omit (datal[data$pop == ’Ipituaq’ & data$sex == ’f’, ’humer.HDL’])
humer . HDLT <- na.omit (data[data$pop == ’Tigara’ & data$sex == ’f’, ’humer.HDL’])
ks.test (humer .HDLI, humer .HDLT, alternative = ’two.sided’, conf.level = 0.95)

Two-sample Kolmogorov-Smirnov test

data: humer.HDLI and humer.HDLT
D = 0,21667, p-value = 0,8948
alternative hypothesis: two-sided

Protoze p-hodnota = 0, 8948 je vétsi nez a = 0,05, Hy nezamitame na hladiné vyznamnosti a = 0, 05. Mezi nejvétsi
délkou hlavice pazni kosti z levé strany u zen aljaské populace z kmene Ipituaq a u Zen z kmene Tigara neexistuje
statisticky vyznamny rozdil.

*

Piiklad 10.8. NeteSeny piiklad

Nactéte datovy soubor 10-two-samples-means-birth.txt obsahujici idaje o porodni hmotnosti novorozenct narozenych
v jedné krajské nemocnici béhem jednoho roku a o poctu starsich sourozencu novorozence. Na hladiné vyznamnosti
a testujte hypotézu o shodé porodni hmotnosti novorozencu s zadnym starsim sourozencem a s jednim starsim
sourozencem. Testovani provedte pomoci Kolmogorova-Smirnovova testu (1) p-hodnotou. Hladinu vyznamnosti
zvolte a = 0, 10.

Vysledky: Lillieforsuv test (prvorozeni): p-hodnota = 0,0014, o = 0, 10; data nepochdzi z normélniho rozlozeni;
Lillieforsuv test (druhorozeni): p-hodnota < 0,001, a = 0, 10; data nepochéz{ z normdlniho rozlozen{; Kolmogoruv-
Smirnovuv test: p-hodnota = 0,1780, o = 0, 10; Hy nezamitdme na hladiné vyznamnosti o = 0, 10. *

10.3 Vicevybérové testy

Je déno r > 3 nezdvislych ndhodnych vybéra o rozsazich ny,...,n,. Piedpokladdame, Ze tyto vybéry pochizeji ze
spojitych rozlozeni. Ozna¢me n = ny + - - - + n,.. Zajimé nés, zda vSechny vybéry pochézeji ze stejného rozlozeni
resp. zda medidany vSech r rozlozeni jsou stejné.
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10.3.1 Kruskaluav-Wallisuv test

Predpokladame, ze distribu¢ni funkce danych r rozlozeni se mohou lisit jen posunutim. Na asymptotické hladiné
vyznamnosti a testujeme hypotézu, ze vsechny tyto vybéry pochazeji z téhoz rozlozeni proti alternativé, ze aspon
jedna dvojice vybéru pochézi z ruznych rozlozeni. Kruskaliv-Wallisuv test je neparametrickou obdobou analyzy
rozptylu jednoduchého tiidéni. VSech n hodnot sefadime do rostouci posloupnosti a uré¢ime poradi kazdé hodnoty
v tomto sdruzeném vybéru. Oznac¢me T} soucet pofadi téch hodnot, které patii do j-tého vybéru, j = 1,...,r

2
(kontrola: musi platit 71 + --- + T, = n(n + 1)/2). Testové statistika: @ = % Z;Zl :—J] — 3(n + 1). Plati-li

Hy, m4 statistika Q asymptoticky rozlozeni x?(r — 1). Kriticky obor m4 tvar W = (x?__,(r — 1); 00), piicemz Hy
zamitdme na asymptotické hladiné vyznamnosti o, kdyz @ € W.

Pii zamitnuti Hy je zapotiebi zjistit, které dvojice ndhodnych vybéru se 1lisi na zvolené hladiné vyznamnosti.
Testujeme Hy: k-ty a I-tyf ndhodny vibér pochdzeji z téhoz rozlozent, k.l =1,...,7r, k # 1. proti Hy: Alespor jedna
dvojice vijbéri pochdzi z ruzngch rozlozeni. K tomu slouzi neparametrické metody mnohondsobného porovnavani,
kterych je celd fada, napf. Neményiho metoda (pro tzv. vyvézené ti{déni), obecnd metoda, metoda pérového
porovnavani s korekci na mnohondsobné testovani atd.

Piiklad 10.9. Reseny piiklad

Nactéte datovy soubor 19-more-samples-correlations-skull.txt obsahujici iidaje o sifce nosu (nose.B) muzu bantuské,
¢inské, malajské, némecké a perudnské populace. Na hladiné vyznamnosti « testujte hypotézu o shodé sitky nosu
muzi &fnské, malajské a perudnské populace. Testovani proved'te pomoci Kruskalova-Wallisova testu (1) kritickym
oborem; (2) p-hodnotou. Hladinu vyznamnosti zvolte « = 0,01. V piipadé zamitnuti nulové hypotézy zjistéte po-
moci Neményiho metody, které dvojice populaci se v sifce nosu lisi.

Reseni piikladu 10.9

Zadani prikladu vede na vicevybérovy test. Nejprve je tfeba ovérit normélni rozlozeni nahodného vybéru sitky
nosu muzu ¢inské (resp. malajské, resp. perudnské populace). Na hladiné vyznamnosti o« = 0,01 testujeme Hy:
Data pochdzi z normdlniho rozloZeni. oproti Hi: Data nepochdzi z normdlniho rozloZeni. K otestovani predpokladu
normality pouzijeme vzhledem k rozsahtim ndhodnych vybéru (n; = 19, resp. no = 73, resp. ng = 46) Shapiruv-
Wilkuv test pro ¢inskou populaci a Andersonuv-Darlinguv test pro malajskou (resp. perudnskou) populaci.

data <- read.delim(’19-more-samples-correlations-skull.txt’, sep = ’\t’, dec = ’.7)
nose.BC <- na.omit(datal[data$pop == ’cin’, ’nose.B’])
nose.BM <- na.omit(data[data$pop == ’mal’, ’nose.B’])
nose.BP <- na.omit(datal[data$pop == ’per’, ’nose.B’])

ni <- c(length(nose.BC), length(nose.BM), length(nose.BP)) # 19; 73; 46
shapiro.test(nose.BC)$p.val # 0,1173442

nortest::ad.test(nose.BM)$p.val # 0,04117326
nortest::ad.test(nose.BP)$p.val # 0,004271102

Néhodny vybér sifek nosu muzu éinské populace pochézi z normdlniho rozlozeni (p-hodnota = 0,1173). Ndhodny
vybér sifek nosu muzi malajské populace pochdzi z normalniho rozlozeni (p-hodnota = 0,0412). Ndhodny vybér
sifek nosu muzu perudnské populace nepochézi z normélniho rozlozeni (p-hodnota = 0,0043).

Protoze namétrené hodnoty pro muze peruanské populace nepochéazi z normalniho rozlozeni, pouzijeme na ovéreni
zadané hypotézy v souladu se zaddanim neparametricky Kruskaluv-Wallisuv test. Na hladiné vyznamnosti o = 0,01
testujeme Hy: Vsechny tri vgbéry pochdzi ze stejného rozloZend. oproti Hy: Alesponi jedna dvojice vybéri pochdzi z
riuzngch rozloZeni. Kruskaluv-Wallistiv test provedeme pomoci funkce kruskal.test(). Vystupem funkce je realizace
testové statistiky @ a p-hodnota. Hranici kritického oboru dopoé¢itdme pomoci funkee qgchisq().

nose.B3 <- c(nose.BC, nose.BM, nose.BP)
pop <- rep(1:3, ni)

kruskal.test (nose.B3, pop)

alpha <- 0.01

r <- 3



77

83
84
85
86
87
88
89
90

gqchisq(1l - alpha, r - 1) # 9,21034

Kruskal-Wallis rank sum test

data: nose.B3 and pop
Kruskal-Wallis chi-squared = 50,233, df = 2, p-value = 1,236e-11

Realizace testové statistiky ¢ = 50,2330, kriticky obor W = (9,2103;00). Protoze ¢ € W, H, zamitdme na
asymptotické hladiné vyznamnosti a = 0,01. Protoze p-hodnota < 0,001 je mensi nez o = 0,01, Hy zamitdme na
asymptotické hladiné vyznamnosti o« = 0,01. Alesponi jedna dvojice ndhodnych vybéru pochdzi z ruznych rozlozeni.

Nynf zjistime, které dvojice ndhodnych vybéra (populaci) se v sffce nosu lisi. K tomu pouzijeme Neményiho metodu
mnohondsobného porovndvani implementovanou ve funkce NemenyiTest() z knihovny DescTools.

DescTools::NemenyiTest (x = nose.B3, g = factor(pop), dist = ’chisq’)

# Nemenyi ’s test of multiple comparisons for independent samples (chisg)
# mean . rank.diff pval

# 2-1 14,23107 0,3911

# 3-1 -38,45252 0,0022 **

# 3-2 -52,68359 3,5e-11 *xx*

# ==

# Signif. codes: 0 ’*x*x%x’ (0,001 ’*x*x’ 0,01 ’%°’ 0,05 ’,7 0,1 ° 7 1

Na hladiné vyznamnosti « = 0,01 se statisticky vyznamneé lis{ sifka nosu muzu perudnské a ¢inské populace (p-
hodnota = 0,0022) a sifka nosu muzu peruanské a malajské populace (p-hodnota < 0,001). Mezi $itkou nosu muzu
¢inské a malajské populace neexistuje statisticky vyznamny rozdil (p-hodnota = 0,3911). *

Piiklad 10.10. NetfeSeny priklad

Nactéte datovy soubor 31-goldman-alaska.csv obsahujici idaje o délce vietenni kosti z pravé strany (radius.R) a z
levé strany (radius.L) Zen z kmene Tigara, Ipituaq a z oblasti Yukon. Na hladiné vyznamnosti « testujte hypotézu
o shodé délky vietenni kosti z pravé strany u Zen ze vsech tif aljasskych populaci. Testovdni provedte pomoci
Kruskalova-Wallisova testu (1) kritickym oborem; (2) p-hodnotou. Hladinu vyznamnosti zvolte a = 0,05. V piipadé
zamitnuti nulové hypotézy zjistéte pomoci Neményiho metody, které dvojice populaci se v délce vietenni kosti z
pravé strany lisi.

Vysledky: Shapiruv-Wilkuv test (Tigara): p-hodnota = 0,0255, a = 0,05; data nepochédz{ z normélniho rozlozeni;
Shapiruv-Wilkuv test (Ipituaq): p-hodnota = 0,6489, o = 0,05; data pochdzi z normélniho rozlozeni; Shapiruv-
Wilktuv test (Yukon): p-hodnota = 0,8442, a = 0,05; data pochaz{ z normélniho rozlozeni; Kruskaluv-Wallisuv
test: ¢ = 3,2278, W = (5,9915;00); p-hodnota = 0,1991, o = 0,05; Hy nezamitdme na asymptotické hladiné
vyznamnosti a = 0, 05. *

10.3.2 Medianovy test

Na rozdil od Kruskalova-Wallisova testu medidnovy test nepiepokliddd, ze distribuéni funkce danych r rozlozeni
se mohou lisit jen posunutim, mohou se tedy lisit i tvarem. Na asymptotické hladiné vyznamnosti a testujeme
hypotézu Hy: Mediany vsech r rozloZeni jsou shodné. oproti alternativé Hy: Aspon jedna dvojice medidnu se lisi.
Vsech n hodnot uspoifddame do rostouci posloupnosti a najdeme medidn x 59 téchto n hodnot. Oznacme P; pocet
hodnot v j-tém vybéru, které jsou vétsi nebo rovny medidnu g 50.

2
Testova statistika: Qu = 4377, i—; — n. Plati-li Hy, m4 statistika Qs asymptoticky rozlozeni y*(r — 1). Kri-
ticky obor je stejny jako u Kruskalova-Wallisova testu. Dojde-li k zamitnuti Hy, pomoci neparametrické metody
mnohonasobného porovnavani identifikujeme dvojice rozlozeni, které se lisi v medidnech.

Pi#iklad 10.11. ReSeny piiklad

Nactéte datovy soubor 15-anova-means-skull.txt obsahujici ddaje o vysce horni ¢dsti tvéafe (upface.H) muzu ban-
tuské, ¢inské, malajské, némecké a perudanské populace. Na hladiné vyznamnosti a testujte hypotézu o shodé vysky
horn{ ¢4sti tvdfe muzi bantuské, ¢inské a némecké populace. Testovani provedte pomoci medidnového testu (1)
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kritickym oborem; (2) p-hodnotou. Hladinu vyznamnosti zvolte o« = 0,10. V piipadé zamitnuti{ nulové hypotézy
zjistéte pomoci Neményiho metody, které dvojice populaci se ve vysSce horni ¢asti tvare lisi.

Reseni piikladu 10.11

Zadani prikladu vede na vicevybérovy test. Nejprve je tfeba ovéfit normalni rozlozeni ndhodného vybéru vysky horni
Césti tvafe muzu bantuské (resp. ¢inské, resp. némecké populace). Na hladiné vyznamnosti a« = 0, 10 testujeme Hy:
Data pochdzi z normdalniho rozloZeni. oproti Hi: Data nepochdzi z normdlniho rozloZeni. K otestovani predpokladu
normality pouZzijeme vzhledem k rozsahtim ndhodnych vybéra (n; = 13, resp. ny = 18, resp. nz = 19) pro kazdou
populaci Shapiruv-Wilkuv test.

data <- read.delim(’15-anova-means-skull.txt’, sep = ’\t’, dec = ’.’)
upface.HB <- na.omit(datal[data$pop == ’ban’, ’upface.H’])
upface.HC <- na.omit(data[data$pop == ’cin’, ’upface.H’])
upface.HN <- na.omit(datal[data$pop == ’nem’, ’upface.H’])

ni <- c(length(upface.HB), length(upface.HC), length(upface.HN))
shapiro.test (upface.HB)$p.val # 0,4321368

shapiro.test (upface.HC)$p.val # 0,05127186

shapiro.test (upface.HN)$p.val # 0,04190113

Nahodny vybér vysek horni ¢asti tvafe muzu bantuské populace pochézi z normdlniho rozlozeni (p-hodnota =
0,4321). Ndhodny vybér vysek hornf ¢dsti tvare muzu ¢inské populace nepochdzi z normélniho rozlozeni (p-hodnota
= 0,0513). Ndhodny vybér vysek hornf ¢dsti tvdre muzi némecké populace nepochdzi z normalniho rozlozeni (p-
hodnota = 0,0419).

Protoze naméfené hodnoty pro muze ¢inské a némecké populace nepochazi z normélniho rozlozeni, pouzijeme na
ovéfeni zadané hypotézy v souladu se zadanim neparametricky medidnovy test. Na hladiné vyznamnosti o = 0, 10
testujeme Hy: Medidny vsech t71 vyjbéru jsou shodné. oproti Hy: Alespon jedna dvojice medidnu se lisi. Medidnovy
test provedeme pomoci funkce Median.test() z knihovny agricolae. Vystupem funkce je realizace testové statistiky
Q@ a p-hodnota. Hranici kritického oboru dopoéitdme pomoci funkece qchisq().

upface.HBCN <- c(upface.HB, upface.HC, upface.HN)

pop <- rep(1:3, ni)

agricolae::Median.test (upface.HBCN, trt = pop, console = F)$stat # 1,165992
alpha <- 0.10

r <- 3

qchisq(1 - alpha, r - 1) # 4,60517

Chisq Df p.chisq Median
1,165992 2 0,5582234 72,5

Realizace testové statistiky gas = 1, 1660, kriticky obor W = (4,6052; 00). Protoze gy ¢ W, Hy nezamitdme na
asymptotické hladiné vyznamnosti o = 0,10. Protoze p-hodnota = 0,5582 je vétsi nez o = 0,10, Hy nezamitame
na asymptotické hladiné vyznamnosti a = 0,10. Mezi medidny vysek horni ¢asti tvafe muzu bantuské, ¢inské a
malajské populace neexistuje statisticky vyznamny rozdil.

Poznamka: Vyskytuji-li se v datovém souboru méren{ se stejnymi hodnotami (tzv. shody, anglicky ties), vraci funkce
Median.test() testovou statistiku i p-hodnotu modifikovanou podle algoritmu vhodného pro data se shodami. *

Piiklad 10.12. NereSeny piiklad

Nactéte datovy soubor 19-more-samples-correlations-skull.txt obsahujici tidaje o interorbitdln{ sifce nosu (intorb.B)
muzu bantuské, ¢inské, némecké, malajské a perudnské populace. Na hladiné vyznamnosti « testujte hypotézu o
shodé rozloZeni interorbitalni §fiky nosu muzi viech péti populaci. Testovani proved'te pomoci medidnového testu
(1) kritickym oborem; (2) p-hodnotou. Hladinu vyznamnosti zvolte o = 0,05. V piipadé zamitnuti nulové hypotézy
zjistéte pomoci Neményiho metody, které dvojice populaci se v interorbitdlni sifce nosu lisi.

Vysledky: Shapiruv-Wilkuv test (bantuskd populace): p-hodnota = 0,4537, a = 0, 05; data pochdzi z normdalniho
rozlozeni; Shapiruv-Wilkuv test (¢inskd populace): p-hodnota = 0,3475, o = 0,05; data pochdzi z normélniho

105
106



rozlozeni; Shapiruv-Wilkuv test (némecka populace): p-hodnota = 0,3387, a = 0,05; data pochaz{ z normdlniho
rozlozen{; Andersontuv-Darlingiuv test (malajskd populace): p-hodnota = 0,0260, o = 0,05; data nepochézi z
normélniho rozlozeni; Andersonuv-Darlinguv test (perudnskd populace): p-hodnota = 0,0221, @ = 0,05; data
nepochdzi z normdlniho rozloZenf; medidnovy test: gas = 20,1908, W = (9,4877; 00); p-hodnota < 0,001, a = 0, 05;
H, zamitdme na asymptotické hladiné vyznamnosti o = 0, 05; Neményiho metoda: rozdil existuje mezi medidny (a)
bantuské a malajské populace (p-hodnota = 0,0154); (b) bantuské a perudnské populace (p-hodnota = 0,0425). %
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