11 Testovani nezavislosti v kontingencénich tabulkach

11.1 Obecné kontingenéni tabulky

Piedpokldddme, Ze mame n objektt, na nichz zjistujeme hodnoty (z1,y1)7, ..., (Zn,yn)? dvou nominalnich velicin
X a Y, velicina X ma r variant, veli¢ina Y ma s variant. Tyto dvojice povazujeme za realizace ndhodného vybéru
rozsahu n z dvourozmérného rozlozeni, kterym se #idi dvourozmérny diskrétni ndhodny vektor (X,Y)7. Zjisténé
absolutn{ simulténni éetnosti nj, dvojice variant (x(;), y))* uspofddédme do kontingenéni tabulky (viz tabulka 11.1):

Tabulka 11.1: Kontingené¢ni tabulka absolutnich cetnosti
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Tabulku doplnime o marginalni cetnosti: n; = nj1 + -+ + njs je margindlni absolutni ¢etnost varianty z(;}, j =
L,...,r, ng =nig + -+ ng je margindlnf absolutni Cetnost varianty ypy, £ =1,...,s.

Na hladiné vyznamnosti a testujeme Hy: X, Y jsou stochasticky nezavislé ndhodné veliciny proti Hy: X, Y
nejsou stochasticky nezévislé ndhodné velic¢iny.
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Testové statistika K — Z;zl Sy (3 R ) , kde "2 je tzv. teoretickd etnost dvojice variant (a5, yp)” -

n
Plati-li Hy, pak K se asymptoticky ¥d{ rozlozenim x?((r —1)(s—1)). Kriticky obor: W = (x?__,((r —1)(s —1)); o0).
Hypotézu o nezavislosti velicin X, Y tedy zamitame na asymptotické hladiné vyznamnosti «, kdyz K € W. Tento
test se nazyvéa Pearsoniiv x? test nezévislosti.
Podminka dobré aproximace: Rozlozen{ statistiky K lze aproximovat rozlozenim x?((r —1)(s—1)), pokud teore-
tické éetnosti aspon v 80 % piipadu nabyvaji hodnoty vétsi nebo rovné 5 a ve zbylych 20 % neklesnou pod 2. Neni-li
splnéna podminka dobré aproximace, doporucuje se slu¢ovani nékterych variant. Silu zavislosti mezi veli¢inami X,

Y méff Craméruv koeficient: V = kde m = min{r, s}. Craméruv koeficient V' nabyva hodnot mezi 0 a 1.
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zavislosti je uvedena v tabulce 11.2.

Tabulka 11.2: Stupnice miry zdvislosti pro Craméruv koeficient

’ Cramériv koeficient V' H Interpretace

(0,0;0,1) zanedbatelny stupen zdvislosti
(0,1;0,3) slaby stupen zdvislosti
(0,3;0,7) stfedni stupen zavislosti
(0,7;,1,0) silny stupen zavislosti

Piiklad 11.1. Reseny piiklad

Nactéte datovy soubor 22-multinom-palmar-lines.txt obsahujici idaje o zakonéeni ti{ dlafiovych linif (vysoké, sttedni,
nizké) a o barveé vlasu (svétld, stredni, tmavd) u 100 muzu a 100 Zen. Na asymptotické hladiné vyznamnosti o = 0,01
testujte hypotézu o nezdvislosti typu zakonéeni ti{ dlafiovych linif a barvé vlastt u muzi. Testovani proved’te (1)
kritickym oborem; (2) p-hodnotou. Miru zéavislosti kvantifikujte Cramérovym koeficientem.
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Reseni piikladu 11.1
Nejprve je tieba ovéiit podminku dobré aproximace. Aby byla podminka splnéna, je tieba, aby v alespon 80 %
pripadi nabyvaly teoretické ¢etnosti "Jnﬂ hodnoty vétsi nebo rovné 5 a ve zbylych 20 % piipadu nebyly mens{ nez

2. V softwaru @ziskame teoretické cetnosti jako vystup expected funkce chisq.test().

data <- read.delim(’22-multinom-palmar-lines.txt’, sep = ’\t’, dec = ’.°)
data.M <- data.frame(datal[, 2:4], row.names = datal[, 1])
chisq.test(data.M)$expected

Hi Mi Lo
LiH 7,04 5,28 3,68
MH 18,48 13,86 9,66
DaH 18,48 13,86 9,66

Z vystupu vidime, ze pouze jedna teoretickd Cetnost z deviti (tj. 11.11%) je mensi nez 5, pfiCemz tato Cetnost
nabyva hodnoty 3,68, coz ve vice nez 2. Podminka dobré aproximace je tedy splnéna.

Na asymptotické hladiné vyznamnosti o = 0,01 testujeme Hyp: X a Y jsou stochasticky nezdvislé ndhodné veliciny.
proti Hy: X aY nejsou stochasticky nezdvislé ndhodné veliciny. K testovani pouzijeme Pearsontiv x2 test nezévislosti
implementovany ve funkei chisq.test(). Vystupem funkce je realizace testové statistiky K a p-hodnota. Doln{ hranici
kritického oboru x%_.((r —1)(s — 1)), kde r = 3 a s = 3, dopocitame piikazem qchisq(). Nakonec kvantifikujeme
miru zdvislosti pomoci Cramérova koeficientu. Jeho hodnotu vypoéitdme pomoci funkce cramersV() z knihovny lsr.

alpha <- 0.01

r <- 3; s <- 3

gchisq(1 - alpha, (r - 1) * (s - 1)) # 13,2767
chisq.test (data.M)

lsr::cramersV(data.M) # 0,1014841

Pearson’s;Chi-squared test

data: data.M
X-squared,=,2,0598, ,df =4, p-value, =,0,7248

Realizace testové statistiky k = 2,0598, kriticky obor W = (13,2767;00). Protoze k ¢ W, Hy nezamitdme na
asymptotické hladiné vyznamnosti o = 0,01. Protoze p-hodnota = 0, 7248 je vétsi nez o = 0,01, Hy nezamitame
na asymptotické hladiné vyznamnosti @ = 0,01. Mezi typem zakonceni tii dlafiovych linii a barvou vlasi u muzu
neexistuje statisticky vyznamnd stochastickd zdvislost. Mezi typem zakonceni tii dlafiovych linii a barvou vlasu u
muzu existuje slaby stupen zavislosti (V = 0,1015). *

Piiklad 11.2. NefeSeny piiklad

Nactéte datovy soubor 20-more-samples-probabilities-pubis.txt obsahujici idaje o frekvenci vyskytu t#{ stupnt zmén
((i) z&dné zmény, (ii) stopové az malé zmény, (iii) stfedn{ az vyrazné zmény) kostniho reliéfu na vnitin{ strané stydké
kosti (0s pubis) v blizkosti spony stydké (symphysis pubica) u Zen z kosternich souboru t¥{ populaci: evropského
puvodu, afrického puvodu a Inuitu. Na asymptotické hladiné vyznamnosti a = 0, 10 testujte hypotézu o nezavislosti
miry zmén kostniho reliéfu na vnitin{ strané stydké kosti a populace. Testovani provedte (1) kritickym oborem; (2)
p-hodnotou. Miru zavislosti kvantifikujte Cramérovym koeficientem.

Vysledky: podminka dobré aproximace je splnéna (devét z deviti (100 %) teoretickych Getnosti je vétsich nez 5);
k=9,4351,r=3,s =3, W = (7,7794; 00); p-hodnota = 0,0511, @ = 0,10; Hy zamitdme na asymptotické hladiné
vyznamnosti o« = 0, 10; Craméruv koeficient: V = 0, 1517. *
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11.2 Ctyipolni kontingenéni tabulky

Je-li r = s = 2, jedna se o Ctyfpolni kontingenéni tabulku, v niz pouzivame oznaceni: ni; = a, ni2 = b, no1 = ¢,
nggzzd.

Hypotézu o nezavislosti velicin X, Y muzeme ve ¢tyipolni kontingenéni tabulce testovat nékolika zpusoby.
a) Pomoci Pearsonova x? testu nezavislosti (v tomto ptipadé ma kriticky obor tvar W = (x?__(1); )).

b) Pomoci Fisherova pfesného testu (p-hodnotu tohoto testu, kterou ndm poskytne statisticky software, porovndme
s hladinou vyznamnosti a. Je-li p-hodnota < «, pak hypotézu o nezavislosti zamitdme na hladiné vyznamnosti
a).

¢) Pomoci vybérového podilu sanci OR = ‘g—g. Za platnosti Hy je OR blizky 1 testova statistika Ty =

se asymptoticky fidi rozlozenim N (0, 1). Kriticky obor: W' = (—00; —u1_q/2) U (U1 _qa/2; 00).
Hj zamitame na asymptotické hladiné vyznamnosti «, kdyz Ty € W. Test o nezavislosti lze provést i pomoci
100(1 — )% asymptotického intervalu spolehlivosti pro logaritmus teoretického podilu Sanci op, ktery je dén

vzorcem: (d;h) = <ln OR — mm—a/z;ln OR+ mul—aﬂ)'

Jestlize interval spolehlivosti neobsahuje 0, pak hypotézu o nezavislosti zamitneme na asymptotické hladiné
vyznamnosti a.

Upozornéni: Pokud bychom chtéli ziskat interval spolehlivosti nikoliv pro In op, ale pro op, staci uvedené meze
odlogaritmovat. Pti testovani hypotézy o nezavislosti velicin X, Y pomoci tohoto intervalu spolehlivosti pak
zjisfujeme, zda interval pokryva é&islo 1. Pokud ne, pak hypotézu o nezdvislosti zamitneme na asymptotické
hladiné vyznamnosti a.

Pi#iklad 11.3. ReSeny piiklad

Nactéte datovy soubor 25-one-sample-probability-dermatoglyphs.txt obsahujici idaje o frekvenci vyskytu dermato-
glyfickych vzortu vir, smycka a obloucek na deseti prstech 470 jedinct (235 muzu a 235 Zen) bagathské populace z
Araku Valley. Na hladiné vyznamnosti o« = 0, 05 testujte hypotézu o nezavislosti mezi vyskytem dermatoglyfického
vzoru smycka a pohlavim u bagathské populace z Araku Valley. Testovan{ proved'te (a) pomoci Pearsonova x? testu
nezévislosti ((1) kritickym oborem, (2) p-hodnotou); (b) pomoci Fisherova piesného testu ((1) p-hodnotou); (c) po-
moci podilu sanci ((1) kritickym oborem, (2) intervalem spolehlivosti, (3) p-hodnotou). Pro situaci (a) vypocitejte
a interpretujte Craméruv koeficient; pro situaci (c¢) vypocitejte a interpretujte hodnotu vybérového podilu sanci.

Reseni piikladu 11.3
Na hladiné vyznamnosti a = 0,05 testujeme Hy: X a Y jsou stochasticky nezdvislé ndhodné veli¢iny. proti Hy: X
a 'Y nejsou stochasticky nezdvislé nahodné veliciny.

(a) Nejprve je tfeba ovéfit podminku dobré aproximace.

data <- read.delim(’25-one-sample-probability-dermatoglyphs.txt’, sep = ’\t’, dec = ’.°)
data.L <- data.frame(muzi = c(1246, 235 * 10 - 1246),

zeny = c (1349, 235 *x 10 - 1349),

row.names = c(’smycka’, ’jine’))
chisq.test (data.L)$expected

muzi zeny
smycka 1297 ,5 1297,5
jine 1052,5 1052,5

Z vystupu vidime, Ze vSechny teoretické ¢etnosti (tj. 100 %) jsou vétsi nez 5, podminka dobré aproximace je tedy
splnéna.
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K testovani pouzijeme Pearsontiv x? test nezdvislosti implementovany ve funkci chisq.test(). Vystupem funkce je
realizace testové statistiky K a p-hodnota. Dolni hranici kritického oboru x7_ (1) dopoéitdme pifkazem qchisq().
Nakonec kvantifikujeme miru zdvislosti pomoci Cramérova koeficientu (funkce cramersV() z knihovny lsr).

alpha <- 0.05

qchisq(1 - alpha, 1) # 3,841459
chisq.test (data.L)
lsr::cramersV(data.L) # 0,04364208

Pearson’s Chi-squared testwith ,Yates’ continuity correction

data: data.L
X-squared = 8,9518, df = 1, p-value = 0,002772

Realizace testové statistiky k& = 8,9518, kriticky obor W = (3,8415;00). Protoze K € W, H, zamitdme na
asymptotické hladiné vyznamnosti o = 0,05. Protoze p-hodnota = 0,002772 je mensi nez a = 0,05, Hy zamitame
na asymptotické hladiné vyznamnosti a« = 0,05. Mezi vyskytem dermatoglyfického vzoru smycka a pohlavim u
bagathské populace z Araku Valley existuje statisticky vyznamna stochastickd zavislost. Mezi vyskytem dermato-

glyfického vzoru smycka a pohlavim u bagathské populace z Araku Valley existuje zanedbatelny stupen zavislosti
(V' =0,04364).

(b) Fishertiv piesny test provedeme pomoci funkce fisher.test() implementované v softwaru @@. Vystupem funkce
je interval spolehlivosti a p-hodnota.

fisher.test(data.L, alternative = ’two.sided’, conf.level = 0.95)

Fisher’s_ Exact Test for_ ,Count Data

data:ydata.L

p-value,=,0,002768

alternative hypothesis: truejoddsyratiogyisynot equalto1l
95 ,percent confidence interval:

u0,7451425,,0,9412385

sample_estimates:

odds ratio

1,0,8375093

Protoze p-hodnota = 0,002768 je mensi nez a = 0,05, Hy zamitdme na hladiné vyznamnosti a = 0,05. Mezi
vyskytem dermatoglyfického vzoru smycka a pohlavim u bagathské populace z Araku Valley existuje statisticky
vyznamna stochasticka zavislost.

(c) Test podilem Sanci provedeme pomoci funkce odds.ratio.test() implementované v @-skriptu AS-sbirka-funkce.R,
ktery je soucasti této publikace. @-skript nac¢teme pifkazem source(). Vystupem funkce odds.ratio.test() je hodnota
podilu Sanci OR, logaritmus podilu Sanci InOR, realizace testové statistiky tg, interval spolehlivosti pro logaritmus
podilu sancf a p-hodnota. Hranice kritického oboru dopocitdme piikazem gnorm().

source (’AS-sbirka-funkce.R’)

alpha <- 0.05

gnorm (alpha / 2) # -1,959964

gqnorm (1 - alpha / 2) # 1,959964

odds .ratio.test(data.L, conf.level = 0.95)

OR 1nOR t0 dh hh P
10,8375 -0,1774 -3,0203 -0,2925 -0,0623 0,0025

Realizace testové statistiky to = —3,0203, kriticky obor W = (—o0;—1,96) U (1,96;00). Protoze ty € W, Hy
zamitdme na asymptotické hladiné vyznamnosti o = 0, 05. Interval spolehlivosti I.S = (-0, 2925; —0, 0623). Protoze
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c=0¢ IS, Hy zamitame na asymptotické hladiné vyznamnosti o = 0, 05. Protoze p-hodnota = 0, 0025 je mensi nez
a = 0,05, Hy zamitdme na asymptotické hladiné vyznamnosti o = 0,05. Mezi vyskytem dermatoglyfického vzoru
smycka a pohlavim u bagathské populace z Araku Valley existuje statisticky vyznamna stochastickd zavislost. Podil
sanci vyskytu dermatoglyfického vzoru smycéka muzu ku zenam vysel 0,8375. V takovém piipadé byva nicméné lepsi
interpretovat prevrdacenou hodnotu podilu Sanci, ¢ili 1/0,8375 = 1, 1940. Sance na vyskyt dermatoglyfického vzoru
smycka u zen bagathské populace z Araku Valley je 1,1940-krat vétsi nez u muzu bagathské populace z Araku
Valley. *

Piiklad 11.4. NefeSeny piiklad

Nactéte datovy soubor 26-two-samples-probabilities-palmar.txt obsahujici tidaje o frekvenci vyskytu vysokého (11.9.7),
stfedntho (9.7.5), nizkého (7.5.5) a jiného zakonceni dlanovych lini{ na pravé a levé strané 50 muzu a 50 Zen z
populace Mech a 105 muzu a 87 zen z populace Rajbanshi. Na hladiné vyznamnosti @ = 0,01 testujte hypotézu
o nezavislosti vyskytu nizkého zakonceni dlanovych linii na pravé strané u muzu z populace Mech a u muzu z
populace Rajbanshi. Testovani provedte (a) pomoci Pearsonova x? testu nezavislosti ((1) kritickym oborem, (2)
p-hodnotou); (b) pomoci Fisherova piesného testu ((1) p-hodnotou); (¢) pomoci podilu sanci ((1) kritickym oborem,
(2) intervalem spolehlivosti, (3) p-hodnotou). Pro situaci (a) vypocitejte a interpretujte Craméruv koeficient; pro
situaci (c¢) vypocitejte a interpretujte hodnotu vybérového podilu sanci.

Vysledky: (a) Pearsoniiv x? test nezdvislosti: podminka dobré aproximace je splnéna (Etyii ze étyi (100 %) teore-
tickych cetnosti jsou vétsi nez 5); k = 9,4673, W = (6,6349; 00); p-hodnota = 0,002092, o = 0,01; Hy zamitdme na
asymptotické hlading vyznamnosti o = 0,01; Craméruv koeficient V' = 0,2471; (b) Fisheruv pfesny test: p-hodnota
= 0,001676, o = 0,01; Hy zamitdme na hladiné vyznamnosti a = 0,01; (c) test podilem Sanci: ¢, = 3,1954,
W = (—o00; —2,5758) U (2,5758; 00); IS = (0,2255;2,1008), ¢ = 0; p-hodnota = 0,0014, « = 0,01; Hy zamitdme na
asymptotické hladiné vyznamnosti a« = 0,01; vybérovy podil sanci OR = 3, 2000. *





