
12 Jednoduchá korelačńı analýza

12.1 Analýza závislosti dvou veličin ordinálńıho typu

Je dán náhodný výběr (X1, Y1)T , . . . , (Xn, Yn)T z dvourozměrného rozložeńı, jehož Spearman̊uv koeficient pořadové
korelace je ρS . Označ́ıme Ri pořad́ı náhodné veličiny Xi a Qi pořad́ı náhodné veličiny Yi, i = 1, 2, . . . , n. Dále
označ́ıme ri realizaci pořad́ı náhodné veličiny Xi a qi realizaci pořad́ı náhodné veličiny Yi, i = 1, 2, . . . , n. Bodovým
odhadem ρS je (výběrový) Spearman̊uv koeficient pořadové korelace: rS = 1− 6

n(n2−1)
∑n
i=1(ri − qi)2.

Nabývá hodnot mezi –1 a 1. S jeho pomoćı zjǐst’ujeme, jak dobře odpov́ıdá vztah veličin X, Y nějaké monotónńı
funkci, která může být nelineárńı. Č́ım je bližš́ı 1, t́ım je silněǰśı př́ımá pořadová závislost mezi veličinami X a Y ,
č́ım je bližš́ı –1, t́ım je silněǰśı nepř́ımá pořadová závislost mezi veličinami X a Y .

12.1.1 Asymptotický interval spolehlivosti pro ρS

Předpokládejme, že n ≥ 10. Označme z = 1
2 ln 1+rS

1−rS (tzv. Fisherova Z-transformace) a definujme následuj́ıćı inter-
valy spolehlivosti:
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12.1.2 Test hypotézy o pořadové nezávislosti

Na hladině významnosti α testujeme hypotézu H0: X, Y jsou pořadově nezávislé náhodné veličiny (tj. ρS = 0)
proti oboustranné alternativě H1: X, Y jsou pořadově závislé náhodné veličiny (tj. ρS 6= 0), resp. proti levostranné
alternativě H1: Mezi X a Y existuje nepř́ımá pořadová závislost (tj. ρS < 0), resp. proti pravostranné alternativě
H1: Mezi X a Y existuje př́ımá pořadová závislost (tj. ρS > 0).
Jako testová statistika slouž́ı Spearman̊uv koeficient pořadové korelace rS . Stanov́ıme kritický obor W . Pokud
rS ∈W , H0 zamı́táme na hladině významnosti α a přij́ımáme H1.
Pro oboustranný test má kritický obor tvar: W = (−1;−rS,1−α/2(n)〉 ∪ 〈rS,1−α/2(n); 1), pro levostranný test W =
(−1;−rS,1−α(n)〉 a pro pravostranný test W = 〈rS,1−α(n); 1). Kritické hodnoty rS,1−α/2(n), resp. rS,1−α(n) vy-

poč́ıtáme pomoćı softwaru , nebo je najdeme ve statistických tabulkách, ovšem pouze pro hladiny významnosti
α = 0, 05 a α = 0, 01 a pro 5 ≤ n ≤ 30 .

a) Pro n > 20 lze použ́ıt testovou statistiku T0 = rS
√
n−2√

1−r2S
. Plat́ı-li H0, pak T0 ≈ t(n−2). Stanov́ıme kritický obor W .

Pokud T0 ∈W , H0 zamı́táme na asymptotické hladině významnosti α a přij́ımáme H1. Pro oboustranný test má
kritický obor tvar: W = (−∞;−t1−α/2(n−2)〉∪〈t1−α/2(n−2),∞), pro levostranný test W = (−∞;−t1−α(n−2)〉
a pro pravostranný test W = 〈t1−α(n− 2);∞).

b) Pro n > 30 lze použ́ıt testovou statistiku T0 = rS
√
n− 1. Plat́ı-li H0, pak T0 ≈ N(0, 1). Na rozd́ıl od předešlé

situace tedy budou v kritických oborech kvantily u1−α/2, resp. u1−α.

Upozorněńı: Popsané metody, které jsou určené pro náhodné veličiny ordinálńıho typu, se použ́ıvaj́ı i pro veličiny
intervalového a poměrového typu, pokud daný náhodný výběr nepocháźı z dvourozměrného normálńıho rozložeńı.
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Př́ıklad 12.1. Řešený př́ıklad
Načtěte datový soubor 31-goldman-alaska.csv obsahuj́ıćı údaje o délce kyčelńı kosti z pravé strany (iblade.R) a ace-
tabulárńı výšce (acetab.R) z pravé strany u žen z kmene Ipituaq. (a) Vykreslete dvourozměrný tečkový diagram
a okometricky zhodnot’te, zda mezi délkou kyčelńı kosti a acetabulárńı výškou z pravé strany u žen z kmene Ipi-
tuaq neexistuje jiný než lineárńı trend; (b) na hladině významnosti α = 0, 10 testujte hypotézu, že délka kyčelńı
kosti a acetabulárńı výška z pravé strany u žen z kmene Ipituaq nejsou kladně korelované. Testováńı proved’te (1)
kritickým oborem; (2) p-hodnotou. Mı́ru závislosti mezi oběma znaky kvantifikujte pomoćı vhodného koeficientu
korelace. Jeho hodnotu řádně interpretujte.

Řešeńı př́ıkladu 12.1
Tečkový diagram vykresĺıme pomoćı př́ıkazu plot(). Argumentem pch = 21 specifikujeme kulatý tvar bod̊u, které
mohou mı́t jinou barvu výplně a jinou barvu obrysu. Barvu výplně specifikujeme pomoćı argumentu bg, barvu
obrysu pomoćı argumentu col. Diagram je zobrazen na obrázku 12.1.

1 data <- read.delim(’31-goldman -alaska.csv’, sep = ’;’, dec = ’.’)

2 data.IF <- data[data$sex == ’f’ & data$pop == ’Ipituaq ’, c(’iblade.R’, ’acetab.R’)]

3 data.IF <- na.omit(data.IF)

4 iblade.RIF <- data.IF$iblade.R

5 acetab.RIF <- data.IF$acetab.R

6 n <- length(iblade.RIF) # 11

7 plot(iblade.RIF , acetab.RIF , pch = 21, bg = ’bisque ’, col = ’darkred ’, las = 1,

8 xlab = ’delka kycelni kosti (v mm)’, ylab = ’acetabularni vyska (v mm)’)
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Obrázek 12.1: Dvourozměrný tečkový diagram délky kyčelńı kosti a acetabulárńı výšky z pravé strany žen z kmene
Ipituaq

Z tečkového diagramu na obrázku 12.1 je zřejmé, že mezi délkou kyčelńı kosti a acetabulárńı výškou neńı patrný
jiný než lineárńı trend.

Zadáńı př́ıkladu vede na test o nezávislosti. Nejprve je třeba ověřit dvourozměrnou normalitu dvourozměrného
náhodného výběru žen z kmene Ipituaq. Na hladině významnosti α = 0, 10 testujeme H0: Data pocháźı z dvou-
rozměrného normálńıho rozložeńı. oproti H1: Data nepocháźı z dvourozměrného normálńıho rozložeńı. K otestováńı
předpokladu dvourozměrné normality použijeme Royston̊uv test.

9 MVN::mvn(data.IF , mvnTest = ’royston ’)$multivariateNormality # 0 ,01562034

Náhodný výběr délky kyčelńı kosti a acetabulárńı výšky z pravé strany žen z kmene Ipituaq nepocháźı z dvou-
rozměrného normálńıho rozložeńı (p-hodnota = 0,01562).
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Protože náhodný výběr nepocháźı z dvourozměrného normálńıho rozložeńı, použijeme na ověřeńı zadané hypotézy
test o pořadové nezávislosti. Na hladině významnosti α = 0, 10 testujeme H0: ρS = 0 oproti H1: ρS > 0 (pra-
vostranný test). Vzhledem k rozsahu náhodného výběru (n = 11) zvoĺıme exaktńı variantu tohoto testu. Hodnotu
Spearmanova koeficientu pořadové korelace rS , která je rovněž realizaćı testové statistiky, vypoč́ıtáme př́ıkazem
cor() s argumentem method = ’spearman’. Dolńı hranici kritického oboru vypoč́ıtáme pomoćı funkce qSpearman(),
p-hodnotu vypoč́ıtáme pomoćı funkce pSpearman(). Obě funkce pocháźı z knihovny SuppDists.

10 rS <- cor(iblade.RIF , acetab.RIF , method = ’spearman ’) # 0 ,2804783

11 alpha <- 0.10

12 SuppDists :: qSpearman (1 - alpha , n) # 0 ,4363636

13 1 - SuppDists :: pSpearman(rS, n) # 0 ,1931685

Realizace testové statistiky rS = 0, 2805, kritický obor W = 〈0, 4364; 1). Protože rS /∈ W , H0 nezamı́táme na
hladině významnosti α = 0, 10. Protože p-hodnota = 0, 1932 je větš́ı než α = 0, 10, H0 nezamı́táme na hladině
významnosti α = 0, 10. Mezi délkou kyčelńı kosti a acetabulárńı výškou z pravé strany u žen z kmene Ipituaq
neexistuje statisticky významná př́ımá pořadová závislost. Na základě hodnoty Spearmanova koeficientu pořadové
korelace uvád́ıme, že mezi délkou kyčelńı kosti a acetabulárńı výškou existuje (statisticky nevýznamný) ńızký stupeň
př́ımé pořadové závislosti (rS = 0, 2805). F

Př́ıklad 12.2. Neřešený př́ıklad
Načtěte datový soubor 31-goldman-alaska.csv obsahuj́ıćı údaje o délce pažńı kosti z levé strany (humer.L) a délce
stehenńı kosti (femur.L) z levé strany u muž̊u z kmene Ipituaq. (a) Vykreslete dvourozměrný tečkový diagram a
okometricky zhodnot’te, zda mezi délkou pažńı kosti a délkou stehenńı kosti z levé strany u muž̊u z kmene Ipituaq
neexistuje jiný než lineárńı trend; (b) na hladině významnosti α = 0, 01 testujte hypotézu, že délka pažńı kosti
a délka stehenńı kosti z levé strany u muž̊u z kmene Ipituaq jsou nezávislé. Testováńı proved’te (1) kritickým
oborem; (2) p-hodnotou. Mı́ru závislosti mezi oběma znaky kvantifikujte pomoćı vhodného koeficientu korelace.
Jeho hodnotu řádně interpretujte.
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Obrázek 12.2: Dvourozměrný tečkový diagram délky pažńı kosti a délky stehenńı kosti z levé strany u muž̊u z kmene
Ipituaq

Výsledky: (a) Dvourozměrný tečkový diagram viz obrázek 12.2; mezi oběma proměnnými neńı patrný jiný než
lineárńı trend; (b) Royston̊uv test: p-hodnota = 0, 0035, α = 0, 01; data nepocháźı z dvourozměrného normálńıho
rozložeńı; exaktńı varianta (n ≤ 20) testu o pořadové nezávislosti: rS = 0, 8508, W = (−1;−0, 6375〉 ∪ 〈0, 6446; 1);
p-hodnota < 0, 0001, α = 0, 01; H0 zamı́táme na hladině významnosti α = 0, 01; Spearman̊uv koeficient pořadové
korelace: rS = 0, 8508, vysoký stupeň př́ımé pořadové závislosti. F
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Př́ıklad 12.3. Řešený př́ıklad
Načtěte datový soubor 32-two-samples-whr-mf.csv obsahuj́ıćı údaje o věku (age) a poměru obvodu pasu a bok̊u
(WHR) u dět́ı ve věku do 16 let (včetně). (a) Vykreslete dvourozměrný tečkový diagram a okometricky zhod-
not’te, zda mezi věkem a poměrem obvodu pasu a bok̊u u d́ıvek neexistuje jiný než lineárńı trend; (b) na hladině
významnosti α = 0, 05 testujte hypotézu, že věk a poměr obvodu pasu a bok̊u u d́ıvek nejsou záporně korelované.
Testováńı proved’te (1) kritickým oborem; (2) intervalem spolehlivosti; (3) p-hodnotou. Mı́ru závislosti mezi oběma
znaky kvantifikujte pomoćı vhodného koeficientu korelace. Jeho hodnotu řádně interpretujte.

Řešeńı př́ıkladu 12.3
Tečkový diagram vykresĺıme pomoćı př́ıkazu plot(). Argumentem pch = 22 specifikujeme čtvercový tvar bod̊u, které
mohou mı́t jinou barvu výplně a jinou barvu obrysu. Diagram je zobrazen na obrázku 12.3.

14 data <- read.delim(’32-two -samples -whr -mf.csv’, sep = ’;’, dec = ’.’)

15 data.F <- data[data$sex == ’f’, c(’age’, ’WHR’)]

16 age.F <- data.F$age

17 WHR.F <- data.F$WHR

18 n <- length(age.F) # 166

19 plot(age.F, WHR.F, pch = 22, bg = ’bisque ’, col = ’darkred ’, las = 1,

20 xlab = ’vek (v letech)’, ylab = ’pomer obvodu pasu a boku’)
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Obrázek 12.3: Dvourozměrný tečkový diagram věku a poměru obvodu pasu a bok̊u u d́ıvek

Z tečkového diagramu na obrázku 12.3 je zřejmé, že mezi věkem a poměrem obvodu pasu a bok̊u neńı patrný jiný
než lineárńı trend.

Zadáńı př́ıkladu vede na test o nezávislosti. Nejprve ověř́ıme dvourozměrnou normalitu dvourozměrného náhodného
výběru d́ıvek. Na hladině významnosti α = 0, 05 testujemeH0: Data pocháźı z dvourozměrného normálńıho rozložeńı.
oproti H1: Data nepocháźı z dvourozměrného normálńıho rozložeńı. K otestováńı předpokladu dvourozměrné nor-
mality použijeme Royston̊uv test.

21 MVN::mvn(data.F, mvnTest = ’royston ’)$multivariateNormality # 0 ,0001821173

Náhodný výběr věku a poměru obvodu pasu a bok̊u u d́ıvek nepocháźı z dvourozměrného normálńıho rozložeńı
(p-hodnota = 0,0002).

Protože náhodný výběr nepocháźı z dvourozměrného normálńıho rozložeńı, použijeme na ověřeńı zadané hypotézy
test o pořadové nezávislosti. Na hladině významnosti α = 0, 05 testujeme H0: ρS = 0 oproti H1: ρS < 0 (levostranný
test). Vzhledem k rozsahu náhodného výběru (n = 166) zvoĺıme asymptotickou variantu tohoto testu (n > 30).
Hodnotu Spearmanova koeficientu pořadové korelace vypoč́ıtáme pomoćı př́ıkazu cor() s argumentem method =

4



’spearman’. Hodnotu testové statistiky źıskáme dosazeńım do vzorce T0 = rS
√
n− 1. Horńı hranici kritického oboru

vypoč́ıtáme př́ıkazem qnorm(). Horńı hranici 95% empirického pravostranného intervalu spolehlivosti vypoč́ıtáme
dosazeńım do vzorce 12.3. Výslednou p-hodnotu vypoč́ıtáme př́ıkazem pnorm().

22 rS <- cor(age.F, WHR.F, method = ’spearman ’) # -0 ,6828958

23 t0 <- rS * sqrt(n - 1) # -8,771956

24 alpha <- 0.05

25 - qnorm(1 - alpha) # -1,644854

26 z <- 1 / 2 * log ((1 + rS) / (1 - rS)) # -0 ,8345205

27 hh <- (exp(2 * (z + sqrt(1 / (n - 3)) * qnorm (1 - alpha))) - 1) /

28 (exp(2 * (z + sqrt(1 / (n - 3)) * qnorm (1 - alpha))) + 1) # -0 ,6079643

29 p.hodnota <- pnorm(t0) # 8 ,779472e-19

Realizace testové statistiky t0 = −8, 7720, kritický obor W = (−∞;−1, 6449〉. Protože t0 ∈ W , H0 zamı́táme na
hladině významnosti α = 0, 05. Interval spolehlivosti IS = (−1;−0, 6080). Protože c = 0 /∈ IS, H0 zamı́táme na
hladině významnosti α = 0, 05. Protože p-hodnota < 0, 0001 je menš́ı než α = 0, 05, H0 zamı́táme na hladině
významnosti α = 0, 05. Mezi věkem a poměrem obvodu pasu a bok̊u u d́ıvek existuje statisticky významná nepř́ımá
pořadová závislost. Na základě hodnoty Spearmanova koeficientu pořadové korelace uvád́ıme, že mezi věkem a
poměrem obvodu pasu a bok̊u u d́ıvek existuje (statisticky významný) význačný stupeň nepř́ımé pořadové závislosti
(rS = −0, 6829). F

Př́ıklad 12.4. Neřešený př́ıklad
Načtěte datový soubor 16-anova-head.txt obsahuj́ıćı údaje o délce hlavy (head.L) a š́ı̌rce tváře (bizyg.W) mladých
dospělých muž̊u a žen, převážně student̊u vysokých škol z Brna a Ostravy. (a) Vykreslete dvourozměrný tečkový
diagram a okometricky zhodnot’te, zda mezi délkou hlavy a š́ı̌rkou tváře muž̊u neexistuje jiný než lineárńı trend;
(b) na hladině významnosti α = 0, 10 testujte hypotézu, že délka hlavy a š́ı̌rka tváře muž̊u jsou nezávislé. Testováńı
proved’te (1) kritickým oborem; (2) intervalem spolehlivosti; (3) p-hodnotou. Mı́ru závislosti mezi oběma znaky
kvantifikujte pomoćı vhodného koeficientu korelace. Jeho hodnotu řádně interpretujte.
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Obrázek 12.4: Dvourozměrný tečkový diagram délky hlavy a š́ı̌rky tváře muž̊u

Výsledky: (a) Dvourozměrný tečkový diagram viz obrázek 12.4; mezi oběma proměnnými neńı patrný jiný než
lineárńı trend; (b) Royston̊uv test: p-hodnota = 0, 0066, α = 0, 10; data nepocháźı z dvourozměrného normálńıho
rozložeńı; asymptotická varianta (n > 30) testu o pořadové nezávislosti: t0 = 1, 4099, W = (−∞;−1, 6449〉 ∪
〈1, 6449;∞); IS = (−0, 0284; 0, 3445), c = 0; p-hodnota = 0, 1586, α = 0, 10;H0 nezamı́táme na hladině významnosti
α = 0, 10; Spearman̊uv koeficient pořadové korelace: rS = 0, 1639, ńızký stupeň př́ımé pořadové závislosti. F
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12.2 Analýza závislosti dvou veličin intervalového a poměrového typu

Je dán náhodný výběr (X1, Y1)T , . . . , (Xn, Yn)T z dvourozměrného normálńıho rozložeńı s koeficientem korelace ρ.

Bodovým odhadem ρ je výběrový koeficient korelace R12 =

{
S12

S1S2
, S1, S2 6= 0,

0 jinak,
(viz sekce 7.2). Nabývá hodnot

mezi –1 a 1. Č́ım je bližš́ı 1, t́ım je silněǰśı př́ımá lineárńı závislost mezi veličinami X a Y , č́ım je bližš́ı –1, t́ım je
silněǰśı nepř́ımá lineárńı závislost mezi veličinami X a Y .

12.2.1 Asymptotický interval spolehlivosti pro ρ

Předpokládejme, že n ≥ 10. Označme Z = 1
2 ln 1+R12

1−R12
. Vzorce pro meze interval̊u spolehlivosti jsou stejné jako

vzorce 12.1, 12.2 a 12.3.

12.3 Test hypotézy o nezávislosti

Na hladině významnosti α testujeme hypotézu H0: X, Y jsou nezávislé náhodné veličiny (tj. ρ = 0) proti obou-
stranné alternativě H1: X, Y nejsou nezávislé náhodné veličiny (tj. ρ 6= 0), resp. proti levostranné alternativě H1:
Mezi X a Y existuje nepř́ımá závislost (tj. ρ < 0), resp. proti pravostranné alternativě H1: Mezi X a Y existuje
př́ımá závislost (tj. ρ > 0).

Testová statistika: T0 = R12

√
n−2√

1−R2
12

. Plat́ı-li H0, pak T0 ∼ t(n − 2). Stanov́ıme kritický obor W . Pokud T0 ∈ W ,

H0 zamı́táme na hladině významnosti α a přij́ımáme H1. Pro oboustranný test má kritický obor tvar: W =
(−∞;−t1−α/2(n− 2)〉 ∪ 〈t1−α/2(n− 2);∞), pro levostranný test W = (−∞;−t1−α(n− 2)〉 a pro pravostranný test
〈t1−α(n− 2);∞).

Př́ıklad 12.5. Řešený př́ıklad
Načtěte datový soubor 19-more-samples-correlations-skull.txt obsahuj́ıćı údaje o výšce nosu (nose.H) a š́ı̌rce nosu
(nose.B) muž̊u bantuské, č́ınské, malajské, německé a peruánské populace. (a) Vykreslete dvourozměrný tečkový
diagram a okometricky zhodnot’te, zda mezi výškou nosu a š́ı̌rkou nosu muž̊u peruánské populace neexistuje jiný než
lineárńı trend; (b) na hladině významnosti α = 0, 01 testujte hypotézu, že výška nosu a š́ı̌rka nosu muž̊u peruánské
populace jsou nezávislé. Testováńı proved’te (1) kritickým oborem; (2) intervalem spolehlivosti; (3) p-hodnotou.
Mı́ru závislosti mezi oběma znaky kvantifikujte pomoćı vhodného koeficientu korelace. Jeho hodnotu řádně inter-
pretujte.

Řešeńı př́ıkladu 12.5
Tečkový diagram vykresĺıme pomoćı př́ıkazu plot(). Argumentem pch = 23 specifikujeme kosočtvercový tvar bod̊u,
které mohou mı́t jinou barvu výplně a jinou barvu obrysu. Diagram je zobrazen na obrázku 12.5.

30 data <- read.delim(’19-more -samples -correlations -skull.txt’, sep = ’\t’, dec = ’.’)

31 data.P <- data[data$pop == ’per’, c(’nose.H’, ’nose.B’)]

32 data.P <- na.omit(data.P)

33 nose.HP <- data.P$nose.H

34 nose.BP <- data.P$nose.B

35 n <- length(nose.HP) # 46

36 plot(age.F, WHR.F, pch = 23, bg = ’darkolivegreen1 ’, col = ’darkgreen ’,

37 xlab = ’vyska nosu (v mm)’, ylab = ’sirka nosu (v mm)’, las = 1)

Z tečkového diagramu na obrázku 12.5 je zřejmé, že mezi výškou nosu a š́ı̌rkou nosu neńı patrný jiný než lineárńı
trend.

Zadáńı př́ıkladu vede na test o nezávislosti. Nejprve ověř́ıme dvourozměrnou normalitu dvourozměrného náhodného
výběru muž̊u peruánské populace. Na hladině významnosti α = 0, 01 testujeme H0: Data pocháźı z dvourozměrného
normálńıho rozložeńı. oproti H1: Data nepocháźı z dvourozměrného normálńıho rozložeńı. K otestováńı předpokladu
dvourozměrné normality použijeme Royston̊uv test.

38 MVN::mvn(data.P, mvnTest = ’hz’)$multivariateNormality # 0 ,1305902
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Obrázek 12.5: Dvourozměrný tečkový diagram výšky nosu a š́ı̌rky nosu muž̊u peruánské populace

Náhodný výběr výšek nosu a š́ı̌rek nosu muž̊u peruánské populace pocháźı z dvourozměrného normálńıho rozložeńı
(p-hodnota = 0,1306).

Protože náhodný výběr pocháźı z dvourozměrného normálńıho rozložeńı, použijeme na ověřeńı zadané hypotézy
test o nezávislosti. Na hladině významnosti α = 0, 01 testujeme H0: ρ = 0 oproti H1: ρ 6= 0 (oboustranný test). Test
hypotézy o nezávislosti provedeme pomoćı funkce cor.test() s argumentem method = ’pearson’. Výstupem funkce

je realizace výběrového koeficientu korelace R12, realizace testové statistiky T0 = R12

√
n−2√

1−R2
12

, interval spolehlivosti a

p-hodnota. Hranice kritického oboru dopoč́ıtáme př́ıkazem qt().

39 cor.test(nose.HP , nose.BP, method = ’pearson ’, conf.level = 0.99,

40 alternative = ’two.sided ’)

41 alpha <- 0.01

42 - qt(1 - alpha / 2, n - 2) # -2,692278

43 qt(1 - alpha / 2, n - 2) # 2 ,692278

44
45Pearson ’s product -moment correlation

46
47data:  nose.HP and nose.BP

48t = 0,91788, df = 44, p-value = 0 ,3637

49alternative hypothesis: true correlation is not equal to 0

5099 percent confidence interval:

51 -0 ,2494938  0 ,4859523

52sample estimates:

53      cor

540 ,1370691

Realizace testové statistiky t0 = 0, 9179, kritický obor W = (−∞;−2, 6923〉 ∪ 〈2, 6923;∞). Protože t0 /∈ W ,
H0 nezamı́táme na hladině významnosti α = 0, 01. Interval spolehlivosti IS = (−0.2495; 0, 4860). Protože c =
0 ∈ IS, H0 nezamı́táme na hladině významnosti α = 0, 01. Protože p-hodnota = 0, 3637 je větš́ı než α = 0, 01, H0

nezamı́táme na hladině významnosti α = 0, 01. Mezi výškou nosu a š́ı̌rkou nosu muž̊u peruánské populace neexistuje
statisticky významná závislost. Na základě hodnoty výběrového koeficientu korelace uvád́ıme, že mezi výškou nosu
a š́ı̌rkou nosu muž̊u peruánské populace existuje (statisticky nevýznamný) ńızký stupeň př́ımé lineárńı závislosti
(r12 = 0, 1371).

F
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Př́ıklad 12.6. Neřešený př́ıklad
Načtěte datový soubor 01-one-sample-mean-skull-mf.txt obsahuj́ıćı údaje o největš́ı délce mozkovny (skull.L) a největš́ı
š́ı̌rce mozkovny (skull.B) muž̊u a žen starověké egyptské populace. (a) Vykreslete dvourozměrný tečkový diagram
a okometricky zhodnot’te, zda mezi největš́ı délkou a š́ı̌rkou mozkovny žen starověké egyptské populace neexistuje
jiný než lineárńı trend; (b) na hladině významnosti α = 0, 05 testujte hypotézu, že největš́ı délka a š́ı̌rka mozkovny
žen starověké egyptské populace nejsou kladně korelované. Testováńı proved’te (1) kritickým oborem; (2) intervalem
spolehlivosti; (3) p-hodnotou. Mı́ru závislosti mezi oběma znaky kvantifikujte pomoćı vhodného koeficientu korelace.
Jeho hodnotu řádně interpretujte.
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Obrázek 12.6: Dvourozměrný tečkový diagram největš́ı délky a š́ı̌rky mozkovny žen starověké egyptské populace

Výsledky: (a) Dvourozměrný tečkový diagram viz obrázek 12.6; mezi oběma proměnnými neńı patrný jiný než
lineárńı trend; (b) Royston̊uv test: p-hodnota = 0, 4072, α = 0, 05; data pocháźı z dvourozměrného normálńıho
rozložeńı; test o nezávislosti: t0 = 4, 2616, W = 〈1, 6592;∞); IS = (0, 2368; 1), c = 0; p-hodnota < 0, 0001,
α = 0, 05; H0 zamı́táme na hladině významnosti α = 0, 05; výběrový koeficient korelace: r12 = 0, 3809, mı́rný
stupeň př́ımé lineárńı závislosti. F

12.4 Test o rozd́ılu dvou koeficient̊u korelace

Máme dva nezávislé náhodné výběry o rozsaźıch n ≥ 10 a n∗ ≥ 10 z dvourozměrných normálńıch rozložeńı s
koeficienty korelace ρ a ρ∗. R12 a R∗12 jsou výběrové koeficienty korelace prvńıho a druhého výběru. Položme

Z = 1
2 ln 1+R12

1−R12
a Z∗ = 1

2 ln
1+R∗

12

1−R∗
12

. Testujeme H0: ρ = ρ∗ proti H1: ρ 6= ρ∗, resp. proti některé z jednostranných

alternativ.
Testová statistika: U0 = Z−Z∗√

1
n−3+

1
n∗−3

. Plat́ı-li H0, pak U0 ≈ N(0, 1). Stanov́ıme kritický obor W . Je-li U0 ∈W , H0

zamı́táme na asymptotické hladině významnosti α a přij́ımáme H1.
Kritický obor pro oboustranný test jeW = (−∞;−u1−α/2〉∪〈u1−α/2;∞), pro levostranný testW = (−∞;−u1−α〉

a pro pravostranný test W = 〈u1−α;∞).

Př́ıklad 12.7. Řešený př́ıklad
Načtěte datový soubor 31-goldman-alaska.csv obsahuj́ıćı údaje o délce pažńı kosti z levé strany (humer.L) a pr̊uměru
hlavice pažńı kosti z levé strany (humer.HDL) u muž̊u a žen aljašské populace z kmene Tigara. (a) Vykreslete dvou-
rozměrný tečkový diagram a okometricky zhodnot’te, zda mezi délkou pažńı kosti a pr̊uměrem hlavice pažńı kosti z
levé strany muž̊u resp. žen z kmene Tigara neexistuje jiný než lineárńı trend; (b) na hladině významnosti α = 0, 05
testujte hypotézu, že koeficient korelace délky pažńı kosti a pr̊uměru hlavice pažńı kosti z levé strany u muž̊u z
kmene Tigara je stejný jako u žen z kmene Tigara. Testováńı proved’te (1) kritickým oborem; (2) p-hodnotou. Mı́ru
závislosti mezi oběma znaky u muž̊u, resp. u žen kvantifikujte pomoćı vhodného koeficientu korelace. Hodnoty obou
koeficient̊u korelace řádně interpretujte.
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Řešeńı př́ıkladu 12.7
Tečkový diagram pro muže, resp. pro ženy vykresĺıme pomoćı př́ıkazu plot(). Argumentem pch = 24 specifikujeme
trojúhelńıkový tvar bod̊u, které mohou mı́t jinou barvu výplně a jinou barvu obrysu. Oba diagramy jsou zobrazeny
na obrázku 12.7.

55 data <- read.delim(’31-goldman -alaska.csv’, sep = ’;’, dec = ’.’)

56 data.TM <- data[data$sex == ’m’ & data$pop == ’Tigara ’, c(’humer.L’, ’humer.HDL’)]

57 data.TF <- data[data$sex == ’f’ & data$pop == ’Tigara ’, c(’humer.L’, ’humer.HDL’)]

58 data.TM <- na.omit(data.TM)

59 data.TF <- na.omit(data.TF)

60 humer.LTM <- data.TM$humer.L

61 humer.HDLTM <- data.TM$humer.HDL

62 humer.LTF <- data.TF$humer.L

63 humer.HDLTF <- data.TF$humer.HDL

64

65 plot(humer.LTM , humer.HDLTM , pch = 24, bg = ’bisque ’, col = ’darkred ’, las = 1,

66 xlab = ’delka pazni kosti (v mm)’, ylab = ’prumer hlavice pazni kosti (v mm)’)

67 plot(humer.LTF , humer.HDLTF , pch = 24, bg = ’bisque ’, col = ’darkred ’, las = 1,

68 xlab = ’delka pazni kosti (v mm)’, ylab = ’prumer hlavice pazni kosti (v mm)’)
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Obrázek 12.7: Dvourozměrný tečkový diagram délky pažńı kosti a pr̊uměru hlavice pažńı kosti z levé strany u muž̊u
(vlevo), resp. u žen (vpravo) aljašské populace z kmene Tigara

Z tečkového diagramu na obrázku 12.7 je zřejmé, že mezi délkou pažńı kosti a pr̊uměrem hlavice pažńı kosti u muž̊u
ani u žen neńı patrný jiný než lineárńı trend.

Zadáńı př́ıkladu vede na test o rozd́ılu dvou koeficient̊u korelace. Nejprve ověř́ıme dvourozměrnou normalitu dvou-
rozměrného náhodného výběru muž̊u, resp. žen z kmene Tigara. Na hladině významnosti α = 0, 05 testujeme H0:
Data pocháźı z dvourozměrného normálńıho rozložeńı. oproti H1: Data nepocháźı z dvourozměrného normálńıho
rozložeńı. K otestováńı předpokladu dvourozměrné normality použijeme pro každý z výběr̊u Royston̊uv test.

69 MVN::mvn(data.TM , mvnTest = ’royston ’)$multivariateNormality # 0 ,6324143

70 MVN::mvn(data.TF , mvnTest = ’royston ’)$multivariateNormality # 0 ,09177741

Náhodný výběr délek pažńı kosti a pr̊uměr̊u hlavice pažńı kosti z levé strany u muž̊u z kmene Tigara pocháźı z
dvourozměrného normálńıho rozložeńı (p-hodnota = 0,6324). Náhodný výběr délek pažńı kosti a pr̊uměr̊u hlavice
pažńı kosti z levé strany u žen z kmene Tigara pocháźı z dvourozměrného normálńıho rozložeńı (p-hodnota = 0,0918).

Protože oba náhodné výběry pocháźı z dvourozměrných normálńıch rozložeńı, použijeme na ověřeńı zadané hypotézy
test o rozd́ılu dvou koeficient̊u korelace. Na hladině významnosti α = 0, 05 testujeme H0: ρ = ρ∗ oproti H1:
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ρ 6= ρ∗ (oboustranný test). Rozsahy obou náhodných výběr̊u n a n∗ vypoč́ıtáme př́ıkazem length(). Hodnoty
realizaćı výběrových koeficient̊u korelace R12 a R∗12 vypoč́ıtáme př́ıkazem cor() s argumentem method = ’pearson’.
Dále vypoč́ıtáme Fisherovy Z-transformace obou výběrových koeficient̊u korelace podle vzorc̊u Z = 1

2 ln 1+R12

1−R12

a Z∗ = 1
2 ln

1+R∗
12

1−R∗
12

, a nakonec stanov́ıme realizaci testové testistiky U0 = Z−Z∗√
1

n−3+
1

n∗−3

. Hranice kritického oboru

dopoč́ıtáme př́ıkazem qnorm(), p-hodnotu př́ıkazem pnorm().

71 nM <- length(humer.LTM) # 25

72 nF <- length(humer.LTF) # 24

73 r12M <- cor(humer.LTM , humer.HDLTM , method = ’pearson ’) # 0 ,8523391

74 r12F <- cor(humer.LTF , humer.HDLTF , method = ’pearson ’) # 0 ,4836377

75 zM <- 1 / 2 * log ((1 + r12M) / (1 - r12M)) # 1 ,264643

76 zF <- 1 / 2 * log ((1 + r12F) / (1 - r12F)) # 0 ,5277218

77 u0 <- (zM - zF) / sqrt(1 / (nM - 3) + 1 / (nF - 3)) # 2 ,415505

78 alpha <- 0.05

79 - qnorm(1 - alpha / 2) # -1,959964

80 qnorm(1 - alpha / 2) # 1 ,959964

81 p.hodnota <- 2 * min(pnorm(u0), 1 - pnorm(u0)) # 0 ,0157134

Realizace testové statistiky u0 = 2, 4155, kritický obor W = (−∞;−1, 9600〉 ∪ 〈1, 9600;∞). Protože u0 ∈ W , H0

zamı́táme na hladině významnosti α = 0, 05. Protože p-hodnota = 0, 0157 je menš́ı než α = 0, 05, H0 zamı́táme
na hladině významnosti α = 0, 05. Mezi koeficientem korelace délky pažńı kosti a pr̊uměru hlavice pažńı kosti
z levé strany u muž̊u a u žen z kmene Tigara existuje statisticky významný rozd́ıl. Mezi délkou pažńı kosti a
pr̊uměrem hlavice pažńı kosti z levé strany u muž̊u z kmene Tigara existuje vysoký stupeň př́ımé lineárńı závislosti
(r12 = 0, 8523), mezi délkou pažńı kosti a pr̊uměrem hlavice pažńı kosti z levé strany u žen z kmene Tigara existuje
mı́rný stupeň př́ımé lineárńı závislosti (r∗12 = 0, 4836). F

Př́ıklad 12.8. Neřešený př́ıklad
Načtěte datový soubor 19-more-samples-correlations-skull.txt obsahuj́ıćı údaje o výšce nosu (nose.H) a interorbitálńı
š́ı̌rce nosu (intorb.B) muž̊u bantuské, č́ınské, malajské, německé a peruánské populace. (a) Vykreslete dvourozměrný
tečkový diagram a okometricky zhodnot’te, zda mezi výškou nosu a interorbitálńı š́ı̌rkou nosu muž̊u malajské, resp.
č́ınské populace neexistuje jiný než lineárńı trend; (b) na hladině významnosti α = 0, 10 testujte hypotézu, že
koeficient korelace výšky a interorbitálńı š́ı̌rky nosu muž̊u malajské populace je větš́ı nebo rovný koeficientu korelace
výšky a interorbitálńı š́ı̌rky nosu muž̊u č́ınské populace. Testováńı proved’te (1) kritickým oborem; (2) p-hodnotou.
Mı́ru závislosti mezi oběma znaky u muž̊u č́ınské, resp. malajské populace kvantifikujte pomoćı vhodného koeficientu
korelace. Hodnoty obou koeficient̊u korelace řádně interpretujte.
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Obrázek 12.8: Dvourozměrný tečkový diagram výšky nosu a interorbitálńı š́ı̌rky nosu muž̊u malajské populace
(vlevo), resp. č́ınské populace (vpravo)
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Výsledky: (a) Dvourozměrný tečkový diagram pro muže malajské, resp. č́ınské populace viz obrázek 12.8 vlevo,
resp. vpravo; mezi oběma proměnnými neńı v ani jedné populaci patrný jiný než lineárńı trend; (b) Royston̊uv
test (malajská populace): p-hodnota = 0, 7360, α = 0, 10; data pocháźı z dvourozměrného normálńıho rozložeńı;
Royston̊uv test (č́ınská populace): p-hodnota = 0, 6342, α = 0, 10; data pocháźı z dvourozměrného normálńıho
rozložeńı; test o rozd́ılu dvou koeficient̊u korelace: u0 = −1, 1371, W = (−∞;−1, 2816〉; p-hodnota = 0, 1278,
α = 0, 10; H0 nezamı́táme na hladině významnosti α = 0, 10; výběrový koeficient korelace (malajská populace):
r12 = 0, 0862, velmi ńızký stupeň př́ımé lineárńı závislosti; výběrový koeficient korelace (č́ınská populace): r∗12 =
0, 3812, mı́rný stupeň př́ımé lineárńı závislosti.

F
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