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Mapováńı hodnotového toku

I Schéma receptury nebo výroby, jak jsme v p̌redešlém chápali
(procesy, zásobńıky, kanály).

I Ćılem bývá i zpětné porozuměńı prob́ıhaj́ıćı výrobě (nalezeńı
vazeb).

I Drobné odlǐsnosti v označeńı (trojúhelńıky pro zásobńıky),
daľśı symboly (brýle, aut́ıčko, blesk, . . . ).

I Naopak se moc něreš́ı obsazeńı proces̊u stroji a lidmi
(podobně jako u původńıho MRP).

I Je snaha doplnit k prvk̊um śıtě č́ıselné parametry.



Petriho śıtě

I Pǒrád v́ıceméně totéž (procesy, zásobńıky, kanály).

I Abstraktńı struktura, řeš́ı se otázky pr̊utoku śıt́ı.

I Položky (výrobky, stroje) reprezentuj́ı žetony (tokens).

I Proces (znázorněný jen jako čára) je odpálen (fired), pokud je
ve vstupńıch zásobńıćıch poťrebné množstv́ı žetonů (to se pro
hodnoty 6= 1 obvykle ṕı̌se ke kanál̊um = kapacita kanálu).

I Po odpáleńı procesu se odmažou použité žetony ze vstupńıch
zásobńık̊u a p̌riṕı̌sou nové do výstupńıch zásobńık̊u.

I U časovaných Petriho śıt́ı se definuje časová náročnost
procesu (tak jak to uvažujeme my). Na rozd́ıl od

”
obyčejných“

Petriho śıt́ı se něreš́ı tahy, ale celkový čas.

I Logiku śıtě lze upravovat zǎrazeńım booleovských zásobńık̊u.

Cvičeńı: Rozmyslete si modelováńı obvyklých situaćı Petriho śıt́ı,
zejména cyklus a ř́ızeńı tahem.



Př́ıklad odpáleńı procesu
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Relačńı implementace časované Petriho śıtě

I Tabulka proces̊u — parametrem časová náročnost.

I Tabulka zásobńık̊u — hodnota zásoby, p̌ŕıpadně omezeńı.

I Tabulka kanál̊u — index procesu, index zásobńıku, orientace,
kapacita (dávka).



Grafový model

I Hovǒrili jsme už možnosti interpretovat výrobńı śıt’ v jazyce
teorie graf̊u, kde nap̌r. zásobńık = vrchol, proces =
orientovaná hrana.

I Toto pojet́ı p̌restává fungovat u větvených proces̊u (v́ıce
vstupů nebo výstupů), ale zat́ım se ho ještě držme.

I Teorie graf̊u řeš́ı řadu kapacitńıch problémů — minimálńı
cesta, kritická cesta, maximálńı tok.

I Od graf̊u lze snadno p̌rej́ıt ke kategoríım, které p̌rináš́ı
možnost kompozice (agregace proces̊u) a s daľśı strukturou
vy̌reš́ı i pot́ıže s větvenými procesy.



Definice kategorie

I Kategorie sestává z objekt̊u (teček) a morfismů (šipek).

I Každá šipka spojuje dva objekty — sv̊uj domain a codomain.

I Je-li A objekt, existuje identický morfismus idA = 1A : A→ A.

I Jsou-li A,B,C objekty a f : A→ B, g : B → C morfismy,
existuje složený morfismus g ◦ f = gf = f ; g : A→ C (jen
r̊uzné typy značeńı).

I Skládáńı je asociativńı: f (gh) = (fg)h.

I Složeńı s identitou je očekávané: f idA = f = idB f .



Př́ıklady kategoríı

I Set — objekty = množiny, morfismy = zobrazeńı, skládáńı.

I Rel — objekty = množiny, morfismy = binárńı relace.

I Vect — objekty = vektorové prostory, morfismy = lineárńı
zobrazeńı.

I Kategorie, jej́ıž objekty jsou množiny, se nazývaj́ı konkrétńı.
(Lidé často zapoḿınaj́ı, že jsou i nekonkrétńı kategorie.)

I Každá tranzitivńı a reflexivńı relace ρ na množině A je
kategoríı. Objekty jsou prvky A, morfismy jsou prvky ρ.
Reflexivita zaruč́ı identity, tranzitivita skládáńı.

I Speciálně každá uspǒrádaná množina je kategoríı.

I Tyto kategorie jsou tzv. tenké — mezi dvěma objekty existuje
nejvýše jeden morfismus v každém směru. (Kategorie obecně
ḿıvaj́ı mezi objekty v́ıce morfismů.)

I Vyhýbáme se
”
filozofické diskuzi“, co má být ještě množina a

co už ťŕıda.



Využit́ı kategoríı
I Teorie kategoríı má ambice být základńı matematickou teoríı

jako alternativa k teorii množin.
I Nestuduje

”
vniťrek“ objekt̊u, ale jejich vněǰśı interakce

vyjáďrené morfismy. Nap̌r. podmnožinu lze definovat
vlastnostmi zobrazeńı vložeńı, aniž bychom mluvili o prvćıch.

I Konstrukce a způsob myšleńı je od
”
klasického“ docela

odlǐsný. Posměšný název
”
abstraktńı nesmysl“.

I Základy položeny v polovině 20. stolet́ı p̌ri studiu algebraické
topologie (S. Eilenberg, S. Mac Lane), praktické aplikace
p̌rǐsly mnohem později (funkcionálńı programováńı, kvantové
procesy, . . . ).

I Z teorie kategoríı využijeme v́ıc jazyk a základńı konstrukce
než hluboké výsledky.

I Hod́ı se k pohledu na procesy jako na černé sǩŕıňky.
I Doporučeńı pro začátečńıky: veškeré pojmy a konstrukce si

nejprve p̌redstavujte na uspǒrádané množině, pak v Set nebo
jiné pěkné kategorii, pak obecně.



Diagram

I Diagramem v kategorii (prozat́ım neformálně) rozuḿıme
schéma (i opakuj́ıćıch se) objekt̊u spojených morfismy z této
kategorie.

I Nap̌r. necht’ A = {1, 2, 3},B = {a, b}, f (1) = a, f (2) = a,
f (3) = b, g(1) = a, g(2) = b, g(3) = b. Pak

A
f→ B

g← A, A
f
→
→
g

B

jsou diagramy v Set.

I U diagramů často požadujeme komutativitu — pokud je mezi
dvěma objekty v́ıce cest, chceme, aby složeńım byl stejný
morfismus. (To je u tenkých kategoríı banálńı, jinde ne.)

I V p̌ŕıkladu je prvńı diagram komutativńı (neńı co kontrolovat),
druhý neńı (f 6= g).



Limita diagramu

I Snaž́ıme se doplnit diagram daľśım objektem spolu s morfismy
do všech objekt̊u diagramu, aby s diagramem komutovaly.

I Pokračováńı p̌ŕıkladů:

BA

AC

A B

D

I Limitou rozuḿıme univerzálńı řešeńı úlohy ve smyslu, že
všechna ostatńı řešeńı se p̌res limitu faktorizuj́ı (viz dolńı
závory a infimum v uspǒrádaných množinách).

C ′ C D

I V diagramech z p̌ŕıkladu dostáváme limity
C = {(1, 1), (2, 1), (3, 2), (3, 3)} spolu s projekcemi na A,
resp. D = {1, 3} spolu s vložeńım do A, morfismy do B se
v obou p̌ŕıpadech snadno dopoč́ıtaj́ı složeńım.



Obĺıbené diagramy a jejich limity

A B

ekvalizátor

A

B

součin

A

B

C

pullback

I Věta: Má-li kategorie všechny součiny a ekvalizátory, pak má
všechny limity.

I Princip duality: Otočeńım všech morfismů dostáváme opět
kategorii, tzv. duálńı kategorii. Pomoćı duálńı kategorie
snadno zavedeme duálńı pojem k limitě — kolimitu.

I Kolimity duálńı k ekvalizátoru, součinu a pullbacku se nazývaj́ı
koekvalizátor, součet (koprodukt) a pushout.

Cvičeńı: Rozmyslete si základńı typy limit a kolimit ve Vect.



Existence limit a kolimit

Věta: Má-li kategorie všechny součiny (i nekonečné) a
ekvalizátory, pak má všechny limity.

Důsledek: (z duality) Má-li kategorie všechny součty a
koekvalizátory, pak má všechny kolimity.

Limita se obvykle realizuje jako podstruktura součinu objekt̊u
diagramu, kolimita jako faktorstruktura sjednoceńı/součtu.



Funktor

I Funktor je analogie homomorfismu (v algeb̌re a jinde), tj.
strukturu zachovávaj́ıćı zobrazeńı. Nyńı jde o zobrazeńı mezi
kategoriemi.

I Přesněji, funktor F : K → L tvǒŕı dvojice zobrazeńı, z nichž
jedno p̌renáš́ı objekty a druhé morfismy. Ṕı̌seme nap̌r.
A 7→ FA, f 7→ Ff .

I Požadujeme:
I zachováńı domainů a codomainů: Je-li f : A→ B morfismus

v K, zobraźı se na morfismus Ff : FA→ FB v L.
I zachováńı identit: F idA = idFA.
I zachováńı skládáńı: F (gf ) = (Fg)(Ff ).

I Př́ıklady: Funktor mezi dvěma uspǒrádanými množinami je
právě izotonńı zobrazeńı. Vložeńı Set do Rel je funktor.
Zapomenut́ı struktury F : Vect→ Set je funktor.



Pǒrádná definice diagramu

I Diagram v kategorii K je funktor D : D → K.

I Zde D je
”
čisté strukturńı schéma“, jemuž D p̌riděluje

”
konkrétńı obsah“ z K.

I Ve výrobě může D odpov́ıdat
”
čisté receptǔre“, které

p̌riděĺıme funktorem D určitou procesńı realizaci.

I Tyto realizace jsou popsány kategoríı K, která by měla
zahrnovat veškeré možné stavy/zdroje (jako objekty) a
procesńı změny mezi nimi (jako morfismy).

I Konstrukce může p̌ripoḿınat ohodnoceńı nebo obarveńı grafu.
(K jsou

”
barvy“.)

I Rádi bychom všechny datové manipulace s tokem viděli jako
funktory.



Př́ıklad: faktorizace iterovaného procesu

”
Namotáńı“ iterovaného procesu do smyčky je funktoriálńı:

S

S

S

S

S

p

p

p

p

S p

Obě situace jsou diagramy odkazuj́ıćı na S , p a lze je komutativně
propojit morfismy (zde dokonce identitami). Konstrukce odpov́ıdá
tzv. p̌rirozené transformaci (možná později).



Feynmanovy diagramy v částicové fyzice

ν̄e

W–

e–
udu

udd
n

pt



Feynmanovy diagramy, komentá̌re

I F. d. vyjaďruj́ı interakce elementárńıch částic.

I Pohyb částice je reprezentován orientovanou čarou
v časoprostoru.

I Antičástice se pohybuj́ı proti směru času
(Feynmanova–Stückelbergova interpretace).

I Vznik nových částic spojeńım nebo jejich rozpad odpov́ıdá
interakci zdroj̊u v procesu.

I Na pohyb každé částice můžeme nahĺıžet jako na proces. F. d.
je daľśı možnost́ı, jak znázornit tok.

I V kvantové fyzice docháźı k provázáńı stav̊u (entanglement),
kdy částice sd́ıĺı stav i po odloučeńı (nelokalita). To je silně
neinuitivńı vlastnost, vede k r̊uzným

”
paradox̊um“ a

revolučńım technikám (kvantová teleportace, algoritmy,
šifrováńı).



Tenzorový součin

I Stavy v kvantové mechnice jsou popsány jako jisté vektory
komplexńıch vektorových prostor̊u.

I Provázáńı si vynucuje konstrukci prostor̊u složených stav̊u
pomoćı tenzorového součinu.

I Tenzorový součin je něco jiného než kartézský součin.
Dimenze činitel̊u se násob́ı.

I Vlastnosti tenzorového součinu lze formalizovat i kategoriálně.
Výsledkem (pro rozumné požadavky) jsou tzv. monoidálńı
kategorie.

I Přesným popisem se nebudeme zdržovat, tenzorový součin
využijeme jen jako

”
jazykový prosťredek“ pro sdružováńı

zdroj̊u a paralelńıch proces̊u.

I Tenzorový součin se zavád́ı pro objekty i morfismy.



Co tenzorový součin uḿı

I Sdružeńı zdroj̊u u větveného procesu:

S3

S2

S1

p

S5

S4

S1 ⊗ S2 ⊗ S3 p S4 ⊗ S5

I Skládáńı paralelńıch proces̊u:

S2

S1 p1

p2 S4

S3
S1 ⊗ S2 p1 ⊗ p2 S3 ⊗ S4



Poznámky k tenzorovému součinu

I Tenzorový součin budeme využ́ıvat naivně, tj. jako symbol pro
paralelńı skládáńı.

I Pro náš model požadujeme vlastnosti, aby
”
fungoval jako

lego“:
I kostky na sobě = normálńı skládáńı,
I kostky vedle sebe = tenzor.

I Plat́ı nap̌r. pravidlo výměny (interchange rule):

(gf )⊗ (kh) = (g ⊗ k)(f ⊗ h)

I V monoidálńı kategorii existuje tenzorová jednotka 1 (a kv̊uli
ńı se tak jmenuje) s řadou vlastnost́ı, zejména 1⊗ A ∼= A.

I V toku by se jednalo o formálńı
”
zdroj bez účinku“.

I Řada očekávaných vlastnost́ı neplat́ı jako rovnost, ale jen ve
formě izomorfismu.



Př́ıklad

Cvičeńı: Zapǐste složený proces jako výraz:

a

b

c

d



Iterovaný a dávkový proces

I Iterovaný proces je (z pohledu stroje) sériovým složeńım n
kopíı procesu:

p . . . p = pn

I Dávkový proces je paralelńım složeńım proces̊u (často
stejných, nikoli však nutně — viz lakovna):

p ⊗ · · · ⊗ p = p⊗n

I Dávkový proces naplňuje podstatu provázaných stav̊u —
všechny činitele provád́ıme souběžně, nejde o pouhé
sjednoceńı paralelńıch proces̊u.

I Rozlǐsujeme nezávislou paralelnost, kde procesy mohou běžet
úplně odděleně a s r̊uznými parametry.



Involuce

I V monoidálńıch kategoríıch je občas k dispozici unárńı
operaceinvoluce †, která definuje pro každý morfismus
f : A→ B k němu sdružený f † : B → A a splňuje:

I id†
A = idA

I f †† = f ,
I (gf )† = f †g†.

I Př́ıklady: (1) hermitovský operátor M∗ = M
T

ve Vect,
(2) inverzńı relace ρ−1 v Rel.

I V částicové fyzice involuce odpov́ıdá p̌rǐrazeńı antičástice k
dané částici (a naopak).

I V zaj́ımavých aplikaćıch involuce nesplývá s inverźı (ta má
silněǰśı vlastnosti).



Obráceńı Feynmanova–Stückelbergovy interpretace

I V částicové fyzice se antičástice tradičně chápou jako
”
duálńı“

k částićım.

I Feynmanova–Stückelbergovy interpretace ř́ıká, že antičástice
jsou vlastně částice pohybuj́ıćı se proti směru času.

I Při zrodu páru částice–antičástice nebo p̌ri jeho anihilaci tak
docháźı k

”
odrazu v čase“.

I My pro poťreby modelováńı toku p̌ripoušt́ıme obrácenou
myšlenku: Mı́sto p̌redstavy výstupů zásobńıku budeme
p̌redpokládat, že má pouze vstupy, z nichž některé ho plńı
zápornými výrobky:

p q

p

q†



Důsledky zavedeńı involuce

I Výrobńı śıt’ si lze úplně p̌reskládat a vytvǒrit samostatnou
vrstvu proces̊u a samostatnou vrstvu zásobńık̊u.

I Pro každou vrstvu si následně můžeme zvolit nejvhodněǰśı
organizaci (rozpadové struktury).

I Záporný p̌ŕıspěvek (odběr) je spolu s dávkou parametrem
kanálu. Involuce by se tedy měla týkat sṕı̌s kanál̊u a ne
proces̊u. Neměli bychom tedy za morfismy brát raději kanály?



Daľśı poznámky ke kvantovým principům

I Kvantové protokoly se mohou zapisovat v jazyce monoidálńıch
kategoríı s involućı (konkrétně tzv. dagger compact
categories).

I Teorie pak popisuje, které situace jsou ekvivalentńı (tj. lǐśı se
jen způsobem zápisu, ne svoj́ı funkćı).

I O kvantové informaci je známo, že ji nelze:
I duplikovat/koṕırovat,
I mazat.

I Vlastnosti kvantové informace se tak velmi podobaj́ı
vlastnostem hmoty (zákony zachováńı).

I U kvantových protokol̊u se hodně řeš́ı transformace mezi
klasickou a kvantovou informaćı.

I To je dobrá analogie s výrobńım tokem, kde také současně
působ́ı hmotný tok i informačńı tok.



Přirozená transformace

I Necht’ F ,G : K → L jsou funktory. Přirozenou tranformaćı
φ : F ⇒ G nazýváme systém morfismů φA : FA→ GA pro
každý objekt A kategorie K, které komutuj́ı ve smyslu
Gf ◦ φA = φB ◦ Ff pro každý morfismus f : A→ B v K.

I Otcové zakladatelé pokládali až p̌r. tr. za prvńı zaj́ımavý
pojem v teorie kategoríı.

I Př. tr. si můžeme p̌redstavovat jako
”
žeb̌ŕık morfismů“

v kategorii L mezi obrazy kategorie K ve funktorech F ,G .

I Př́ıklad: Vložeńı vektorového prostoru do svého druhého duálu.

I Lepš́ı definice limity: Tzv. terminálńı objekt mezi p̌rirozenými
transformacemi φ : KC → D, kde KC je konstantńı funktor
(na jeden objekt C a jeho identitu).

I Složitěǰśı (ale užitečný) p̌ŕıklad: Necht’ C je pevná množina a
F p̌rǐrazuje každé A množinu AC × C . Pak evaluace
evA : AC × C → A daná (f , c) 7→ f (c) tvǒŕı p̌rirozenou
transformaci ev : F ⇒ Id v Set.



Skládáńı funktor̊u a p̌rirozených transformaćı

I Jsou-li F : K → L,G : L →M funktory, definujeme složený
funktor G ◦ F očekávaným způsobem.

I Jsou-li φ : F ⇒ G , ψ : G ⇒ H p̌rirozené transformace, složené
morfismy ψA ◦ φA vytvá̌ŕı složenou p̌rirozenou transformaci
ψ ◦ φ : F ⇒ H.

I Popsanému skládáńı p̌rirozených transformaćı se někdy ř́ıká
vertikálńı. Vedle něj lze definovat i horizontálńı skládáńı pro
transformace φ : F ⇒ G , ψ : H ⇒ N, kde F ,G : K → L,
H,N : L →M, jako ψ ∗ φ : H ◦ F ⇒ N ◦ G ,
(ψ ∗ φ)A = ψGA ◦ HφA = NφA ◦ ψFA.

I Vertikálńı a horizontálńı skládáńı se k sobě maj́ı velmi podobně
jako sériové a paralelńı skládáńı proces̊u či normálńı skládáńı a
tenzor v monoidálńıch kategoríıch (nap̌r. pravidlo výměny).



Kategorie funktor̊u

I Pro dvě kategorie K,L definujeme kategorii funktor̊u LK, kde
objekty jsou funktory K → L a morfismy p̌rirozené
transformace mezi nimi.

I Mohou nás zaj́ımat kategorie diagramů KD pro speciálńı
p̌ŕıpady:

I D = {• •}: Na p̌r. tr. nejsou zvláštńı požadavky, lze
ztotožnit s K2.

I D = {• → •}: Zaj́ımavěǰśı, objekty KD jsou morfismy v K,
morfismy KD jsou kompatibilńı dvojice morfismů z K.

I atd.

I Kategorie funktor̊u vypadaj́ı velmi slibně pro abstraktńı popis
toku.

Cvičeńı: Rozmyslete si druhý p̌ŕıpad, pokud K je uspǒrádaná
množina.



2-kategorie

I Př́ıjemné vlastnosti p̌rirozených transformaćı lze abstrahovat
pojmem 2-kategorie.

I 2-kategorie je (kromě základńı struktury kategorie) vybavena
2-morfismy, což jsou

”
morfismy mezi morfismy“, znač́ıme

f ⇒ g .

I Vlastnosti 2-morfismů a vztah k morfismům je popsán řadou
axiomů (vynecháváme).

I Př́ıklad: Morfismy v K{•→•} jsou právě 2-morfismy (mj.
vysvětluje se tak označeńı f ⇒ g).

I Př́ıklad: Necht’ f , g jsou dvě cesty prostoročasem od jedné
události k jiné, p̌ričemž f označuje složeńı

”
nejďŕıv čekám,

pak vyráb́ım“ a g
”
nejďŕıv vyráb́ım, pak čekám“. Pak f lze

prohlásit za pomaleǰśı plán než g a vzniklé uspǒrádáńı f ≤ g
chápat jako 2-morpfismus f ⇒ g .

I V úvaze lze pokračovat až do n-kategoríı.



Obohacené kategorie

I Množina morfismů mezi dvěma objekty A,B se znač́ı
Hom(A,B).

I Je-li f : B → C morfismus, pak pro každé g : A→ B máme
f ◦ g : A→ C . To indukuje zobrazeńı mezi

”
Homy“, které

logicky označ́ıme Hom(A, f ) : Hom(A,B)→ Hom(A,C ).

I Hom(A,−) : K → Set je tedy funktor.

I Množiny Hom(A,B) mohou ḿıt daľśı strukturu a zobrazeńı
Hom(A, f ) ji respektovat. Stávaj́ı se tak objekty a morfismy

”
lepš́ı kategorie“ než jen Set. Pokud pro každý A máme

Hom(A,−) : K → L, pak o kategii K ř́ıkáme, že je obohacená
nad L.

I Mnohé kategorie jsou obohacené samy nad sebou — Vect,
Ab (abelovské grupy), Sup (úplné polosvazy), atd.

I Pro nás je zaj́ımavá otázka, zda množinu proces̊u mezi dvěma
zdroji lze považovat za zdroj.

”
Metaprocesy“ pak jsou

manipulace s plány.



Uzav̌rené kategorie

I Kategorie uzav̌rené nad sebou a splňuj́ıćı daľśı p̌rirozené
axiomy se nazývaj́ı uzav̌rené.

I Zvláštńı postaveńı maj́ı
I kartézsky uzav̌rené kategorie, kde Hom

”
se doplňuje“ se

součinem a
I monoidálně uzav̌rené kategorie, kde plat́ı podobné pro tenzor.

I Náznak podstaty: Je jedno, zda si dva vstupy si
součinem/tenzorem nejprve slouč́ıme do jednoho, nebo zda je
dosazujeme postupně:

Hom(A⊗ B,C ) ∼= Hom(A,Hom(B,C ))

I Uplatňuje se evaluačńı morfismus — jedńım ze vstupů je
struktura vyš̌śıho řádu, daľśı vstup ji specifikuje.

I Př́ıklad: Vstupem programovatelného stroje je program a
data. Můžeme nejprve vložit jen program, č́ımž se ze stroje
stane jednoúčelové zǎŕızeńı. To pak zpracuje data.



Př́ıklad na
”
sč́ıtaćı krabičky“

5

3

.+ .

×
(5,3)

ev

5 + 3

5

3

.+ .

ev

.+ 3

ev

5 + 3



Závěry ke kategoríım

I Jazyk teorie kategoríı nab́ıźı mnoho možných popis̊u toku,
výběr neńı snadný.

I Naše hlavńı požadavky: horizontálńı a vertikálńı skládáńı
proces̊u, agregace zdroj̊u.

I Bonusy: involuce, metaprocesy.

I Model je stále ve vývoji.


