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Uplny metricky prostor

Definice

Metricky prostor (P, ) se nazyva uplny, jestlize v ném kazdéa cauchyov-
sk posloupnost ma limitu, tj. kazda cauchyovské posloupnost je kon-
vergentni.

Véta

Necht (P, g) je uplnyg metricky prostor a A C P je uzaviend mnoZina.
Pak A s metrikou, kterd je indukovand metrikou o, je uplny metricky
prostor.
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Kompaktni prostor a mnozina

Definice

Metricky prostor (P, o) se nazyva kompaktni, jestlize z kazdé posloup-
nosti jeho bodi 1ze vybrat konvergentni podposloupnost. Mnozina

A C P se nazyva kompaktni, jestlize A s metrikou indukovanou met-
rikou p je kompaktni prostor, tj. z kazdé posloupnosti bodi mnoziny A
lze vybrat podposloupnost majici v A limitu.

Véta
Je-li metricky prostor (P, o) kompaktni, pak je uplny.

Véta
i) Necht A je kompaktni mnoZina v metrickém prostoru (P, 0). Pak A
je uzaviend a ohranicend.
i1) Necht A je podmnozina v E™. MnoZina A je kompaktni, prave kdyz
je uzavrend a ohranicend.
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Spojita zobrazeni

Definice

Necht (P, 0), (Q,0) jsou metrické prostory, F' je zobrazeni z P do
Q. Rekneme, Ze toto zobrazeni je spojité v bodé xg, jestlize ke kaz-
dému okoli V' bodu F(z¢) v Q existuje okoli U bodu zg v P takové,
ze F(z) € V pro kazdé x € U. Rekneme, ze F je spojité na P, je-li
spojité v kazdém bodé P.

Véta

Necht (P, 0), (Q,0) jsou metrické prostory. Zobrazeni F: P — Q je
spojité v bodé xg € P, prdvé tehdy kdyz pro kaZdou posloupmnost bodi v
P, pro niZ &, = xg, plati F(x,) 2 F(xo).

Véta
Necht (P, 0), (Q,0) jsou metrické prostory a F: P — Q je spojité a
A C P je kompaktni. Pak F(A) je kompaktni v Q.

v
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Kontrakce

Definice

Necht (P, 9), (Q,0) jsou metrické prostory, F': P — Q. Rekneme, Ze
zobrazeni F je lipschitzovské, jestlize existuje nezaporna reélné kon-
stanta L takova, ze

o (F(z), F(y)) < Lo(z,y) pro kazdéz,y € P.

Je-li L < 1, pak fikame, ze F' je kontrakce.

Véta
Necht (P, 0), (Q,0) jsou metrické prostory, F: P — Q je lipschitzovské
zobrazeni. Pak F je spojité.

Petr Liska (Masarykova univerzita) Banachova véta 04.10.2024 5/6



Pevny bod a Banachova véta

Definice

Necht F': P — P je zobrazeni. Bod zg € P se nazyva peuny bod zobra-
zeni F', jestlize plati

F(:L‘o) = X0 -

Véta

Necht (P, o) je uplng metricky prostor a F': P — P je kontrakce. Pak
existuje prave jeden pevny bod zobrazeni F
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