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Ponziho schéma

Predpokladejme, Ze mame na zacatku 10 investort, pricemz kazdy vlozi
do fondu 100000 K¢ a je mu slibena 20 % navratnost investice kazdy
mésic. Z vlozeného milionu tak vyplatime kazdému investorovi 20 000
K¢ a zbylych 800000 K¢ si nechdme. Ozna¢me y pocet investori, které
potfebujeme, abychom mohli investory nadale vyplacet a pfitom si po-
kazdé nechat ¢astku 800 000 K.

Reseni: Budeme-li ¢astky uvazovat v tisicich, pak mame

dy
= 100 -2
prijem ar
vydej = 20y + 800.
dy
100 == = 20y + 800.
dt y+
dy
2 =0,2y + 8.
i 2y +
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Logisticky rust
Predpokladejme, Ze rychlost ristu néjaké populace je primo tmérné
jejl velikosti. Je-li ¢t ¢as a P je pocet jedinci v populaci v ¢ase t, dosta-
neme pro rychlost rustu populace

dP

— = kP k > 0.

dt ’
Mnoho populaci se za¢ne rozristat exponenciélné, ale jakmile se pocet
jedincu priblizi nosné kapacité K prostiedi rist se zpomali, piipadné
velikost populace zacne klesat, pokud jeji velikost tuto hodnotu pre-
kro¢i. Pro tento model mame tedy nésledujici predpoklady:

[s¥id
dt . . .
svoji velikosti,

~ kP pro mala P, tj. ze zacatku populace roste primo amérné

%—Itj < 0, jestlize P > K, tj. velikost populace se zmensuje, jestlize
pocet jedincu presahne kapacitu prostredi.

Resent:

dP P
w - (1-%)

dt
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Obycejné diferencialni rovnice prvniho radu
Definice

Necht je dana oteviena souvisla podmnozina G C R?, f: G — R, pak
oby¢ejnou diferencidlng rovnici pruniho #ddu nazveme rovnici ve tvaru

y = f(z,y). (1)

Resenim rovnice (1) rozumime kazdou funkei ¢, ktera je diferencova-
telné na néjakém otevieném intervalu I, a pro kterou plati

y = f(z,po(x)), kdezel.

Je-li [wg, 0] € G C R? a ¢ je fegenim (1). Pak tlohu najit fegeni této
rovnice, pro které plati p(xg) = yo, nazveme pocdatecni ilohou a bod
[0, Yo] pocdtecni podminkou. Obecnym Tesenim rovnice je pak funkce ¢
zavisla na jednom parametru c, jehoz urcitou volbou obdrzime vSechna
feSeni zadané rovnice. Partikuldrnim reSenim y, rozumime jedno kon-
krétni reseni, které ziskdme konkrétni volbou parametru c.
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Rovnice se separovatelnymi proménnymi

y' = f(x) - g(y), fgec)
f{eéeni:
Y = @) 9lw)
dy

—— = f(z)dx ! konstantni feseni g(y) =0

/%:/f(m)dx
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Linearni diferencialni rovnice

y' +p(z)y = q(z), p,q e C(I)

Rovnici vynasobime tzv. integracni faktorem
of p@)dz
¢imZz dostaneme
Yl PO 4 p(g)yel P T — g(g)el Pir)dr,

ale v8imneme si, Ze

a odtud uZ snadno

y = o= i) do ( / o(x)ef P@) o dz) '
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Linearni rovnice

Y +p(z)y = q(z)

Je-li g(x) = 0 mluvime o homogenni linearni diferencialni rovnici.
Zavedeme tzv. operdtorovou symboliku

Lly|(z) = y'(z) + p(z)y .

Operéator L je linearni, tj.

Liciy1 + cay2) = c1L[y1] + c2L[yo] .

pro libovolné c1, c2 € R a y1, y2 € Cl(a,b).
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Princip superpozice

Véta
Necht
Y1 je Fesenim rovnice y' + p(x)y = q1(z)
Yo je Fesenim rovnice y' + p(x)y = q2(z).
Pak funkce

Y = C1Y1 + C2Y2

je resenim rovnice

Y +p(@)y = c1q1(x) + c2q2()

pro libovolné cq,co € R.
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Disledky

1. Je-li funkce gy feSenim HLDR, tak i cyp, ¢ € R je feSenim.
2. Je-li funkce y, feSeni LDR a g je feSeni pifslusné HLDR, pak
funkce y = yo + yp je feSeni LDR.

3. Jsou-li funkce yi, yo dvé riuzna feseni LDR, pak y = c(y1 — y2) je
obecné Teseni prislusné HLDR.

Véta
Je-li yp libovolné partikuldrni feseni LDR a yo obecné fesent prislusné
HLDR, pak funkce

Y=Y + Yp

je obecngm FeSenim LDR.

Petr Liska (Masarykova univerzita) Co jesté s derivaci? 08.11.2024 9 /13



y' = f(z,y),
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Geometricky vyznam

atecni

%y (1 — ﬁy) a YeSeni pro rtzné poca
podminky

Smérové pole rovnice 3/

10 / 13

<
I
=}
&
—
—
©
S



Eulerova metoda

y = flz,y),  ylxo) =wo

y(xo) = Yo
y1 =% + h- f(xo0,y0)
yo=wy1+h- f(x1,1)

Yn+l = Yn + h - f(xn,yn)

Petr Liska (Mas >va univerzita) Co jesté s derivaci?



Vylepsena Eulerova metoda

Y =f(z,y),  ylxo)=wo

Ynt+1l = Yn + g [f(xnayn) + f ($n + h, Yy, + hf(xnayn))]

Petr Liska (Mas >va univerzita) Co jesté s derivaci?



Runge-Kutta (druhého fadu)

/

Yy =f(x,y), 'y(.’L'()) = Yo

2 [df
Yn+1l = Yn + h - f(mm yn) + ? <a)xmyn

1 1
Yn+1 = Yn + h - f(xn + §h7yn + ghf(xnayn))
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