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¢isla. Neni se ¢emu divit, vzdyt v mnoha praktickych tlohédch, ve-
doucich k rovnicim, nemusi mit necelociselna feseni rozumnou inter-
pretaci. (Jde napiiklad o dlohu, jak pomoci pétilitrové a sedmilitrové
nadoby odmeérit do treti nddoby osm litru vody, ktera vede na rovnici
5x + 7y = 8.) Na Diofantovu pocest se rovnice, ve kterych hleddme jen
celocCiselnd teseni, nazyvaji diofantické.

Pro teSeni téchto rovnic bohuzel neexistuje zadna univerzalni me-
toda. Dokonce neexistuje ani metoda (jinymi slovy algoritmus), kterd
by uréila, jestli ma obecna polynomialni diofanticka rovnice feseni. Tato
otazka je znama pod nazvem 10. Hilbertuv problém a diukaz neexistence
algoritmu podal IOpuit Maruscesna (Yuri Matiasevi¢) v roce 1970 (viz
elementarné psany text [1]).

Presto vsak uvedeme nékolik nejobvyklejsich metod, které v radé
konkrétnich pripadu povedou k vysledku.

6.1. Linearni diofantické rovnice.

a1r1 + agxy + - -+ + apxy, = b, (30)
kde z1, ..., x, jsounezndmé, ay, ..., a,, b dana cela ¢isla. Budeme predpokladat,
ze a; # 0 pro kazdé i = 1,...,n (je-li a; = 0, pak neznama z; z rov-

nice ,,zmizi). K fesen{ téchto rovnic je mozné uzit kongruenci. Nejprve
si vSimnéme, kdy maé rovnice (30]) feseni. Jestlize ¢islo b neni délitelné

¢islem d = (aq, . .., a,), nemuze mit (30)) zadné teseni, protoze pro libo-
volnd celd ¢isla x1, ..., x, je levé strana (30| délitelnd cislem d. Jestlize

naopak d | b, muzeme celou rovnici vydeélit ¢islem d. Dostaneme
tak ekvivalentni rovnici

ajry + ayxo + -+ apx, =V,
kde a; = a;/d proi=1,...,n a b =b/d. Ptitom plati
d-(ay,...,a) = (ddy,...,da) = (a,...,a,) =d,
/!

a tedy (a},...,al) = 1. V néasledujici vété ukazeme, ze takova rovnice
méa vzdy feSeni, a proto nase uvahy muzeme shrnout takto: rovnice
(30) mé celociselné feseni, pravé kdyz cislo b je délitelné nejvétsim
spolecnym délitelem cisel aq,as, ..., a,.

VETA 39. Necht n > 2. Rovnice
ar1Ty + agxs + -+ + anz, = b, (31)

kde ay,asg, . .., an,b jsou celd ¢isla takovd, Ze (ay,...,a,) =1, md vidy
celociselné reseni. Vsechna celociselnd reseni této rovnice je mozné po-
psat pomoci n — 1 celoc¢iselnych parametri.

DUKAZ. Provedeme indukci vzhledem k poétu n nezndmych x;
v rovnici (31)).

Je vyhodné formélné zacit s ptipadem n = 1, kdy podminka (a;) =
1 znamend, Ze a; = +1. Tehdy rovnice mé tvar bud z, = b,
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nebo —x; = b, a tedy jediné tesSeni, které ziejmé nezavisi na zadném
parametru, coz odpovida tomu, ze n — 1 = 0.

Predpokladejme, ze n > 2 a ze véta plati pro rovnice o n — 1
neznamych; dokazeme ji pro rovnici o n neznadmych. Oznac¢me
d = (ay,...,a,_1). Pak libovolné feseni x4, ..., x, rovnice trividlne
splnuje kongruenci

a1y + agxe + -+ apxr, =b  (mod d).
Vzhledem k tomu, Ze d je spolec¢ny délitel ¢isel aq,...,a,_1, je tato
kongruence tvaru

ant, =b (mod d).
Protoze plati, ze (d,a,) = (a1,...,a,_1,a,) = 1, md podle véty 21] tato
kongruence teseni
r, =c¢ (mod d),

kde ¢ je vhodné celé cislo, neboli x,, = c+d - t, kde t € Z je libovolné.
Dosazenim do a upravou dostaneme

axy+ -+ A1 Typ_1 = b —a,c— a,dt.
Protoze a,c = b (mod d), je ¢islo (b — a,c)/d celé a posledni rovnici
muzeme vydeélit ¢islem d. Dostaneme pak rovnici

CLlll’l -+ aln_lxn—l = b,7
kde a; =a;/dproi=1,...,n—1abt = ((b— ayc)/d) — a,t. Protoze
(a},...,a,_y) =(dd),... ,da,,_y) 2= (ar,...,ap1) %=1,

podle indukéniho predpokladu mé tato rovnice pro libovolné t € Z
feSeni popsatelné pomoci n — 2 celoc¢iselnych parametru. Pridame-li
k tomuto feSeni podminku x,, = ¢ + dt, dostaneme feSeni rovnice

popsané pomoci n — 2 puvodnich parametru a nového parametru t.
Dukaz indukeci je hotov. O

Metodu z ditkazu véty 9] pouzijeme na feseni nasledujicich diofan-
tickych rovnic, v nichz z duvodu prehlednosti zapisu budeme neznamé
znacit x,y, z,... misto x1,x9, T3, . ...

PRIKLAD. 5z + Ty = 8.
RESEN{. Libovolné feseni této rovnice musi spliiovat kongruenci
S5r+ 7y =8 (mod 5),

tedy 2y = —2 (mod 5)), odkud y = —1 (mod 5)), tj. y = —1 + 5t pro
t € Z. Dosazenim do dané rovnice dostaneme

br+7(—1+45t) =8,
odkud vypocitdme x = 3 — 7t. Resenim nasf rovnice je tedy
r=3—-"Tt, y=-—1+D5t,

kde t je libovolné celé ¢islo. U
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PRIKLAD. 91x — 28y = 35.
RESENI. Protoze (91,28) = 7 a 7 | 35, m4 rovnice celo¢iselné fesen.
Vydélme ji sedmi:
13z — 4y = 5.
Libovolné teseni této rovnice musi spliiovat kongruenci
13z —4y =5 (mod 13),

tj. —4y = —8 (mod 13), odkud y = 2 (mod 13) a y = 2 + 13t pro
t € Z. Dosazenim
13z — 4(2 + 13t) = 5,

odkud vypocteme x = 14-4t. Resenim je tedy = = 14-4t, y = 2413t kde
t je libovolné celé ¢islo. Tentyz vysledek bychom samoziejmé dostali,
i kdybychom uvazovali kongruenci podle modulu 4 misto 13. Protoze
fesit kongruenci podle mensiho modulu byva snadnéjsi, je vhodné na
to pamatovat a usporadat si vypocet tak, aby nebylo nutné pracovat
s kongruencemi podle velkych modulu. O

PRIKLAD. 18z + 20y + 15z = 1.

RESENI. Protoze (18,20,15) = 1, ma rovnice celociselné feseni.
Libovolné teseni musi spliovat kongruenci (za modul volime nejveétsi
spolecny délitel cisel 18, 20)

182 +20y + 152 =1 (mod 2),
tedy z =1 (mod 2), odkud z = 1+ 2s, kde s € Z. Dosazenim
18z + 20y + 15(1 4+ 2s) =1
odkud po vydéleni dvéma a tupravé dostaneme rovnici,
9 + 10y = —7 — 15s

kterou budeme ftesit pro libovolné s € Z. Je-li tato rovnice splnéna,
musi platit

92z + 10y = —7—15s  (mod 9),
odkud y = 24-3s (mod 9), a proto y = 24+3s+9¢, kde t € Z. Dosazenim
9z 4+ 10(2 + 35+ 9t) = =7 — 15s,
odkud po tpravé = —3 — 5s — 10t. Reseni dané rovnice jsou tedy
trojice
r=—-3—5s—10¢t

y=2+3s+9
z=1412s
kde s,t jsou libovolna cela ¢isla. O

PRIKLAD. 152 — 12y + 48z — 51u = 1.

RESENI. Protoze (15,12,48,51) = 3 nenf délitel ¢fsla 1, nemé rov-
nice celociselné reseni. O



71

6.2. Diofantické rovnice linearni vzhledem k nékteré neznamé.
Jde o rovnice, které muzeme upravit do tvaru

mx, = F(xy,...,2,-1), (32)
kde m je ptirozené ¢islo a F(xq,...,x,_1) mnohoclen s celo¢iselnymi
koeficienty. Je zfejmé, ze ma-li byt xq, xs, ..., z, celoc¢iselnym fesenim
rovnice , musi platit
F(zy,...,2,-1) =0 (mod m). (33)
Naopak, je-li z1, . . ., z,,_1 FeSeni kongruence (33)), pak pro z, = F(z1,...,Tn_1)/m
dostaneme celoc¢iselné feseni x4,...,x,_1,x, roviice . Proto pro

feSeni rovnice postaci vyftesit kongruenci . V pripadé n = 2,
tj. v pripadé, kdy je mnohoé¢len F'(x;) mnoho¢lenem jedné proménné,
jde o tlohu, kterou jsme se zabyvali v ¢éasti [l Piipad n > 2 je vsak
mozné tesit zcela analogicky pomoci néasledujici véty.

VETA 40. Pro libovolny mnohoélen F(x1,...,xs) s celociselngmi
koeficienty, prirozené ¢islo m a celd ¢isla aq, ..., as, by, ..., bs takovd,
Ze a7 = by (modm), ..., as = by (mod m), plati F(ay,..., a5) =
F(by,...,bs) (mod m).

DUKAZ. Snadny. U

Pro nalezeni vSech teseni kongruence tedy postaci dosazovat do
mnoho¢lenu F'(zq,...,x, 1) zaxy,...,x, 1 nezavisle na sobé postupné
¢isla 0,1,2,...,m — 1 (tj. celkem m"~-krat). A pravé tehdy, kdyz pro
¢isla aq,...,a,_1 je splnéna podminka F(ay,...,a,—1) = (mod m),

dostavame feseni kongruence (33)) ve tvaru
Ty =ar+mly, ..., Tp1 = Ap1 + Miy_1,

kde tq,...,t,_1 mohou nabyvat libovolnych celo¢iselnych hodnot. Tak
dostaneme i feSeni rovnice :

T =ai+ mtl,

Tp-1 = Qp_1 +Mlty_1,
T, = —F(ap +mty, ... a1 +mt,_1).
m

PRIKLAD. Reste diofantickou rovnici 722 + 5y + 13 = 0.

RESENI. Rovnici upravime na tvar 5y = —722 — 13 a budeme Fesit
kongruenci
—72° —13=0 (mod 5),
tj. 322 = 3 (mod 5), odkud 22 = 1 (mod 5). Dosadime-li za x ¢isla 0,
1, 2, 3, 4, zjistime, ze kongruence je splnéna pro ésla 1 a 4. Resenim
této kongruence jsou tedy podle 4.11 praveé cisla

r=1+5t nebo r =44 5t,



72

kde t € Z. Dosazenim dostaneme v prvnim piipadé
5y = —7(1 +5t)* =13 = -7 — 70t — 175¢* — 13
a tedy
y = —4 — 14t — 35t
ve druhém pripadé
Sy = —7(4 +5t)* — 13 = —112 — 280t — 175t* — 13,

a proto

y = —25 — 56t — 35¢2.
Resenim dané rovnice jsou tedy praveé vsechny dvojice ¢isel z,y tvaru
r =145ty = —4—14t—35t> nebo x =4+5t,y = —25—56t— 352,
kde t je libovolné celé ¢islo. O

PRIKLAD. Reste diofantickou rovnici x(z + 3) = 4y — 1.

RESEN{. Rovnici upravime na tvar 4y = 22 + 3z + 1 a budeme Fesit
kongruenci
2 +32+1=0 (mod 4).
Dosazenim ¢isel 0, 1, 2, 3 zjistime, Ze kongruenci nesplinuje zadné z nich,
a tedy tato kongruence nema feseni. Resenf proto nems ani dand rov-
nice. U

PRIKLAD. Reste diofantickou rovnici 22 4+ 422 + 6z + 7y 4+ 82 = 1.
RESENI. Rovnici upravime na tvar
Ty=—a?—6x—42> —82+1
a doplnime na ¢tverce
Ty =—(z+3)? — (22 +2)* + 14.
Proto budeme tesit kongruenci
(x+3)°+(2:+2)>=0 (mod7) (34)

Nyni bychom mohli za uspofadanou dvojici (x;z) postupné dosazo-
vat usporadané dvojice (0;0), (0;1), ..., (0;6), (1;0), (1;1), ..., (6;5),
(6;6) a spocitat pro vsech 49 hodnot vyraz stojici na levé strané kongru-
ence . Vyhodnéjsi ale bude vyuzit tvaru kongruence a odvolat
se na tvrzeni 3.1, odkud pro p =7, a =z + 3, b = 2z + 2 dostaneme,

ze 7 kongruence plyne
r+3=2242=0 (mod7),

a tedy vSechna feseni kongruence jsou tvaru
r=—-34+Tt, z=—147s,

kde t, s jsou cela ¢isla. Dosazenim do rovnice dostaneme

Ty = —(x+3)% — (22 +2)2 + 14 = —49¢ — 19652 + 14,
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odkud
y = —Tt* — 285% 4 2.
Resenfm dané rovnice jsou tedy prave viechny trojice éisel x, v, z tvaru
r=-3+Tt y=-Tt*—28s°+2, z=—1+7Ts,
kde s, t jsou libovolna celd cisla. U

6.3. Rovnice jiného tvaru. Metodu, kterou jsme tesili predchozi
priklady, je mozno popsat také takto: ,vyjadii nékterou z neznamych
pomoci ostatnich a zkoumej, kdy je celo¢iselna®. Skutecné, vyjadiime-li
Z rovinice neznamou z,,, dostaneme

F(.Z'l, c ,l'nfl)

Ty = )
m

coz je celé ¢&islo, prave kdyz m | F(xy,...,x,-1), tj. pravé kdyz je
splnéna kongruence . Ukazeme si na prikladech, ze tento postup je
pouzitelny i na rovnice, které nejsou tvaru . V prikladech uvedeme
i pripad, kdy je vhodné vyjadrit namisto nékteré nezndmé néjaky jiny
vhodny vyraz a zkoumat, za jakych okolnosti bude celociselny.

PRIKLAD. Reste diofantickou rovnici 3* = 4y + 5.

RESENI. Vyjddfeme z této rovnice nezndmou y:
1

Je-li z <0, je 0 < 3" <1, atedy 1(3° —5) ¢ Z. Pro x > 0 plat{
3¥=5=(-1)"=1 (mod 4);

¢islo (—1)*—1 je kongruentni s nulou podle modulu 4 pravée tehdy, kdyz
x je sudé, tj. r = 2k, kde k € Ny. ReSenim této diofantické rovnice jsou
tedy pravé vsechny dvojice
9% —5

4 Y
kde k£ € Ny je libovolné. O

x =2k, Yy =

PRIKLAD. Reste v Z rovnici z(y + 1)> = 243y ..

RESENI. Vyjadieme nezndmou z:

243y
(y+1)*
Aby x € Z, musi (y + 1)? byt délitelem &isla 243y. Protoze y a y + 1
jsou nesoudélnd ¢isla pro libovolné y € Z, musi byt (y + 1)? délitelem
¢isla 243 = 3°. Toto ¢&islo mé vsak jen tii délitele, ktef{ jsou druhou
mocninou celého ¢isla: 1,9 a 81. Proto musi nastat néktera z téchto

xr =
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moznosti: y +1 =41, y +1 = 3 nebo y + 1 = £9. Dostavame tedy
Sest TeSeni dané rovnice:

y =0, z =0,
y=—2, r=—2-243 = —4806,
Yy =2, x=2-27=>54,
y=—4, r=—4-27=-108,
y =28, r=8-3=24,
y = —10, xr=—10-3 = —30.
Jina teseni dana diofanticka rovnice nema. O

PRIKLAD. Reste v Z rovnici \/z + /5 = V1988

RESENI. Odecteme-li od obou stran rovnice \/y a umocnime-li na

druhou, dostaneme
x=1988 —4\/7-71-y+y.

Jsou-li x,y cela ¢cisla, je i 44/7 - 71y celé ¢islo, a tedy /7 - 71y je ra-
ciondlni ¢islo. Pak je /7 -7ly = k nezédporné celé cislo. Plati tedy
7-Tly = k?, odkud plyne, Ze k% a tedy i k je délitelné prvoéisly 7, 71.
Je tedy k=771t pro vhodné t € Ny a tedy

2

= = 497¢".
YT
Zcela analogicky je mozné odvodit, ze existuje s € Ny tak, ze
r = 4975°.

Dosazenim do puvodni rovnice dostavame

V497s + V497t = V1988,

odkud po vydeéleni plyne s+t = 2. Jsou tedy tii moznosti: s =0, ¢ =2
nebo s =t =1 nebo s = 2, t = 0, takze dana diofanticka rovnice ma
tTi fesent:
r=0, y=1988 nebo x =y =497 nebo =z =1988, y=0.
O

6.4. ReSeni diofantickych rovnic pomoci nerovnosti. Tato
metoda je zalozena na tom, ze pro libovolna realna ¢isla a, b existuje
jen konecéné mnoho celych ¢isel x tak, ze a < x < b. Proto pii feSeni
dané rovnice hledame takova ¢isla a, b, aby nerovnosti a < x < b pro
nékterou nezndmou z byly dusledkem této rovnice. Konetné mnoho
celych ¢isel lezicich mezi ¢isly a, b pak muzeme jedno po druhém dosadit
do rovnice za x a tim ji zjednodusit. Ukazme si to na nasledujicich

prikladech.

PRIKLAD. Reste diofantickou rovnici 622 + 5y? = 74.
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RESENI. Protoze pro libovolné y € Z plati 5y > 0, musi libovolné
feSeni z,y dané rovnice spliovat

74 = 62° + 5y* > 627,

odkud 22 < %, tedy —3 < o < 3, proto 22 je nékteré z ¢&isel 0, 1, 4, 9.
Dosazenim do rovnice postupné dostavame 5y% = 74, 5y% = 68, 5y? =
50, 5y? = 20. Prvni tii pifpady jsou ve sporu s y € Z, z posledniho
dostavame y* = 4, tj. y = £2. Rovnice mé tedy ¢tyfi feseni: z = 3,
y=2r=3,y=—-2r=-3,y=2;x=-3,y=—2. U

PRIKLAD. Reste v Z rovnici 22 + zy + y? = 22>

RESENI. Protoze jsou v dané rovnici nezndmé xz,y zastoupeny sy-
metricky, mtizeme piedpoklddat, ze 22 < 3%, odkud plyne zy < 32, a
tedy

22 =2 oy + vt <y iyt +yt =30

Plati tedy y = 0 nebo z?> < 3. Dosazenim do rovnice dostdvame
v prvinim ptipadé x = 0, ve druhém pro x = 0 opét y =0, pro x = 1 je
y=—1laproxz=—1jey=1. Rovnice ma tedy tii feseni:

=0, y=0; r=1 y=-1 r=-1, y=1L
O
PRIKLAD. Reste v Z rovnici 2% = 1 + 3V.

RESENI. Je-li y <0, plati 1 < 1+ 3¥ < 2, odkud 0 < z < 1, coz je
spor. Je tedy y > 0 a proto 2* = 1+ 3Y > 2, odkud x > 1. Ukazeme,
ze také plati z < 2. Kdyby totiz bylo z > 3, platilo by

1+3"=2"=0 (mod 8),
odkud bychom dostali
3=—-1 (mod 8),

coz vSak neni mozné, nebot pro sud4 ¢fsla y je 3V = 1 (mod 8) a pro
lichd éisla y plati 3Y = 3 (mod 8). Zbyva tedy vytesit piipad 1 < z < 2.
Pro z = 1 dostavame

=2'—1=1,
atedy y =0. Z x =2 plyne
3¥=2"-1=3,
takze y = 1. Rovnice mé tedy dvé feSeni: v = 1, y = 0 a z = 2,
=1. O

PRIKLAD. Reste rovnici z +y+ 2z = zyz v oboru piirozenych ¢éisel.

RESEN{. Protoze jsou v dané rovnici nezndmé zastoupeny symet-
ricky, muzeme predpokladat x < y < z. Pak ale

ryz=rz+y+z2<z+2+4+2 =3z,
odkud xy < 3. Je tedy zy = 1, nebo xy = 2, nebo xy = 3.
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Je-li zy = 1, plati x = 1, y = 1, odkud dostaneme dosazenim do
rovnice 2 + z = z, coz neni mozné.

Je-li zy = 2, plati = 1, y = 2 (predpokldddme = < y), odkud
3+ 2=2z atedy z = 3.

Je-li xy = 3, plati z = 1, y = 3, odkud 4 + z = 3z, tedy z = 2, coz
je ve sporu s predpokladem y < z.

Rovnice mé tedy jediné feseni x = 1, y = 2, z = 3 splnujici x < y <
z. Vsechna feSeni v oboru prirozenych ¢isel dostaneme vSemi zaménami
poradi ¢isel 1, 2, 3:

(z952) € {(1:2:3),(1:3:2), (2, 1;3), (2:3; 1), (3:1;2), (3; 2 1)}
O

Casto je mozné s vyhodou ukézat sporem, ze mnozina hodnot nezngmé
x je kone¢na a omezena nerovnostmi a < x < b; pritom z predpokladu
x < a (resp. > b) odvodime nepravdivé tvrzeni. V nésledujicich
prikladech bude takovym nepravdivym tvrzenim dvojice nerovnosti

" <d" < (c+1)",
kde ¢, d jsou cela a n ptirozené cislo.
PRIKLAD. Reste diofantickou rovnici o(z 4 1)(x + 7)(x + 8) = ¢>.
RESENT. Upravou
y? = (2% + 8z)(2* + 8z + 7).
Oznacéime-li 22 4 8z = z, je nase rovnice tvaru
=22+ Tz
Ukazeme, ze z < 9. Predpokladejme naopak z > 9. Pak plati
(2432 =224+624+9<22+72=9* <22 + 82+ 16 = (2 +4)?,
coZ je spor, nebot z + 3, y, z + 4 jsou cela ¢isla a z téchto nerovnosti
by plynulo
|24+ 3] < |y| < |z +4|.
Je tedy z <9, tj. 2% + 8z < 9, odkud
(x4 4)* = 2% + 8z + 16 < 25,

a proto —5 < x +4 < 5, neboli —9 < x < 1. Dosazenim téchto hodnot
do rovnice dostaneme vsechna feseni: (z;y) € {(—9;12), (—9;—12),
O

PRIKLAD. Reste diofantickou rovnici (z + 2)* — 2 = 4.
RESENI. Upravou ziskdme

y® = 8z° + 242”4 327 + 16 = 8(2* + 32* + 42 + 2),
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odkud plyne, ze y je sudé. Polozme y = 2z, z € Z. Plati tedy
23 = 2% + 327 + 4o + 2.
Je-li x > 0, plati

(z+1)0P =243 +3z+1 <2’ +32° +4x +2 =
=2° <2’ 4627+ 122+ 8 = (z +2)°,
odkud x + 1 < z < x + 2, coz neni mozné. Dana rovnice tedy nema
feseni x,y € 7Z takové, ze x > 0. Predpokladejme, ze mé néjaké feseni
1,y € Z takové, ze x1 < —2. Pak plati
(21 +2)" — 21 =y
a dosadime-li zo = —x1 — 2, yo = —y;, dostaneme
[E% - (‘/EQ + 2>4 = _y§7

a proto o, ys je také feseni dané rovnice. OvSem xo = —x; —2 >0 a
z predchozich tivah plyne, ze tato situace nastat nemuze. Dohromady
tedy —2 < x < 0, tj. x = —1. Pro x = —1 vychazi z puvodni rovnice
y = 0; dvojice z = —1, y = 0 je jedinym feSenim tulohy. U

6.4.1. Nekteré nerovnosti. Ptifteseni diofantickych rovnic jsou néekdy

uzitecné i nékteré slozitéjsi postupy a nerovnosti. Uved'me si nékteréd
z nejcastéji pouzivanych.
VETA 41 (AG-nerovnost). Pro libovolnd cisla ay,as, ..., a, € Ry
plati nerovnost
ay+as+---+ay
n

> Jajasy . .. ay, (35)

pritom rovnost v nastane, jen kdyz a1 = as = -+ = ay,.
DUKAZ. Prozatim neuveden. O
VETA 42 (Bernoulliova nerovnost). Vo € R,z > —1,Vn € N plati:
1+x)">14n-=x.

DUKAZ. Pro n = 1 nebo z = 0 je tvrzeni ziejmé. Pro redlnd A >
B > 0 a pfirozené ¢islo n > 2 plati:

n(A—B)B"!' < A" - B"<n(A-B)A"! (A>B>0,n>2),

z ¢ehoz po dosazeni A = 1+ x a B =1 (proxz > 0), resp. A = 1,
B =1+zx (pro —1 <z < 0) dostaneme pozadované tvrzeni. O

PRIKLAD. V oboru prirozenych ¢isel feste rovnici
z Y
-+

Y1223
y oz
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RESENI. Podil pfirozenych éisel je éslo kladné, a proto muzeme
pro cisla %, % a 2 pouzit nerovnost mezi aritmetickym a geometrickym
prumérem (viz Véta . Geometricky prumeér téchto tii cisel je 1, a
proto pro jejich aritmeticky prumér plati

1
_(§+Q+E)ZL
3\y 2z =

kde rovnost nastane pravé tehdy, kdyz

Porovname-li ziskanou nerovnost s danou rovnici, dostavame, ze rov-
nice ma nekonecné mnoho feseni z = y = z, kde z je libovolné prirozené
¢islo, a zadné jiné reSeni nema. O
PRIKLAD. Dokazte, Ze pro libovolné piirozené ¢islo n > 2 rovnice
4+ (z+1)" = (z+2)"
nema feSeni v oboru piirozenych cisel.

RESEN{. Pfedpoklddejme naopak, ze pro néjaks prirozena éisla z, n,
kde n > 2, je dana rovnice splnéna, a oznacme y = x+1 > 2. Pak plati

y-—D"+y"=(@y+1)" (36)
odkud dostavame
O=@w+D"—y"—(y—D"=1-(-1)" (mody).
Pripustme, Ze n je liché, pak 0 = 2 (mod y), tedy y = 2 a
0=3"-2"—-1,

coz plati pouze pro n = 1. Je tedy n sudé a podle binomické véty plati
y+1)"= )y’ + (Dy+1 (mody?),
(y=1)"=(G)y* = (Dy+1 (mod y*),
odkud plyne
0=(y+1)"—y"—(y—1)"=2ny (mody*),
tedy 0 = 2n (mod y?), a proto 2n > 3. Vydélime-li cislem g™,

dostaneme
1\" 1\"
(1+—> :1+(1——) < 2.
Yy )

Naopak podle Bernoulliovy nerovnosti (viz Véta plati

\" 2 2
(1+_) SO S I N S
y y 2y 2y 2
Shrneme-li predchozi ivahy, vychazi, ze pro zadné ptirozené ¢islo n > 2
nema dand rovnice feSeni v oboru pfirozenych cisel.



