Domaci kol z kombinatoriky, 14. rijna 2024

Ptrestoze tento domaci kol nebudete odevzdavat, méli byste si jej ve vlastnim
zajmu sepsat. Nezapomente vzdy zapsat i ivahu, kterou jste k vysledku dosli,
a to zpusobem, kterym byste svuj postup vysvétlili spoluzakovi.

Vzorové feseni zadanych iloh bude uvefejnéno v interaktivni osnové v patek
18. T{jna 2024, abyste si svij domaci tikol mohli sami opravit.

1. Kolika zpusoby lze vybrat z karetni hry (majici po osmi kartach od
kazdé ze ¢tyt barev) neusporddanou hromadku osmi karet tak, aby
byly vybrany karty pravé dvou ruznych barev?

2. Tvorime anagramy ze slova MISSISSIPPI.

(a) Kolik anagramu existuje?

(b) V kolika pfipadech nejsou vsechna ¢tyti pismena S tésné vedle
sebe?

(¢) V kolika piipadech nejsou ani vSechna ¢tyfi pismena S ani vSechna
¢tyTi pismena I tésné vedle sebe?

3. Méte k dispozici 5 druhu ovoce: jablka, banany, pomerance, hrusky a
Svestky.

(a) Kolika zpusoby si z téchto druhu ovoce lze vybrat 10 kusu (ruzné
plody stejného druhu ovoce nelze rozlisit)?

(b) V kolika pfipadech jsou mezi vybranymi alespon 2 banény a nejvyse
3 jablka a nejvyse 3 hrusky?



ResSeni:

1.

2.

Pro volbu dvou barev, které vybrané karty maji mit, vybirame dvou-
prvkovou podmnozinu ze ¢tyrprvkové mnoziny barev, je mozné je tedy
vybrat (;1) = 6 zpusoby. Ze Sestnéctiprvkové mnoziny karet téchto dvou
barev vybirame osmiprvkovou podmnozinu karet, coz je mozné provést
(186) = 12870 zpusoby, pticemz vsak ve dvou piipadech bylo vybrano
v8ech 8 karet jedné nebo druhé barvy. Proto tato Sestnéactiprvkova
mnozina ma osmiprvkovych podmnozin, které obsahuji alespon jednu
kartu od kazdé barvy, pravé 12870 — 2 = 12868. Pro kazdou ze 6
moznosti, jak vybrat dvojici barev, mame 12868 moznosti, jak karty

zvolit, podle pravidla sou¢inu je hledany pocet 6 - 12868 = 77208.

(a) Ve slove MISSISSIPPI jsou ¢tyfi pismena S, ¢tyfi pismena I, dvé
pismena P a jedno pismeno M. Mame celkem 11 pozic pro pismena,
z nichz ¢tyti pozice pro S lze volit (141) = 330 zpusoby, pro kazdou

takovou volbou mame (7) = 35 zpusobu, jak volit polohu pismen

4

I, pokazdé pak mame (;’) = 3 moznosti, kam umistit pismena P, na

posledni volné misto je mozné jen jedinym zpusobem dat M. Podle

pravidla soucinu je hledany pocet anagramu 330 - 35 - 3 = 34650.

(Také je mozné vyuzit vzorec pro pocet poradi s opakovanim:
W — 34650.)

42!

(b) Mnozina vSech anagramu je sjednocenim dvou disjunktnich pod-
mnozin, z nichz prvni obsahuje ty anagramy, které maji vSechna
Ctyfi pismena S tésné vedle sebe, a ta druhd ty ostatni. Pocet
anagramu v té prvni muzeme urcit tak, ze vSechna ¢tyfi pismena
S nahradime jedinym pismenem ,¢tyinasobné S“. Nyni mame 8
pismen, stejnym postupem jako vyse zjistime, ze pocet téchto
anagramu je (i) . (;1) -2 = % = 840. Podle pravidla souctu
je hledany pocet anagramu, v nichz nejsou vSechna ¢tyti pismena
S tésné vedle sebe, roven 34650 — 840 = 33810.

(c) Pocet anagramu, které maji vSechna ¢tyfi pismena I tésné ve-
dle sebe, je stejny jako pocet téch anagramu, které maji vsechna
¢tyti pismena S tésné vedle sebe, tedy 840. Ovsem pocet téch
anagramu, které maji vSechna ¢tyfi pismena S tésné vedle sebe
nebo vsechna ¢tyfi pismena I tésné vedle sebe, neni dvakrat vétsi,
protoze nékteré anagramy spliuji obé podminky soucasné. Je-
jich pocet zjistime tak, ze vSechna ¢tyfi pismena S nahradime
jedinym pismenem ,ctyfnasobné S“ a také vSechna ¢tyti pismena
I nahradime jedinym pismenem ,ctyinasobné I“. Pak méame pét
pismen, pficemz jedinym opakujicim se pismenem je pismeno P,



které mame dvakrat. Pocet téchto anagramu spocitame podobné
jako vyse, je roven (g) 3l = g—: = 60. Protoze téchto 60 anagramu
se objevuje mezi 840 anagramy majicimi vSechna ¢tyfi pismena S
vedle sebe i mezi 840 anagramy majicimi vSechna ¢tyfi pismena I
vedle sebe, je pocet anagramu, které maji vSechna Ctyii pismena
S tésné vedle sebe nebo vSechna ¢tyti pismena I tésné vedle sebe,
roven 840 - 2 — 60 = 1620. Podle pravidla souctu je hledany
pocet anagramu, v nichz nejsou vSechna Ctyfi pismena S tésné
vedle sebe ani vSechna ¢tyfi pismena I tésné vedle sebe, roven
34650 — 1620 = 33030.

Zvolenych 10 kusu ovoce si muzeme roztiidit podle jejich druhu
do péti prihradek. Podle pravidla bijekce je zpusobu takové volby
prave tolik, kolik existuje slov o 14 pismenech, které jsou zapsany
pomoci 10 pismen O a ¢ty pismen I: kazdé takové slovo od-
povidé volbé tolika plodu prvniho druhu, kolik je napsanych O
pred prvnim I, tolika plodu druhého druhu, kolik je napsanych O
mezi prvnim [ a druhym I, atd. Protoze takovych slov je tolik,
kolika zpusoby lze vybrat ze 14 moznych pozic ¢tyti pozice pro I,
je hledany pocet (144) = 1001.

Protoze mame vybrat alesponi dva bandny, dame si je stranou a
budeme vybirat zbylych 8 kusu ovoce. Podobné jako v piipadé (a)
spoc¢itame pocet moznych vybéru, ten je roven (142) = 495. Mezi
témito vybéry ovoce vSak jsou i ty, kdy jsme vybrali alespon 4
jablka nebo alespon 4 hrusky, coz odporuje zadanym podminkam.
Musime tedy spocitat, kolik je takovych vybéru. Nejprve si ke
dvéma odlozenym bananum odlozime i ¢tyfi jablka, zbyvajici 4
kusy ovoce lze vybrat (i) = 70 zpusoby. Stejny pocet dostaneme,
kdyz ke dvéma odlozenym bandnum misto jablek odlozime Ctyfti
hrugky. Ovsem volba dvou bananu, ¢tyf jablek a ¢tyf hrusek se
objevila v obou pripadech. Proto je pocet vybéru, kdy jsme kromé
dvou bananu také vybrali alespon ¢tyti jablka nebo alespon ¢tyti
hrusky, roven 70 - 2 — 1 = 139. Podle pravidla souc¢tu je hledany
pocet roven 495 — 139 = 356.



