Domaci kol z kombinatoriky, 2. prosince 2024

Prestoze tento domaci kol nebudete odevzdavat, méli byste si jej ve vlastnim
zajmu sepsat. Nezapomente vzdy zapsat i uvahu, kterou jste k vysledku dosli,
zpusobem, kterym byste svij postup vysvétlili spoluzakovi.

Vzorové feseni zadanych iloh bude uvefejnéno v interaktivni osnové v patek
6. prosince 2024, abyste si svij domaci kol mohli sami opravit.

1. Ve étvercové siti je povoleno jit dolu, doprava a diagondlné vpravo
dolu (viz nacrtek). Oznaéme a,, kde n € Z, n > 0, pocet cest z daného
startovniho bodu do cilového bodu, ktery je o dvé délky strany ctverce

nize a o n délek strany Ctverce vpravo (nacrtek popisuje situaci pro
n=29).

Naleznéte rekurentni vztah pro vypocet clenu posloupnosti {a,}5°,
pomoci predchozich ¢lent. Vypoctéte ais.

2. Rekurentni posloupnost {b,}2° , je ddna svymi poc¢ate¢nimi hodnotami
by =1, by = 0, by = 4, a rekurentnim vztahem

bn+3 = 2bn+2 + anrl - 2bn

platnym pro kazdé prirozené c¢islo n. Naleznéte explicitni vyjadieni
clenu b, této posloupnosti, tj. vyjadieni, ve kterém nebudou vystu-
povat jiné ¢leny této posloupnosti (jedinou proménnou bude n).

3. Ve hie Sportka se tdhne z osudi, ve kterém je 49 micku oznacenych
prirozenymi ¢isly 1 az 49. Tah spoc¢iva v tom, ze se z osudi ndhodné
vylosuje 6 micku (poté se losuje jesté jeden micek pro uréeni tzv. do-
datkového ¢éisla, které vsak v této uloze neuvazujeme). Urcete, s jakou
pravdépodobnosti bude v ptistim tahu mezi vylosovanymi Sesti micky
alespon jeden micek s ¢islem z mnoziny {10, 11,...,19}, alespon jeden
micek s ¢islem z mnoziny {20, 21,...,29} a alespon jeden micek s ¢islem
z mnoziny {30,31,...,39}.



Vzorové reSeni

1. Ze startovniho bodu musime vyjit jednim ze tii zpusobu.
Vyjdeme-li vpravo, dostaneme se do bodu, odkud muzeme pokracovat
praveé a,_, ruznymi cestami.

Vyjdeme-li dolti, dostaneme se do bodu, ze kterého je cilovy bod vzdélen
o jednu délky strany ¢tverce nize a o n délek strany ¢tverce vpravo. Pti
pokracovani cesty musime tedy pravé jednou jit bud doli anebo jit
diagonélné vpravo doli, viechny ostatn{ kroky uz budou vpravo. Sipek
dolti je n+ 1, sipek vpravo dolt je n. Protoze kazdé z téchto cest je jed-
noznacné urcena tim, kterou z téchto 2n + 1 Sipek pouzijeme, je pocet
cest, kterymi muzeme pokracovat, roven 2n + 1.

Vyjdeme-li diagonéalné vpravo doli, dostaneme se do bodu, ze kterého
je cilovy bod vzdalen o jednu délky strany ¢tverce nize a o n — 1 délek
strany c¢tverce vpravo. Podobné jako v ptedchozim ptipadé odvodime,
ze pocet cest, kterymi muzeme pokracovat, je roven 2n — 1.

7 tohoto rozboru plyne rekurentni vztah a,, = a,_1 + 4n. Je ziejmé, ze
ag = 1.
Uzitim rekurentniho vztahu postupné dostaneme
ap=ag+4-1=05,
as=a1+4-2=13,
a3 =ag +4-3 =25,
as=as+4-4 =41,
as =a4+4-5=061,
ag = a5+ 4 -6 = 85,
ar=ag+4-7=113,
ag = ay +4 -8 =145,
ag =ag+4-9 =181,
a9 = ag +4-10 = 221,
a11 = ayg+4-11 = 265,
a1 = ay +4-12 = 313,
a3 = aja +4 - 13 = 365.
Hledané a3 = 365.
Poznamka: 7 rekurentniho vztahu lze v tomto pripadé snadno ziskat

explicitni vyjadieni postupnym dosazovanim

ap=4n+4n—-1)+4n—-2)+---+8+4+ 1.



Tuto rovnost Ize ziskat také takto: napiSeme ziskané rekurentni rovnosti
od a; po a,

ay =ap+4-1,
as=a;+4-2,
as =as +4-3,
ay = az+4 -4,

Ap—1 = Ap—2 +4- (TL— ]-)a
ap = Qp_1 +4-n.

a po jejich secteni odecteme od obou stran soucet ay +as + -+ + a,_1
a dosadime za a.

Sectenim clenu aritmetické posloupnosti pak dostaneme
an =2n(n+1)+1=2n>+2n + 1.

Proto je mozné vypocitat hledané a,3 také dosazenim do tohoto expli-
citniho vyjadreni: a;3 =2-13 - 14 + 1 = 365.

. Protoze jde o linearni rekurentni formuli tfetitho fadu s konstantnimi
koeficienty, tvori posloupnosti, které ji vyhovuji, vektorovy prostor di-
menze 3. Charakteristicky polynom je polynom, jehoz koreny jsou kvo-
ficienty ¢ # 0 geometrickych posloupnosti vyhovujicich této formuli.
Protoze podminka ¢"™® = 2¢"*2 + ¢"*! — 2¢" je splnéna pro kazdé
pfirozené ¢islo n, prave kdyz ¢3 = 2¢* + ¢ — 2, je charakteristicky poly-
nom 7% — 222 — x + 2. Pfestoze jde o polynom stupné 3, kofeny tohoto
polynomu najdeme snadno, napiiklad uhadnutim nékterého z kotenu,
anebo rozkladem z°—2z%2—2+2 = (z—2)(2?—1) = (z—2)(x—1)(z+1).
Tento polynom tedy m& jednoduché koteny —1, 1, 2. Proto je dand
posloupnost linedrni kombinaci posloupnosti {(—1)"}22,, {1"}%°, a
{27}22 . Existuji tedy ¢isla u,v,w € C takova, ze pro kazdé n € N
plati
by=u-(=1)"+v+w-2".

Cisla u, v, w dostaneme porovnanim hodnot pocateénich élent
l=b=—-u+v+ 2w,

0=0by=u+v+4dw,
4=0b3=—u+v+ 8w.



Resenim této soustavy linedrnich rovnic je u = —1, v = —1, w = %
Tim jsme dostali explicitni vyjadieni b,. Pro libovolné n € N tedy plati

by=—(-1)"—1+41-2"=2""1—-1— (-1

. Vysledkem tahu sportky je jistd Sestiprvkova podmnozina mnoziny
{1,2,...,49}, pficemz kazda z téchto podmnozin mé stejnou pravdépo-
dobnost, ze bude vylosovana. Mnozina M vsSech tahu je tedy mnozina
viech Sestiprvkovych podmnozin této mnoziny. Necht N je podmnoZina
mnoziny M pravé téch tahu, kt?]l;(‘é splnuji podminku tlohy. Pak hle-

dana pravdépodobnost je rovna ik

Zrejme [ M| = ().

Pocet prvkiu mnoziny N uréime pomoci principu inkluze a exkluze.
Pro kazdé ¢ = 1,2,3 oznacme M; podmnozinu mnoziny M, jejimiz
prvky jsou pravé ty Sestiprvkové podmmnoziny mnoziny {1,2,...,49},
ve kterych neni zadny prvek z mnoziny {10¢,10i + 1,...,10i + 9}. Pak
N =M\ (M;UM,U Ms).

Snadno zjistime, ze |M;| = | M| = |M3| = (369). Podobné |M; N Ms| =

|My O M| = | My () M| = (%), [My 0 My 0 M| = ().

Princip inkluze a exkluze proto dava
[ My U My U M| = (469) —3- (369) +3- (269) - (169)'
Hledana pravdépodobnost je proto
[N _ (469) — 3 (369) +3- (269) — (169)'

Ml (5)

Kalkulackou nebo na pocitaci lze spocitat, ze

IN| __ 5593875 __ 266375 -
[M| ~— 13983816 ~ 665896 40%




